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(transformacja Legendre’a, zmienne cykliczne, całki ruchu, nawiasy
Poissona) - przykładowe rozwiązania
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Uwaga: poniżej znajdują się treści kolejnych zadań natomiast ich rozwiążania są podne na kolejnych stronach.

1. Cząstka o masie m poruszająca się w trzech wymiarach oddziałuje z potencjałem

U⊥ = α · (x2 + y2), α > 0 (1)

oraz
U∥ = e · E · z, e, E ∈ R (2)

Należy: (a) zapisać funkcję Lagrange’a we współrzędnych kartezjańskich, (b) znaleźć wyrażenia określające
pędy, (c) wykonać transformację Legendre’a i wyznaczyć funkcję Hamiltona, (d) znaleźć równania ruchu
w formalizmie Hamiltona oraz (e) podać ich rozwiązania.

2. Rozważyć problem oscylatora izotropowego w trzech wymiarach w formalizmie Hamiltona. Potencjał uwię-
zienia cząstki ma postać

U = α · (x2 + y2 + z2), α > 0 (3)

Pierwszy etap postępowania wymaga wykonania poniższych czynności

• znaleźć postać lagranżjanu w układzie kartezjańskim
• dokonać transformacji lagranżjanu do układu sferycznego
• znaleźć wyrażenia opisujące pędy uogólnione
• wykonać transformację Legendre’a (L→ H) we współrzędnych sferycznych
• wygenerować równania ruchu

Następnie przyjmując poniższe warunki początkowe

∂L

∂θ̇
= pθ = 0 (4)

θ =
π

2
(5)

należy

a) znaleźć trajektorię cząstki dla przypadku szczególnego

∂L

∂φ̇
= pφ = 0 (6)

b) określić potencjał efektywny oraz rozważyć możliwość poruszania się cząstki po trajektorii kołowej

c) korzystając z wyrażenia na energię całkowitą oraz pęd pφ znaleźć tor (czyli krzywą ale bez zależności
czasowej) po którym może poruszać się cząstka
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3. Funkcja Hamiltona dla oscylatora izotropowego ma we współrzędnych sferycznych następującą postać
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p2θ
r2
+

p2φ
r2 sin2θ

)
+ αr2, α > 0 (7)

Wykorzystując definicję nawiasów Poissona należy sprawdzić czy pędy uogólnione pr, pθ i pφ oraz energia
całkowita są całkami ruchu.






















