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Uwaga: poniżej znajdują się treści kolejnych zadań na-
tomiast ich rozwiążania są podne na kolejnych stro-
nach.
Dla funkcjonału postaci

I[y] =
∫
f(x, y, y′)dx (1)

gdzie y′ = dy
dx , równanie krzywej y(x) stanowiącej je-

go punkt stacjonarny (np. minimum lub maksimum)
spełnia równanie Eulera

∂f

∂y
− d
dx

∂f

∂y′
= 0 (2)

Równanie Eulera jest to zazwyczaj RRZ 2 rzędu, które
nalezy rozwiązać. Przypadki szczególne:

• jeśli f = f(x, y′) to ∂f/∂y = 0 i mamy

d

dx

∂f

∂y′
= 0 ⇒ ∂f

∂y′
= const (3)

• jeśli f = f(y, y′) to po zapisaniu równania Eule-
ra i pomnożeniu go przez y′ dostajemy jego całkę
pierwszą

d

dx

(
f − y′ · ∂f

∂y′

)
= 0 (4)

Zadania:

1. Znaleźć równanie krzywej y(x) która minimalizuje
funkcjonał

I[y] =

2∫
1

√
1 +
(
dy
dx

)2
x

dx (5)

dla warunków: y(1) = 0 i y(2) = 1.

2. Znaleźć najkrótszą drogę łączącą dwa punkty na
płaszczyźnie, tj. pokazać że y(x) jest linią prostą.
Funkcjonał ma postać

S =

P2∫
P1

ds (6)

W układzie kartezjańskim element łuku drogi ds
powiązany jest z przyrostami dx i dy zależno-
ścią ds2 = dx2 + dy2. Po całkę wstawić ds =√
1 + (dy/dx)2dx, a na stępnie zastosować rów-
nanie Eulera.

3. Pracując w biegunowym układzie współrzędnych
(r, θ) pokazać że krzywa łącząca dwa punkty na
płaszczyźnie jest prostą. Zależność elementu łuku
drogi wyrażamy jako ds2 = dr2+r2dθ2. Uzależnić
r(θ) (θ zmienna niezależna), zapisać element łuku
drogi i wstawić do fukcjonału, zastosować równa-
nie Eulera i scałkować uzyskane RRZ. Następnie
uzyskane równanie porównać z równaniem prostej
dla układu kartezjańskiego, w którym podstawia-
my x = r cos(θ) i y = r sin(θ).

4. Należy znaleźć równanie krzywej y(x) dającą mini-
malną powierzchnię boczną uzyskaną przez obrót
tej krzywej wokół osi x (jak na rysunku 1).

Rysunek 1: Powierzchnia utworzona przez obrót krzy-
wej wokół osi x.

1


















