RAwnania rozniczkowe zwyczajne: problem brzegowy [1D]

1)

2)
3)
4)
5)

Rownania rozniczkowe zwyczajne jako szczegdlny
przypadek problemdw opisywanych przez eliptyczne

rownania czgstkowe

Problem brzegowy a problem poczatkowy (case study)
Metoda réznic skonczonych (idea, rozwiniecie pdzniej)

Metoda Numerowa
Metoda strzatow

problem poczatkowy /

problem brzegowy:



mowiliSmy, o réwnaniach rézniczkowych o o
zwyczajnych opisujgcych wielkosci
dane funkcjami wytacznie czasu, du(t) B

z warunkiem poczgtkowym. At f(t7 u)

Rozwigzaniem rownan rozniczkowych czgstkowych sg
zazwyczaj funkcje zarédwno czasu i potozenia
(pole elektryczne, rozktadu temperatury, predkosci przeptywu itp.)

modelowe rownania przy jednym wymiarze przestrzennym u(x,t):

ou  O%u ) |

—— — ———  dyfuzji (paraboliczne)

ot  0x? ; ;
Q — @ falowe (hiperboliczne)
ot  0x?

0°u

= f(x) Poissona (eliptyczne)

Ox?



O*u eliptyczne niezaleine od czasu:

m — f($ u =u(x) — wytacznie funkcja potozenia
L stany ustalone, rownowagowe itp.

2
rownania elektrostatyki, ustalony transport ciepta, 0 L 0“u +5(x)
przeptywy cieczy w stanie ustalonym, etc. ot o O12

Problem brzegowy: rownanie
rézniczkowe (na razie zwyczajne)
+ warunek na rozwigzanie na brzegu. Brzeg w 1D: 2 punkty

warunki brzegowe w 1D:
na poczatku (x=0) i koricu pudta obliczeniowego (x=L)
1) na wartosc¢ funkcji (Dirichleta) u(0)=a, u(L)=b
2) na pochodna funkcji (Neumanna) u’(0)=a, u’(L)=b
3) mieszane (Robina) u(0)+cu’(0)=a, u(L)+du’(L)=b



opis jednowymiarowy problemow wielowymiarowych

Przyktad nr 1)
P2y Pu  Ou rownanie Poissona (jednostki atomowe),
2t ozt a2 = —47p(x)  gestosé tadunku zalezna tylko od x
L Y < albo rozktad temperatury w jednorodnej
sztabce ze zrodtami ciepta
w kgpieli cieplnej

ukfad jednorodny i rozlegty

w (y,2)
+ warunki brzegowe niezalezne
od y i z [ptaski kondensator]
interesuje nas rozktad potencjatu w srodku

y uktadu

_— 0w ()

u(z,y, z) = u(x) — 0«

warunki brzegowe: Dirichleta: wartos¢ potencjatu (temperatury)
: Neumana: wartos¢ pola elektrycznego (strumienia ciepta)



P2: problem o wysokiej sferycznej symetrii
r-odlegtos¢ od poczatku uktadu wsp.

atom wodoru: obiekt sferyczny 3D jadro + elektron

.-\ gestosc¢ tadunku jadra: p(r)=+&*(r) (jednostki atomowe)

gestosc tadunku elektronowego zalezy
tylko od odlegtosci od jadra: n(r)=- exp(-2r)/.

-

5 /dgfrp(fr) = —/d3n(fr) =1
Vidr = —An(p(r) + n(r))
E = -V

rdwnanie jest liniowe V2¢+ = —4mp(r)

Vi) = —4mn(r)

zasada superpozycji: th — gb + ¢+



Vi, = —4mp(r)

laplasjan we wspotrzednych sferycznych

1 1 1 2 1 2

r2or" Or r2 \ sin?(¢) 0?0 * tan(¢) do * %
¢)‘|‘ — "|"(T) »punktowy tadunek
1 d 2d¢_|_ ; / o nieskonczonej gestosci w r=0"
——(r*——) = —4mw>(r)
r? dr dr 6.=1/r
sktadowa od gestosci n(r)=- exp(-2r)/=.
elektronowej ] 1/r
—9(r)
Vi) = —4mn(r) |
1 \-n(r)
1 r—+1)exp(—2r
o= L, D) exp(=2r) ~_

T (A



V2gb = —47mn(r) n(r)=- exp(-2r)/x.

B 1 (7“ + 1) eXp(—Q’i“) gdy n(r) nieznane w postaci
¢ = _; + r analitycznej — pozostaje rachunek
numeryczny

numeryczny rachunek ¢ dla rozciggtej gestosci
tadunku o symetrii sferycznej n:

A

 Ld (pdo)

r=0

zdyskretyzowac rownanie — zamiast wartosci dla ciggtych r — wartosci dyskretne
Zamiast pochodnych ilorazy réznicowe

zamiast rownania rozniczkowego - algebraiczny uktad rownan



potrzebne warunki brzegowe na potencjat ¢ (dla r=0 oraz dla ,,duzego” r)
- cafa sztuka w rozwiqgzywaniu problemow brzegowych to dobor odpowiednich w.b.

i skuteczne ich wprowadzenie do rownania tw. Gaussa
%dSE /dVV E=— [ dVV?%)
[\ r. Poissona
—Vo ,
jakobian V7¢ = —dmn(r

x )
( ) ATR’E — 47r/ r? n( dr d9s1n / dop
0 0 0

duze R — catka potrdjna dazy jedynki (z normalizacji n)

duze R: E(R)=1/R?, ¢= - 1/R

gdy powierzchnia pudfa obliczeniowego obejmuje
caty fadunek — potencjat — jak dla punktowego tadunku

gdy rozktad gestosci rozciggty:
2) potencjat skoniczony dla r=0 (zamiast osobliwosci 1/r)
3) jego pochodna znika w r=0 [E=zero dla matego r — patrz drugie rownanie (*)]

WB: dla duzego r: or)=1/r (Dirichlet)
dla matego r: dg(r)/dr=0 (Neumann)



WB Neumanna — trudniejszy w zastosowaniu, chcemy go przeksztatcic¢
w warunek Dirichleta

1 0 ([ ,0¢
— (-rzg) = —4mn(r)

r2 Or or

Jr d* f
o(r) = . ol —47rn

warunki brzegowe na f

f(0)=0 bo ¢0) skonczone, f (r=duze)=-1bo ¢ (r=duze)-1/r.




sprobujmy ten problem rozwigza¢ numerycznie

2
d f _ _471_70” + f(0)=0, f(R)=-1, gdzie R promien pudtfa obliczeniowego |
dTQ obejmujacy cate n

lloraz roznicowy drugiej pochodnej

(1)

(2)

(1) plus (2) tréjpunktowy iloraz drugiej pochodne;j

A

do rozwigzania problem algebraiczny:

f0=0, fN='1 ‘ ‘

Jiv1 — 2fi + fiza fo fi 1

ATQ = —471'7“@'717;




*fi+1 o Qf“é + .f?;—l — _47TA7‘27‘?;TZ?; fo=0, fr=-1

/100000:::8\/_]%\ / 0 \

1 =2 1 0 0 0 f1 —47TA7’27‘1711

o 1 -2 1 0 0 ... 0 fo — 4 AT rons

0 ... 0 1 -2 1 0 0 fvos |

0 0 O 1 -2 1 0 In—2

0 0 0 0o 1 -2 1 In-1 — AT AT r N _ NN
\0 0 0 o 0 0 1)\ fv ) \ ~1 )

Uktad rownan liniowych rozwigzac i po sprawie.

ale: doktadnos¢ rachunku ograniczona doktadnoscia ilorazu réznicowego
drugiej pochodne;j

poznaliSmy Swietne metody do rozwigzania problemu poczatkowego

moze je sprobowac zastosowac?



fix1 — 2fi + fi1 = =47 A rin,

alternatywa:

ustawmy ten wzor jak dla problemu poczatkowego
(jak liniowg metode wielokrokow3):

f?l—H — sz — f’—l — 47TA7’27’Z'7’L¢

nasz problem poczatkowy - drugiego rzedu
dla warunku poczgtkowego: potrzebna funkcja+pochodna

tzn. f, i f;

Powiedzmy, ze znamy

1) f , [bo znamy]

2) f, [to powiedzmy]
mozemy wyliczy€ f, i nastepne.

nastepnie: sprawdzimy, czy f, spetni WB na prawym koncu.
Jesli tak — problem rozwigzany



f?l—H — sz — f'_1 — 47TA7’27’Z'7’L¢

znamy f , i f; wstawiamy analityczne, liczymy f, i nastepne.

0.06 L A B
Lok ] z | Krzyzyki = 0.0027 r
¢ 2 0.04 |- -
q\_ f analityczne 1-(r+1)exp(-2r) | > 2
" ¢ numeryczne )
0.5 . S 0.02 1 i
Katastrofa! %0-02
8
000 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0.0 l l l l 0 4 8 12 16 20
0 4 8 p12 16 20 r
(WB na prawym koncu nie spetniony: Btad okazuje sie liniowy
rachunek numeryczny tamie prawo Gaussa zr!

potencjat daleko od zrédta nie bedzie -1/r)



SH
[\
~

= —47mrn 4

<y ‘
=
[\

Btad fjest linowy zr!
Jak to zrozumiec?

f(analityczne)-f(numeryczne)

Pod nieobecnoséé tadunku: g
, : , — 7 ——— g(r)=ar+b.
(rédwnanie Laplace’a) dr?

W naszym problemie n istotnie znika dla duzych r, gdzie
rozwigzanie powinno byc¢ postaci  g(r)=-1 (czyli a=0,b=-1)

*(f +g)
dr?

g+f spetni rdwnanie Poissona, ale warunki brzegowe — niekoniecznie

rozwigzanie rownania Laplace’a g (jednorodnego)

Z drugiej strony: — A7 . ) _ R . _
mozemy zawsze doda¢ do rozwigzania rownania Poissona f

W naszym wyniku: btgd polega na niezerowej wartosci a.
Skad sie ona bierze?

Trojpunktowy schemat réznicowy drugiej

pochodnej dokfadnie rézniczkuje nawet parabole,

wiec dla funkcji typu ar+b sie nie myli!

whiosek:

Z obszaru w ktorym n<>0 iteracja wychodzi z btedem.
btgd pochodzi z catkowania n(r)




Cd6z mozna poradzic¢ zeby rozwigzanie numeryczne
nie odklejato sie od doktadnego dla duzych r ?

e rozwigzac jednak problem (URL) z
narzuconymi warunkami brzegowymi
z obydwu stron

e zagescic siatke

e scatkowac rownanie wstecz

0.0 | | | |
0 4 8 r 12 16 20 e sprobowac wykorzystac lepsza

(doktadniejszg) metode

e f,—zamiast analitycznego przyjac taki,
aby prawy warunek byt spetniony
(metoda strzatow)



Zagescic siatke (metoda brutalnej sity)

|
1.0f f
f+g
0.5 —
Ar=0.01
n(r)
0.0 | | | |

0 4 8 12 16 20

w f; wstawiona wartos$¢ analityczna
przy drobnym kroku przestrzennym nie generuje widocznego btedu



widzieliSmy, ze schemat wychodzit poza zakres n(r)<>0
z btedem, pomyst: scatkowac rownanie wstecz

Zamiast do przodu:

2 .
Jix1 = —4mr;Artn, +2f; — fi fo =1, f;=analityczne
scatkujemy wstecz:
» . 2, » » znamy potrzebne
i1 = —4mr;Ar n; + 2f;, — fir =1, fys=1 :
fz 1 7 2 jz- fz-+l fN fN-1 2 wartoéeil
1.0 . . .
| P
i 0.06
I 5
>
06L %QM
- | :
041 Catkowanie wstecz | g 0.02
i (od r=20) zoom do 2 7 g Ar=0.1 |
0.2 &6 kotka analityczne - = b{qd wstecz
) krzyzyki numeryczne | 0.00 =
0 4 8 r 12 16 20
OO 1 | 1 | 1 | 1 | 1
T 0.0 04 0.8 r 1.2 16 20 Tam gdzie pojawia sie fadunek,

tam pojawiajg

dla r=0 : f (hnumeryczne) =6 x10° o, : .
sie rowniez btedy, ale nie narastajas.

zamiast zera



0.06 .
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f(analityczne)-f(numeryczne)

o
o
S

btad wstecz

o

12

16

20

tajemnica naszego sukcesu:

Startowalismy w obszarze,
gdzie n(r) znika czyli tam
obowigzuje r. Laplace’a:

g(r)=ar+b.

UstawiliSmy jego rozwigzanie
na: a=0, b=-1.

Dzieki temu: nie pozwoliliSmy
domieszac sie rozwigzaniu Laplace’a
zinnymiaib

btad pojawia sie tam gdzie
tadunek, ale zbytnio nie rosnie



metoda rdznic skonczonych dla ustalonych WB

Jiv1 — sz’2+ Jiz1 Y P T !

Ar
uktad rownan
f?, - (fz’+1 4+ fi—l + 4%&7‘27‘?;72@)/2 <—— rozwigzany iteracyjnie,

(relaksacja)

006 T T T T T 000
btad w przéd btad relaksacja
5 0.04] = 000 |
: : btad wstecz
gl é-o_oo
g 0.02} | N |
s =)
: btad wstecz | : Ar=0.1
= btad relaksacja S 0.00

000 — et ]
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20

r

rozwigzanie wstecz (gdzie wiasciwy WB w r=0 zostat odnaleziony)
nie gorsze od relaksacji, gdzie spetnienie obydwu WB jest wymuszone.
dlaczego btad w rozwigzaniu do przodu jest tak wielki?



0.00 fo =0, f;= wyliczone z relaksacji

I | zamiast wzoru analitycznego

btad relaksacja

o

o

o
|

btad wstecz dla Ar=0.1 ,, doktadne”
rozwigzanie numeryczne jest

-0.00 nieco inne niz analityczne.

f(analityczne)-f(numeryczne)

btad w przdd _
(doktadne numeryczne: 0.0996
-0.00}- | dokfadne analityczne: 0.0993)

] | ] | ] | 1 | ] ]
0 4 8 r 12 16 20

whniosek: btgd pierwszego podejscia polegat na
zastosowaniu analitycznego wyniku na f, !

Uwaga: to samo rozwigzanie uzyskujemy kazdg z 3 metod.
caty btad lezy teraz w ograniczonej doktadnosci ilorazu réznicowego.



dla catkowania do przodu:
2
Jiv1 = —4mrArng + 2f; — fio

Jesli f;= analitycznie nie jest
to najlepsze = odgadniemy: metoda strzatow 1.2

fo=0, f,= dobieramy tak aby prawy wb
byt odtworzony f(r=daleko)=1, 0.8+ _
lub f’(r=daleko = 0)

metoda strzatow: 0.4 I f1=0.0993 (analityczny)
f1=0.1
f1=0.099675

Stuzy do rozwigzania problemu brzegowego

przy pomocy podejscia dedykowanego oo—~——t . 1 .

dla problemu poczatkowego: wstrzelic 0 4 8 12 16 20

nalezy sie w (nieznany) parametr
okreslajacy przebieg = u nas f;.



ji-+1 - 2ji + fi-—l —Amrn, + O(A?“Q) najprostszy iloraz drugiej pochodne;j
9 (gl . .
Ar produkuje przepis z btgdem lokalnym rzedu 4
catkiem niezle, ale:

firs = 26— fios — AxArrm, + O(Ar")

mozna lepiej = metoda Numerowa
btad lokalny rzedu 6

metoda Numerowa:
[przepis na kolejne wartosci rozwigzania liczone
z btedem O(Ax®) zamiast O(Ax?)]:

Stosowana do rownania typu:

d*y
2 +g(z)y = S(v)

[ rbwnanie liniowe Il rzedu, bez pierwszej pochodnej]



rownanie traktowalne de

metoda Numerowa: T2 +g(x)y = S(x)
1 d d
—— T‘Q—Qb = —47mn
r?2 dr dr oryginalne rédwnanie Poissona
d? 2d
—gb + ——gb — —47n  wystepuje pochodna — nie podejdziemy
d7‘2 r dr Numerowem

sprowadzone do wersji odpowiedniej dla Numerowa przez podstawienie

—— = —A7rn



Metoda Numerowa — wyprowadzenie:

d*u(x
dx(Q ) = S(x) — g(x)u(x)
w(t Ar) = u(r)+Ax du +A:U2 d2u+Aa:3 dzgf{L+Aa;4 d*u +A£L‘5 d>u
de 2 dx? 6 da3 24 da* 120 da®
du Azx?dPu AP dPu Azt diu Ax® dPu

+0(Az")

e A — () A B 6
r—Aw) =ulr)=Ar st = s = et o e 10 g T8
AL Py 2Ax* d*u |
ulr + Ax ulr — Ax) = 2ula )(AxS
u(x + Ax) + u(x r) = 2u(x) + 5 g + = I + O(Az”)
dPu ulxr + Az)+ulz — Az) — 2u(x Ax? d*u
Pu_ ot M)+ ulo = Ar) =) _ Adh o
dx? Ax? 12 da?
v

druga pochodna prawej strony
diu S(x+ Ax)+ S(x — Ax) — 25(x) ORI MO R

Azt Ax?

g(x 4+ Az)u(z + Ax) + g(:z ?:1:).15.(:1: — Ax) — 2g(x)u(x) N O(Aﬁ:g)
Ax

po wstawieniu wyzej btgd pozostanie rzedu 4




w(x + Ax) +ulv — Azw) — 2u(z)  Az? {S(l + Ax) + S(x — Az) — 25(2)

Ax? 12 Ax?
LA ulr - A AD ulr — Ar) — 20() ulw
~g(r + Ar)ulx + Ax) +g(:z,A : x)u(x ) g(:L)u(:L)] L O(AY
T

= S(x) = g(x)u(x)

Obustronnie mnozymy przez Ax*> grupujemy wyrazy

12 12 12
B Az?
12

Ax? S5Ax? Ax?
(1 + : g(x + Agzr)) u(x+Ax)—2 (1 _ g(;zr)) u(:r)+(1 + : glz — Agr)) u(x—Ax)

(S(x + Az) +10S(2) + S(z — Ax)) + O(Ax®)

Podstawowa formuta metody Numerowa
wykorzysta¢ — mozna na podobnie wiele sposobow
tak - jak iloraz centralny drugiej pochodnej:

np. problem brzegowy — z relaksacjg

lub jak problem poczatkowy



d*y d* f
5 +g(a)y = S(2) 3 = —4mrn

W naszym przyktadzie: g=0, S=-47zrn
, Ar? , , , , , ,
Metoda Numerowa wstecz: fiig = 1—; (Siy1 + 10S; + S;_1) + 2fi — fir1 + O(AFY)

Dyskretyzacja bezposrednia: Fi = Ar2S, 4+ 2f — fiq + O(Ar‘i)

—

T ' T cafa réznica w sposobie uwzgledniania

‘btad numerov - 1W5teoﬁ niejednorodnosci (zrédet)

~—

btad wstecz Przy tym samym skoku siatki
btad relaksacja btad Numerowa jest zaniedbywalny w poréwnaniu

— >z btedem dyskretyzacji bezposrednie;j.

N

f(numeryczne)-f(analityczne)

btad w przéd B
S (n) — wzywane trzykrotnie,
L Ar=0.1 1 (n) —wzywane trzykre
lecz mozna stablicowag,
L ztozonosé obliczeniowa nie rosnie
0 4 8 12 16 20

r



‘btad numerov - wstecg

f(numeryczne)-f(analityczne)

Przypominam wynik przy podejsciu
poprzednim:

<
o
[0)]

btad w przod

0.04 —

0.02

btad wstecz
btad reyaksacja
0.00 & — } T } T } T } T

0 4 8 r 12 16 20

f(numeryczne)-f(analityczne)

Btad jest podobnego pochodzenia (numeryczne<>analityczne) i podobnego

charakteru (liniowy z r) ale znacznie mniejszy

(btad popetniony przez Numerowa w obszarze gdzie n nie znika — znacznie mniejszy)



Nie kazde rownanie rozniczkowe zwyczajne mozna
ozwigza¢ metodg Numerowa, ale kazde mozna w sposob scisty
sprowadzi¢ do uktadu rownan pierwszego rzedu np:

d 2 .-(_L(;If) .
Cda? S(x) = g(x)u(x)
du _
dr v
dv
dv S(x) — g(z)u(x)

Rozwigzywad takie uktady rownan juz potrafimy

rozwigzujemy wstecz: f(duze x)=-1, df/dx(duze x)=0



RAwnanie drugiego rzedu a uktad réwnan pierwszego rzedu
: doktadnos¢

'btad numerov - wstecz

bad relaksacja <« centralny iloraz réznicowy drugiej pochodnej

blad Euler Euler: dyskretyzacja pierwszej pochodnej
I R R R po sprowadzeniu rownania drugiego rzedu
4 8 12 16 20 ’ ’ ’ .

do uktadu dwodch rownan rzedu pierwszego
catkowany wstecz

f(numeryczne)-f(analityczne)

Euler O(Ax?)
metoda z centralnym iloraz réznicowy drugiej pochodnej O(Ax?)

Numerow O(Ax®)

Redukcja rzedu rédwnania przez sprowadzenie
do uktadu réwnan pierwszego rzedu ma swojg cene.



f(numeryczne)-f(analityczne)

Jak spisuje sie RK2 ?

I AL Euler O(Ax?)
btad numerov - wstecz RK2 O(Ax3)
Dyskretyzacja drugiej pochodnej
dyskretyzacja O(Ax4)

RszrUgiej pochodnej_ Numerow O(Ax®)

Znacznie lepiej niz Euler, ale wcigz gorzej niz dyskretyzacja drugiej
pochodnej.



f(analityczne)-f(numeryczne)

RK4: O(Ax®)

Doktadnos¢ bliska Numerowa

0.00

0.00

b%édl nUrﬁef&\k@'wéte‘cz_-

-

dyskretyzacja
-0.00

-0.00

-0.00
Ar=0.1

2drugiej pochodnej

-0.00 : :
0 8 12 16

Nieco stabsza od Numerowa, gdy
wzig¢ poprawke na wzywanie

20

f(analityczne)-f(numeryczne)

0.00

0.00

-0.00

-0.00

-0.00

prawej strony w punktach posrednich:

Numerow O(Ax®)

a nawet lepsza

RK4

jnumerov

f(analityczne)}-f(numeryczne)

0.00

0.00

0.00-

\RK4 Ar=0.2

RK4 Ar=0.1

0

2 4

0.00
mov Ar=0.1
©0o0t——rt—n—-»> 1 =

6

8



Przyktad byt nietypowy:

dla prawego brzegu: moglismy zadac
w sposob doktadny (analitycznie i numerycznie)
wartos¢ rozwigzania w kroku ostatnim i przedostatnim.

W praktyce:

rzadko tak jest: rozwigzujgc problem brzegowy
metodami dla problemu poczgtkowego

— musimy wyznaczy¢ warto$¢ w punkcie
sgsiednim do brzegowego) — metoda strzatéw




metoda strzatow dla dwupunktowych probleméw brzegowych
(zastosowanie metod do problemu poczgtkowego)

... rozwigzanie problemu brzegowego przy pomocy metod dedykowanych
do zagadnienia poczatkowego

istota metody: parametryzacja rozwigzan przy pomocy
dodatkowego wb na jednym z koricow
+ wybor parametru, ktory daje spetnienie prawego wb.



rozwazmy 2-punktowy nieliniowy problem brzegowy drugiego rzedu

uw'(z) = flr,u,u') | a<ax <D

stowarzyszony problem poczatkowy:

y1(z) y2(x)
ys(x) = flx,y1,92) y2(a) = |«

w metodzie strzatow kluczowa zaleznos¢ od swobodnego parametru o

yr(r) = yr(z; o)

rozwigzywac bedziemy problem poczatkowy szukajac takiej wartosci parametru swobodnego aby

y,(b;c)=B problem sprowadza sie do rozwigzania
nieliniowego réwnania na o




metoda strzatow

A

2

o2 )

X=a X:b

na rysunku: musimy trafi¢ z pochodng w x=a tak aby
na koncu nasz ,pocisk” trafit w y=B (stad nazwa metody)

y,(b;at) zalezy w sposéb ciagty od a.
tutaj: al za duza o2 zbyt mata

y2 ()
f(x,y1,92)

A

—



metoda strzatow

A

y(b,a)
0
B
O
| I
o=a2 o=(al+a2)/2 o=al
yi(b;a)=B

mozna rozwigza¢ bisekecja: wyliczy¢ y,(b;(al+a2)/2)
i zawezié przedziat poszukiwania zera

korczymy gdy przedziat wystarczajgco zawezony



metoda strzatow

A

y,(b;)=B

y(b,a)
od bisekcja lepsza metoda siecznych
zaktadamy, ze y(b,a) jest liniowa
B w okolicy al,a2 prowadzimy interpolacje :
a — (X9 a — (1
b,o) = y(b, vy) ———— b. cvo) — 1
y(b, ) = y( ,011)@l . + y( ;Ozz)a2 -
o=a2 a=o3 a=ol

B powinno znajdowac sie w

koriczymy np., gdy |y(b,o;) —B| <e

a3

_ asy(b; ) — ary(b;as) + Blag — as)

y(b;a1) — y(b; az)

mozliwe uzycie zamiast prostej: wielomianu interpolacyjnego stopnia 2



metoda strzatow z iteracjg y,(b; @)-B=0

Newtopa
ylV

=02 o=ol

v

mozna metoda Newtona
y1(b;a”) — B
Oy (b;at)

Ot

e

potrzebna pochodna po a
jak wyznaczy¢:

pt1

Q =%




zbieznosé Newtona / siecznych

zbieznos¢ Newtona (zazwyczaj):
2
Ayl — Oso| < Clay, — gl vV — 00,

kwadratowa, ale wykonanie kazdego kroku
wymaga rozwigzania dodatkowego problemu poczatkowego

zbieznosc siecznych:
1.5
Qi1 — Qoo < Clay, — asel 7, vV — 00,

wolniejsza ale tansza iteracja

bisekcja:

wolniejsza,

ale nie tanisza od siecznych

sensowne uzycie, gdy nierdzniczkowalna
zaleznos¢ od parametru swobodnego

Oéu—l—l_@oo| SC‘OZV_O‘OO '



metoda strzatow z iteracjg
Newtona

1 y1(b;at) — B
o’ = ol — Ay1 (b;ah)
Dal T~ wyznaczy¢
yi(z) = ya(x) y1(a) = A
yé(x) :\ f(xaylayQ) y2(&) =
\ rézniczkujemy po o
\
d d d o an \ z1(a) =0
da dx qrnwia) = dox o P2 ) 1T da
nazywamy:
d d d .
o dxjo(l‘ Oc) d&f(:lfayb;iﬂ) 2y = d—j)f 32((@) — 1

df  df dyy  df dys df df df
—_— = -+ - — =7 z
doo  dy, dao dyy do dov




metoda strzatow z iteracjg

Newtona
Odu’+1 — ol — yl(b7 Oé”) — B
R Ay1 (b;ah)
Dok T~ wyznaczyé
yi(z) = ya(x) y1(a) = A
yé (ZC) — f(xa Y1, yQ) y2(&) =
\
\ rézniczkujemy po o . 1y
Jo dn ) = gomlwia
df df df
d d d da — dy, dys b, 2
o 21, . g2 L) —
T2 a) = o f (2 Y1, 1) dov

d ~ . stowarzyszony
dle (I O:) = 29 (I‘ Oc) ~1 (Cl) =0 problem poczatkowy
L do rozwigzania w funkcji x
d df df z,(x=b,a) da nam
_:2(1, OC) — 2 —— + 2g—— N ( ) —1 mianownik do metody
dx dy dyo <2\0) = Newtona




przyktad: pret w imadle (clamped elastica)

pret jednostkowej dfugosci jest zamocowany sztywno pod zadanym katem w imadle
ktore zaciskajg sie z obcigzeniem P.

0(s)=" s-wspodtrzedna potozenia wzdtuz preta
dla preta jednostkowej dtugosci O<s<1

znamy kat 0(0)=p, 6(1)=- B, Z warunkdéw symetrii: 6(1/2)=0

z teorii elastycznosci: d?6 . e
) + Psin(f) =0 (problem nieliniowy)

poszukujemy: 1) ksztattu preta i co za tym idzie 2) rozstawienia szczek imadtfa

przygotujmy problem do metody strzatow z metodg Newtona: réwnanie nieliniowe

yp, = 0 cbwhania yi = s do rozwiazania:
yo = 0 S yy = —Psin(y;) y1(1/2,c0) =0
Z wWp
adne oy (0ia) = B e _ e 0(1/2a”)
B Oy1 .yl
parametrdo_’yQ(O;@) = O (1/27&)

wyznaczenia



przygotujmy problem do metody strzatdw z metodg Newtona:

i = Yo y1(0i) = p 91(1/2704) =0
yy = —Psin(y;) y2(0;) = «
Al — op y1(1/2; at)
G (1/2; )

- 3y1 . 8?/2
T 0a 7 da ,
Zl — ZQ
pochodna problemu poczgtkowego po a /
zo = —Pcos(y1)
21(0;a) = 0
29(0;) =
kolejnos¢ dziatan:
. 1)  rozwigzujemy problem na y: licznik
1(1/2; ) cHJETTY proviem |
au—l—l Od,uJ ) 2)  do wyliczenia mianownika
T igzuj lem na z:
v AL rozwigzujemy prob
<1 (1/2? 8 ) [z," wykorzystuje policzone w 1) y,]

3) znajdujemy poprawione o



zacisniety pret f=n/4, na starcie pochodna kata 6 po s: a=1, P=10,
obydwa problemy poczatkowe rozwigzane jawnym schematem Eulera z ds=0.5/100

10— a=1 nie spetnia warunku brzegowego w potowie preta
,Ztamany” pret
0.8
0.4+
@ 0.6 - 03_' ksztatt preta
320.2—
0.4 H
0.1+
0.2 L i I A L e — "0 o1 o2 o5 o4
00 01 02 03 04 05 X
S /
\ 8
x(s) = /cos(é’(u))du
0
S
y(s) = /sin(@(u))du
0



zacisniety pret f=n/4, na starcie pochodna kata 6 po s: a=1, P=10,
problemy wtasne rozwigzane jawnym schematem Eulera z ds=0.5/100

10— a=1 nie spetnia warunku brzegowego w potowie preta
,Ztamany” pret
0.8
1 0.4 0.4
@ 0.6 - 03_' ksztatt preta
@; 0.2+ -
0.4 H
0.1+ -
0.0 T T T T T roe—T—T T 71
0.2 ! | ! | ! | ! | ! | 0.0 0.1 0.2 0.30.0 0.40.1 0.2 0.3 0.4
00 01 02 03 04 05 x© x )



iteracja Newtona

0.8 -
a o(1/2,x) 0.6 -
1 1.000000 0.3970441 0.4-
2 -0.8177086E-01 0.1302912E-01 @
0.2
3-0.1195772 0.1138412E-04
4-0.1196103 0.8602074E-11 0.0
5-0.1196103 -0.3694961E-15 02-
-U. — T T T T T T ' 1
6-0.1196103 -0.4510281E-16 00 01 02 . 03 04 05
7-0.1196103 0.6591949E-16 |
x(s) = /cos(@(u))du
JO
(5 = [ sin(O(w)d
o y(s /051 u))du
znalezli$émy warto$¢é parametru 0
o, ktora daje :
witasciwy ksztatt preta = %27
= 0.1
mozemy teraz sobie odlegtos¢ o]
miedzy szczekami wyliczy¢ ]
O-OO.O ' Oil ' Oi2 ' OiS ' Oi4 ' 015

xX(s)



