Szacowanie btedu lokalnego w metodach jednokrokowych

Up = Up—1 T At(f)(tn— 1y Un—1, At)

Po co?
1) W rachunkach numerycznych musimy znaé oszacowanie btedu
2) Gdy oszacowanie jest w miare doktadne: mozna poprawic¢ wynik

3) Aby ustawic¢ krok czasowy tak, aby btad byt akceptowalny



Oszacowanie btedu lokalnego w metodach jednokrokowych

W kazdym kroku generujemy nowy btagd w rachunkach.
Znamy jego rzad.

At? At3

u(ty) = u(t,—1)+ALf(tn—1. un—l)‘kT/ [ft/ + flltf] (tn—1stn_1) +Tum (&n)

dla RK: wstawialismy rozwigzanie doktadne do schematu i je rozwijalismy w szereg T.

W(tn) = ultn—1) + At[byf + b (f + cALF, +aALf£1)] + O(AL)
wybor b,=0, b,=1, c=1/2, a=1/2 dawat RK2 punktu srodkowego

At At

Up+1 — Unp + AZL]L(ZLH + +v Up, +

2 — (s 1))

Rozwijajgc do jednego rzedu wyzej z At uzyskamy oszacowanie btedu lokalnego
d =u(t,)-u,[przy zatozeniu, ze u(t, ;) = u, ]

sSwietny wzoér cho¢ mato praktyczny

+ O(AtY)

trhn—1.Upn—1



Oszacowanie btedu (lokalnego) w metodach jednokrokowych

metoda rzedu p z chwili t,_; wykonujemy krok do t,

Up = Up—1 T At(I)(tn—la Un—1, At)

w(ty,) — u, = dy,

d, = C,AtPTH 4 O(APT?)
™~
moze zaleze¢ od t,_; oraz U__,, ale nie zalezy od At
A3 5 o ., o , folia wczesniej
d-.n — T [’3( it + 2f tu + f f‘yy) T (ftfy + f(fz;) )]tn—l-'un.—l + ()(At )

szacowanie btedu:

1) ekstrapolacja Richardsona (step doubling)
2) osadzanie (embedding)



ekstrapolacja Up = Up_1 + AtP(t, 1, Up_1, Al)
Richardsona
d, = C, AP + O(APH?)
dwa kroki At: dostaniemy lepsze oszacowanie u(t,,,)

t

tn_l n tn+1

jeden krok 2At: dostaniemy gorsze oszacowanie u(t,,,,)

tn—l tn+1

2At
(D @

szacujemy C, z porownania obydwu rozwigzan




chardsona.n = n—1 + ALB(tn 1,1, AY)
btad lokalny u(t,)-u, =d jest:

d, = C, AP + O(AtPT?)
wykonujemy krok nastepny od t, do t,

Upi1 = Uy + AtDP(L,, u,, At)

odchylenie wyniku numerycznego od doktadnego u(t,,,)-u,,,= yd +d, .,

1) zaktadamy, ze krok jest na tyle maty, ze stata btedu sie nie zmienia C = C,,,

(lub, ze w jednym kroku zmienia sie o O(At)]

wtedy btad lokalny popetniony w chwili t_,, jestd ,,~d

nl

2) gdy krok maty: wspdétczynnik wzmocnienia btedu y = 1
(btad popetniony w kroku pierwszym nie jest istotnie wzmacniany)
Przy tym zatozeniu: btad po drugim kroku — suma btedéw yd +d_,,~= 2d ,

U(tn_|_1) — Unp+1 — 2073(At)p+1 —+ O(At)p+2



ekstrapolacja

Richardsona ‘ At ‘

W(tng1) — Uni1 = 2C, (AHPTL + O(ALPT2)

to chwili t ,, dojdziemyzt , w pojedynczym kroku 2At

n-1
o Q

dostaniemy gorsze oszacowanie u(t

n+1
Up+1 = Up—1 + 2Atq)(tn_1, Up—1, QAt)
d, = C,,(2A1)PT + O((2At)PT2)
W(tpa1) — tpe1 = Cp(2AH)PT £ O(2A1PT2)
chcemy poznac C, (to + znajomos¢ p da nam oszacowanie btedu):

odejmujemy niebieskie wzory tak aby wyeliminowa¢ rozwigzanie
doktadne (nam niedostepne)



ekstrapolacja u(th) — Uy = QC’n(At)p+1 4+ O(Atp+2)
Richardsona .
W(tns1) — Gingp1 = Cp(2AHPT + O(2A172)

l

Unt1 — Unt1 = Cp [(2A1)PTH — 2(A)PH]

O — Un+1 — a’rH—l
" (2AH)PTE — 2(At)ptl

U(tn_|_1) — Unp+1 — QCn(At)p+1 + O(At)p+2
btad wykonany po dwoch krokach At wynosi wiec:

Up+1 — Unp+1 4 O(Atp+2)

d = u(tn—|—1) — Un41 = 5p _ ]

pierwszy wniosek: jesli znamy rzad metody p to potrafimy go podniesc o jeden

U — U
U(tnt1) = Unt1 + n+2110 — 1”+1 +O(At")



ekstrapolacja
Richardsona

Up4+1 — Un41 4 O(Atp+2)

U(tn—|—1) = Unp+1 + op _ 1

podnosimy rzagd doktadnosci metody
,algorytm”

don=1,N

Up = Up_1 + AtP(tn_1, Up_1, At)
Upr1 = Up + At@(ty, Uy, At)

Upi1 = Up_1 + 2A0t0(t, 1, Up_1, 2AL)

Up+1 — ’&n+1
20 — 1

Up4+1 = Un41 +

enddo



Przyktad:

du . r. doktadne:
dt — ——— u(t) =exp(t)
u(0) =1 ]
At = —
32
0.08r

Euler (p=1) btad lokalny O(At?)

O
o
o

1 I 1

Euler po poprawce: btad lokalny O(At3)

== =

008505 1.0 i

IEreski: RK2 punktu Srodkowego (p=2), b.lok. O(At3)

znajac rzad doktadnosci mozemy radykalnie poprawi¢ doktadnosé¢ metody przy
natdatku (50 procent) numeryki
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Oszacowanie btedu lokalnego w metodach jednokrokowych

1) ekstrapolacja Richardsona (step doubling)
2) osadzanie (embedding)

cel: szacujemy btad lokalny metody rzedu p

przy pomocy lepszej metody, np. rzedu p+1
obydwie metody szacujq rozwigzanie w tych samych chwilach czasowych

ul = Up—1 + Adp(tn—1,Yn—1,Al) db = CP(At)P

1 ,
up-l— = Up—1 T A@z)—l—l(t'rz,.—l? Yn—1, At) d{;_‘_l — Oﬁ_‘_l (At)p+1

AP = u(t,) —ul =u(t,) —ub 1y ub +1 —ub = dﬁ“ + uﬁ“ — ubt

8
>0.08

] < [d ] A+ b = ]

g o002 i
kS -

8 pogl=
%o o5 10
!

co daje oszacowanie btedu gorszej metody
nie nadaje sie do poprawiania schematu p po coz zresztq

| d | ~ | UJI +1 ’U,;Z )) poprawiac¢ gdy mamy p+1



celem szacowania btedu nie jest poprawa wyniku,
(dla poprawy zawsze mozna At zmienic)

lecz adaptacja At :

staty krok zawsze moze okazac sie zbyt wielki albo zbyt maty.

JAKI KROK CZASOWY SYMULACII USTAWIC
gdy cos ciekawego zdarza sie tylko czasem ?

PERIHELION APR. 11, 1986

FEB. 9, 1988  yalLEY CLOSEST APR. 18-30, 1988

TO EARTH BEST VIEW OF HALLEY
FROM NORTHERN HEMISPHERE

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

VEANAL
EQUINOX NOV. 1985
HALLEY PASSES

EARTH'S ORBIT APHELION it d

=



Automatyczna kontrola kroku czasowego dla metod jednokrokowych

Program moze sam dobiera¢ krok czasowy w zaleznosci od tego co dzieje
sie w symulacji.

Up = Up—1 T At(I)(tn—la Unp—1, At)

Chcemy utrzymac btad na poziomie zblizonym do parametru tol.
nie wiekszy aby zachowac¢ wymaganq doktadnosc,
nie mniejszy aby nie tracic czasu na rachunki zbyt dokfadne

Szacujemy btad lokalny E (ekstrapolacja Richardsona lub metody embedding)
E=C[At]P*

chcemy zmieni¢ krok odpowiednio do naszych wymagan z At do At(nowy)

tol=C[At(nowy)]P*! At(nowy)=(tol/E)¥P*1) At

v

At(nowy)=(S tol JE)V/(P+1) At dla bezpieczenstwa S<1

wzor zwiekszy zbyt maty krok i vice versa
uwaga: bfad jest szacowany, zawsze warto
dorzucic sztywne ograniczenia na At




Automatyczna kontrola kroku czasowego dla metod jednokrokowych

symulacja ustawiajgca krok czasowy moze wygladac np. tak:

U,= warunek poczatkowy

t,=0
n=1
do {
Up = Up—1 T At(b(tn—la Unp—1, At)
jesli E<tol
{ tn:=tn+At

n:=n+1 (oznacza akceptacje wyniku) }

At:=(S tol /E)VP+1) At

} while ( t<T)



Przyktad: oscylator harmoniczny d T
uzywane oszacowanie btedu z RK2 S
Uwaga: tutaj rozwigzania nie poprawiamy df
przez ekstrapolacje dV

tolerancja btedu obciecia RK?2

tol=0.1 dt

start

V (1)

algorytm ustawia

minimalny

krok czasowy

gdy zmiany predkosci

lub potozenia sg maksymalne

V (1)

X (1)




wyniki Konrada Rekiecia

E(t) tolerance 0.1
1 8 T T

T
E(t) dla RK2

oot — | RK4 — spirala sig skregca
zamiast rozkrecac

E(t) tolerance 0.00001
0.50008 T T T

0.50005

0.50004

0.50002

05

04 R K 4 B 0.49998
04999
02 r
0.49994
0.49992
0 r
0 5 10 15 20 25 30 0.4999 .
il 5 1 15 il 2 0

przy zatozonej toleranc;i
RK4 wcale nie jest
doktadniejsze od RK2



... tylko pozwala stawiac dtuzsze kroki

dt toferance 0.01
dr tolerance 0.0001

0.4

T
dt dfa RKZ2 T
dt dla RKZ

09 r

08 r

07 r

06

0s r

04 r

03

0.z

dt dia R4

25

0.3

03

0.2

0.2

0.15

0.1

0.05

dt dia Rikd

2%




Problemy sztywne



du

— = 2t =
77 u(0)=0

u(t+dt) = u(t) + dt x 2t
5

proste rownanie
traktowane jawnym
schematem Eulera




prosty problem

nieco komplikujemy 10
. o=10
W = —a(u—t?) + 2t o]
niecha >>0
u(0) = ug ,
2 7/7
u(t) = up exp(—at) +t - ——— ‘ ‘ ‘ ‘

_— 00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
szybkozmienna sktadowa

sktadowa wolnhozmienna



1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

rozwigzanie a=0

u' = —au—1%) + 2t

krok dt=0.02

jest bardzo drobny

w poréwnaniu

ze skalg zmiennosci sktadowej

parabolicznej

krzyzyki : t
kotka : t2 + exp(-100t)

0.50



10.00 —
5.00 —

0.00 —

e

doktadne

-5.00 —

-10.00

rozwigzanie 0=100

u' = —alu—t%) + 2t

krok dt=0.02

okazuje sie zbyt dtugi

gdy witaczyc¢ sktadowg szybkozmienna
nawet tam, gdy znika ona z rozwigzania

u(0) = ug

dt=0.019
dt=0.02
dt=0.021

u(t) = up exp(—at) + t*

0.00

0.10 0.20 0.30

0.40

0.50



10.00 —

rozwigzanie =100

u' = —alu—t%) + 2t |
5.00 — | |

| dt=0.019
/\ dt=0.02
0.00 —

/ Y T T T T T N dt=0.021

doktadne | |

czes¢ szybkozmienna gasnie szybko, ale w schemacie jawnym Eulera
nakfada ograniczenie na krok czasowy : u’=-au

a=100 — dt<0.02, gdy szybkozmienna sktadowa zaniknie

dt jest bardzo maty w poréwnaniu do skali zmiennosci u(t)

-10.00 ‘ | ‘ ‘ ‘

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

0.50



regiony stabilnosci metod Eulera

At Im (A)

At Re())

metoda Eulera jawna niejawna metoda Eulera

w metodzie niejawnej problemu
ze stabilnoscig bezwzgledna nie ma ...



niejawna metoda Eulera:
zastosowanie do problemu sztywnego

du
u = —o(u—t?) + 2t E:f(tyu)
u(0) = ug
Up = Up—1 T f(t'n,a un)At
Up—1 + 208, + aAtt2 =
Uy = |
1+ alt
| doktadny
os0 | dt=0.02
T dt=0.04
rozwigzania sg stabilne 040
i doktadne dla duzych t nawet gdy dt duze
dla matych t mozna wstawi¢ mniejsze dt, |
potem krok zwigkszy¢ o | NS

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50



Problemy sztywne (dretwe) (stiff, stiffness)

Problem jest praktyczny i scistej definicji, ktora bytaby uzyteczna, nie ma .
Jedna z mozliwych: problem jest sztywny, gdy stosujgc schemat jawny
musimy przyjgc¢ krok czasowy bardzo maty w poréwnaniu

ze skalg zmiennosci funkciji.

RRZ jest problemem sztywnym gdy:

1. Problem jest charakteryzowany bardzo roznymi skalami czasowymi

2. Stabilnos¢ bzwz naktada silniejsze ograniczenia na krok czasowy niz doktadnosc.
3. Metody jawne sie nie sprawdzaja.

uw = —a(u — t?) + 2t 100
w(0) = uo

u(t) = uo exp(—at) + t~

szybkozmienna sktadowa

. os .
niecha>>0  g4adowa wolnozmienna



Problemy sztywne (dretwe) (stiff)

problem najczesciej spotykany dla uktad rownan réozniczkowych opisujgcych
sprzezone procesy o bardzo réznych skalach czasowych

Ogodlna postac¢ uktadu rownan pierwszego rzedu

dy
at - by

wektor R"

fcja RxR"—> R

Tylko niekiedy mozna podac rozwigzanie w zamknietej formie analitycznej.
Mozna, np. dla jednorodnego problemu liniowego

dy_

= — Avy(t
= y(t)



E — Ay(t) gdzie AVJ — )\jv,]

E Cj eXp )\ f dIa niezdegenerowanych wartosci wtasnych

¢; liczone z warunku poczatkowego

np. problem rozpadu promieniotwérczego
Izotop 2 o statej rozpadu A, rozpada sie promieniotwdrczo na inny izotop 1 o statej rozpadu A,

dy
— = —An(t)  + Ae(t)
pT 1i(t) 4 Aya(t) y.(0)=0
4y, y,(0)=1
dt 292( )

N\ wartosci wiasne —A, -\,

A= ( 0 : ;\ ) — rozlozy¢ warunek poczatkowy
S na wektory wtasne
Ao 1

A9 1
y(t) = mexp(—)\gt) [ )\1)\_;\2 ] )\1 ", exp(—A1t) { 0 ]



exp(—)\gt) A —Ao — exp(—)\lt)

gdy duza rozpietos¢ miedzy minimalna

a maksymalng wartoscig wtasng |A .. /A Sz [EANEE 8.3 CEsau)

max/ “¥min | >>1:
wektor wtasny ktéry odpowiada najwiekszej wartosSci wtasnej wygasnie najpredze;j,
ale (dla metod jawnych) pozostawi najsilniejsze ograniczenie dla kroku czasowego

(np. Euler, RK2 dt<2/|A . |)

jesteSmy zmuszeni przyjac¢ malutki krok w poréwnaniu z przebiegiem rozwigzania
(w przeciwnym wypadku eksplozja)



nastepny przykfad:
podobny do poprzedniego

problem sztywny z liniowego réwnania drugiego rzedu o bliskich wspdtczynnikach
u’’+1001u’+1000u=0

Wi =W [ £ 1001w, + 1000w, = 0
/
WwWo = U

Wy = ws

wp o\ 0 1 wy
w, )\ —1000 —1001 wo

wartosci / wektory wtasne: -1 /[-1,1]" bardzo rézne
-1000/ [1,-1000]T

/ skale czasowe

( Z; ) :cexp(—t)< _11 )—I—dexp(—lOOOt)( ! )

S~

—1000



szczegolnie dotkliwy przypadek:
rownanie niejednorodne (bez rozwigzania analitycznego)

dy
dt

Rozwigzanie bedzie miato postac:

y(t) =Y cyexp(At)vs + W(1)
J=1 A

stan ustalony wolnozmienny

Ay(t) + Cb(f) zatézmy, ze wartosci wtasne A sg ujemne

stan przejsciowy (wszystkie zgasng)

Na czym polega problem? :

Rozwigzujgc problem numerycznie metodg jawng (Euler, RK2)
musimy przyjac krok czasowy At < 2/|A_max| aby unikng¢ eksplozji rozwigzan
nawet gdy wszystkie wyrazy z powyzszej sumy w rozwiqzaniu znikajg



y, — izotop matka wolno rozpadajaca sie na y,
y, — izotop szybko rozpadajacy sie, niejednorodnosc: dodatkowo pewna ilosc jest
w statym tempie doprowadzana z zewnatrz

dilh

—— = =y + Aoy + A /2

ddt — ¥,(0)=1

1

= V,(0)=0
11=1/1O

y) =1/1O 000 bardzo wolno sie rozpada [taka i wieksza rozpietos¢ lambd typowa
2 réwniez dla reakcji chemicznych

spotykana rowniez dla uktadéw elektrycznych]

1.0r
g 1.0
y y2
przy zaniedbywalnej
1 wielkosci 4
0.5¢ Y yl b 2
0.5 y,=0.5 spetnia pierwsze
rownanie
0.070" 1001000 10000100000  0-05 om0 2oe00 30000

t t



automatyczna kontrola kroku czasowego dla jawnego RK2
z krokiem czasowym ustawianym przez ekstrapolacje Richardsona

1
50~ -
osl 2 tol=0.001 4,=1/10
a0+ ﬁ2=1/10 000
0.6 zeby: zaakceptowane bfedy
T N T T T T T Wi 30 it
0.4 yl
At 20
|
0.2 |
t 10|
0 I I I I I I I | | | J
0 40000 80000 120000 160000 O 1055 s 2550 Tv0o
t
50 —
gl tol=0.00001 w obydwu przypadkach
0.8t y2 At tylko chwilowo
przekracza krytyczng
00 wartoéé 2/(1/10)=20
0.4 yi
0.2+ t
0O | 40000 | 80(|)OO I120|000 | 160|000 ' L | ! ' ! '

0
0

4000 8000 12000 16000
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_ At _ _
Zastosujmy metode A-stabilng L=yt 53 (f (2" 1y ) + f(a", ;z_;”)) ;

100 — = wzOr trapezéow (p=2)
7 o T2 At 4
0.80 | S e TS 2 14 apt
L n—1 Az A

staty At=200 o= 1(1 i

Wz6r trapezéw ’
0.0 staty krok, bardzo dtuuugi

Y
0.40 — nic ztego sie nie dzieje ze stabilnoscig
w stanie ,,ustalonym”
0.20 —
t

000 | | | | |

0 10000 20000 30000 40000 50000



At

Wzor trapezow i krok automatycznie dobierany
przez ekstrapolacje Richardsona

tol=0.01 kropki
-tam gdzie
postawiony krok

1.00

1.00 —

0.80 —
0.80 —

0.60 —| 0.60 —

y y//u.

0.20 — 0.20 —

t

0.00 T T T T T T T T T ‘ 0.00 IR T

0 10000 20000 30000 40000 50000 10 100 1000 10000

raptem 10 krokow i zatatwione!
zamiast 10* krokéw RK4

100000
10000

1000

—

Krok czasowy — zmiennosc¢ 4 rzedow
wielkosci.

100

10

IERETT| BT
10000100000

1 ool
10 100 1000
t



trapezy (najdoktadniejsza metoda A-stabilna sposrod wielokrokowych)

o0 z tolerancjg 0.0000 o0 -

At maksymalnie pare tysiecy

0.80 — 1000.00 —

0.60 — 100.00 —

y ]
0.40 / 1000? pOZ|Om JaWHyCh RK

1.00 —

0.10
0.00 T T T T T T L L L

10.00 100.00 1000.00 10000.00 100000.00

0.20 —

10.00 100.00 1000.00 10000.00 100000.00

metoda trapezow: jako A-stabilna radzi sobie niezle z doborem kroku czasowego
w problemach sztywnych — ale jest stosunkowo mato doktadna
doktadniejsza A-stabilna pozwolitaby stawiac jeszcze dtuzsze Kroki

niestety = doktadniejsze] A-stabilnej tej w klasie metod
(liniowe wielokrokowe) nie ma

dlatego : niejawne metody RK (jednokrokowe, nieliniowe)



trapezy z tolerancjg 0.00001 (najdoktadniejsza metoda A-stabilna sposrdd wielokrokowych)

1.00 — 10000.00 —E
| LAt
0.80 — 1000.00 —E
0.60 ; 100.00 —E
Y ]
040 / " maksymalnie pare tysiecy
3 7
0.20 — 1.00 —;
. t
I t
0.00 ‘ \\\HH‘ ‘ \\\HH‘ ‘ \\\HH‘ ‘ \\H\H‘ 0.10 T \\\HH‘ T \\\HH‘ T \\\HH‘ T \\\HH‘
10.00 100.00 1000.00 10000.00 100000.00

10.00 100.00 1000.00 10000.00 100000.00

100 — : maksymalnie kilkadziesiat tysiecy
] A

0.80 — 10000.00 —

1000.00 —!
0.60 — 3

v ; niejawna dwustopniowa
s metoda RK (rzedu 4)
won Z tolerancjg 0.00001

o . . N (A-stabilna)

0.00
IR UL DL UL B L MU 0.10 LI B L I LA I R AL I B AL/ I B AR

0.40 —

1.00 10.00 100.00 1000.00 10000.00 100000.00 1000000.00 1.00 10.00 100.00 1000.00  10000.00 100000.00 1000000.00



Moéwimy, ze RRZ jest problemem sztywnym gdy:

1. Problem jest charakteryzowany roznymi skalami czasowymi.

2. Stabilnos¢ bzwz naktada silniejsze ograniczenia na krok czasowy niz doktadnosc.
3. Metody jawne si¢ nie sprawdzaja.

Nastepny przykiad: sztywny problem w pojedynczym réwnaniu:
du

= —100 (u — cos(t)) — sin(t)

dla duzych t — rozwiazanie ustalone  U(t)=cos(t)
2

. dwie bardzo r6zne skale czasowe

1- E 1) rozwigzania ustalonego okres 2pi1

' 2) skala czasowa ttumienia
,,odchylenia od stanu ustalonego™
exp(-100 t) — czasowa stata zaniku 0.01




z u(0)=2 rozwigzanie: ,,stacjonarne’ U(t)=cos(t)

I | T
Staly krok 4 B jawny schemat Eulera )
CZaSOWy. dt — 001

O | | vvvvvvvvvvvvvvvvvv H‘ “‘HHHW“H““M
rozpoznajemy dt=0. 019

ograniczenie: dt=0.02
At < 2/|100] A di=0.021 -




niejawny schemat Eulera — krok staty
1.2 - |

ﬂ’x"; ;x; ]

0.8F = *x

X

dt=0.1
dt=0.2
dt=0.5

0.4r
0.0F

0.4f

08—
0 1 2

tutaj: startowane od warunku u(0)=1



wyniki do uzyskania na laboratorium
start u(0)=2,tolerancja 1e-2
niejawny, jawny, cos (t)

1.00 2.00 3.00

niejawny Euler tolerancja 1e-3
niejawny, jawny, cos (t)

1p duemojdooye
akceptowane dt

1p suemojdooye

1p suemojdaoye
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w

o
e

l ﬁ tol1e-2
.1 nigjawny

jawny

tol1e-3
tol 1e-6 gdy wymagana

b. duza doktadnos¢
niejawny stawia
rownie krotkie kroki
Cco jawny, obydwie
metody tego samego

d
0 MUUUUU :jzoek%;dnoéci



4.00 —

2.00 —|

-2.00 —|

nastepny przyktad: réwnanie swobodnego oscylatora van der Pola
[historycznie = odkrycie deterministycznego chaosu w lampach firmy Philips
aperiodyczne oscylacje przy periodycznym wymuszeniu ]

/! 2 /
u — A(l — U )U/ _|_ U = O (A=0 = zwykly o. harmoniczny)

U =7

v = M1 —u?)v —u

jawny RK4 = zmienny krok czasowy

punkt u(t) policzony = krzyz
po lewej: krzyze potozone
rozsadnie w poréwnaniu

Ze zmiennoscig rozwigzania

po prawej: problem sztywny
t gtadkie rozwigzanie

—— 11 akrzyze si¢ zlewaja

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00

4.00

2.00

0.00

-2.00

-4.00

A=100

t

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00




rownanie: czasem sztywne czasem nie

przydatoby sie narzedzie do wykrywania sztywnosci
np. dla podjecia decyzji:

t tam gdzie sztywnosSc = schemat niejawny
tam gdzie nie = schemat jawny (tanszy)

-4.00

000000



Detekcja sztywnosci dla problemu nieliniowego

(dla liniowego = wystarczy rozwigza¢ problem wtasny macierzy uktadu rownan)

du
— = (ta u) uklad N rownan (u,f-wektory)

w chwili t rozwigzanie u(t)
rozwiazanie chwile pozniej opisane przez odchylenie du(t) od u”
u(t)=u"(t) + su(t)

linearyzacja: zaktadamy, ze odchylenie mate, rozwijamy
f(t,u) wzgledem u wokot f(t,u™): [Taylor dla wektora]

f(t,u) = B+ J(t)u(t)

[J(t)]ij 25 (t u*(t)) «— macierz Jakobiego [N na N]
J




du

f(t,u) =B+ J(t)u(t) + ...

problem zlinearyzowany

d
d—?:Au+B

B bez znaczenia dla stabilnosci
rozwigzac¢ problem wlasny A: dostaniemy wartosci wlasne A,

Aby rachunek si¢ powi6dl: At A, musi leze€ w regionie
stabilnosci uzywanej metody dla wszystkich i.
Jesli duza rozpietos¢ A : problem bedzie sztywny.



Przyktad: nieliniowy uktad rownan z warunkowo wystepujaca sztywnoscia

) (@)
dlé(:) —\cos(ut)) — exp(u®)
of
()i = 75—, u™(1))
g 6”&;‘

@) M
J = (1) (2)
—sin(u'") —exp(u'™)

jesli druga sktadowa u urosnie — macierz prawie diagonalna
z szerokim zakresem wartosci wlasnych - sztywnos¢




Przyktad detekcja sztywnosci dla: oscylatora van der Pola

. 0 1
U 2 vou— 1 A1 —u?)

wartosci wilasne:

w(t):%(l—u )i \/l—u )2 — 8Av(t)u(t) — 4




1
=5

(1—u?) £ %\/Az(l —u?)? — 8\vu — 4

niebieskie 1 czarne: czesci rzeczywiste wartosci wiasnych

2.0 —

1.0 —

.

w L
-1.0
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A=1

..‘t

0.0

dt.- -

jawny RK +automat dt
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A=100
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2=1 jawny RK +automat dt w e~ F(1 — u2) /2
2.0 A=100

200.0 —
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