Wyktad pokazujacy, ze wybor statego kroku czasowego nie zawsze jest dobrym
pomystem. Jak napisa¢ program, ktéry bedzie sam sobie dobierat krok czasowy na
podstawie narzuconej przez nas tolerancji doktadnosci



orbita komety Halleya

m masa Storica M = 1.989 x 10%°kg; Storice w poczatku uktadu odniesienia, nieruchome;
m G =6.6741 x 107" m3/kg/s?, jednostka astronomiczna 149 597 870 700 m

ciato w
potencjale
radialnym

m Physics Education 38 (2003) 429
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Table 1. Various parameters for comet Halley.

o
Perihelion distance (AU) 0.587
Aphelion distance (AU) 35.11
a b Semi-major axis (AU) 17.84
Son Dimensions (km) 16 x 8 x 8
Density (kg m—?) 100
Mass (kg) ~1x 10"

a = distance at aphelion

b = distance at perihelion

height (or distance) at aphelion

T

‘Where has this energy gone?

Note that AU denotes astronomical units.

1 AU = 1.49 x 10" m, the distance between the
Sun and Earth. I encourage students to calculate
this roughly for themselves by telling them that

it takes approximately eight minutes for sunlight
to reach us.
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Jawny Euler dla ciata w potencjale centralnym

Echemai L
ulera ax o © P
5; Ynt1 =
@t K4 @ (W1 =
av,
dTVtX - 765)( © W1 =
- ey ©

m parametry orbity Ziemi do startu:
m odlegto$¢ Ziemi od Stonca w peryhelium: 0.9832917 jedn. at.
m wtedy predko$¢ Ziemi 30.29 km/s.

Xn + (Vx)nAt (10)
Yo+ (vy)nAAt (11)

M
(V)n — G—sant (12)
rn

M
(w)n — G5 ynAt (13)
rn



Orbita Ziemi

m krok At = 15 minut
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Orbita Ziemi

m krok At =dzien
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Orbita Ziemi

m krok At =tydzien

. 2 “fort.1"
orbity “slonce”  x
150 1

1F 4

0.5F 1

or | 1 Ogoblnie orbita Ziemi nie jest kiopotliwa do
05k ] policzenia
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Kometa Halleya

m M. Follows, Physics Education 38 (2003) 429

M Follows
orbity otcomet Table 1. Various parameters for comet Halley.
Perihelion distance (AU) 0587
Aphelion distance (AU) 35.11
a b Semi-major axis (AU) 17.84
Sun Dimensions (km) 16 x 8 x 8
Density (kgm™?) 100
Mass (kg) ~1x 104
a = distance at aphelion ' Note that AU denotes astronomical units.
b = distance at perihelion 1 AU = 1.49 x 10" m, the distance between the

Sun and Earth. T encourage students to calculate
this roughly for themselves by telling them that
height (or distance) at aphelion it takes approximately eight minutes for sunlight
- % to reach us.

[ | Where has this energy gone?

m preedko$¢ w peryhelium: 54.6 km/s, a aphelium okoto 800 m/s
m czas obiegu okoto 75 lat



Kometa Halleya

of N “Ihdat —
\ “30min.dat" ——
“15min.dat

ylaul

orbity

m wniosek: nawet 15 minut to zbyt dtugo na krok
czasowy przy obiegu okoto 80 lat

m problemem jest peryhelium. wielkie sity i
wielkie predkosci rozwijane przez komete w
poblizu StoAca

® mozna zmieni¢ metode na bardziej doktadng
(my znamy m. trapezéw), ale tam réwniez o
obliczeniach numerycznych decydowaé
bedzie krok potrzebny do aphelium ...

ylaul
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Kontrola btedu w rozwigzaniu rownania réznicowego

m % = f(t,x)
m rozwigzanie doktadne x(t)
B rozwigzanie schematu réznicowego xx

kontrola
kroku cza-
sowego

m x(t) = X + O(At)™", gdzie n— rzad zbieznosci metody.
m np. dla Eulera n = 1, dla trapezéw n = 2

m szereg Taylora

B x(t+ At) = x(1) + f(t, )AL+ BEF(Ex) + ...,

m ogoblnie

m x(f) = X + C(AD)™ + O(A)™?

m wyliczyc C; to pozna¢ wiodaca cze$é btedu

m jak to zrobi¢?



kontrola
kroku cza-
sowego

Kontrola btedu w rozwigzaniu rownania réznicowego

m %= f(t,x)

m rachunek z krokiem At/2: 2 kroki aby doj$¢
do chwili t + At

m X = xx + W(At/2
m rachunek z krokiem At 172 = X+ W(AL/2)

B xq1 = X + W(AL), W(AT) - przepis metody ™ X1 = X/i+1/2 + W(At/2)
B X(f1) = Xent + C(AD™ + O(AD™? m w kazdym kroku At/2 popetniamy btad
Ci(at/2)™!

1
m x(fi1) = X, 4 +2Ct (%)”+ + oA
m ktory przepis doktadniejszy (?) (minimalne - Euler - n = 1)
B C(AD)™ —2C(At/2)™ = X,y — Xert

B G(A)™ (1= 37) = Xy — Xeest
/ XI;+1 k1 nt2
B X(fy1) = Xep1 T —n—— + O(At)

’
Mkt~ k1

m oszacowanie btedu: e = o1

m zabieg szacowania btedu i lepszego rozwigzania przez obserwacje zachowania metody
zaleznie od kroku czasowego: ekstrapolacja Richardsona



kontrola
kroku cza-
sowego

Kontrola btedu w rozwigzaniu rownania réznicowego

m zaktadamy tolerancje btedu tol

/ —
m rachunek z krokiem At B X2 = Xt w(at/2)

B X1 = X + W(AL), W(AL) - przepis metody ™ Xki1 = Xiw1/2 + W(AL/2)

1
B X(tr1) = Xks1 + Ci(AD™ + O(A1)™? B x(fi1) = Xepq +2C (%)M +0(an™?
A
m oszacowanie bledu: e = %

m jedli |¢| < tol akceptujemy krok, przyjmujemy wyliczone wartosci x;_, ; i idziemy dalej
t:=1t+ At

m niezaleznie od wartosci e zmieniamy krok czasowy tak, aby btad popetniany w pojedynczym
kroku byt bliski torelanciji

m jeste = Ci(AH™!

m chcemy tol = C;(At(nowy))™!
1
m At(nowy) = At ('%l) nH

m bezpieczniej:

1
m At(nowy) = cAt (‘%‘) 1 np.c=0.9



problem ruchu w potencjale grawitacyjnym

kontrola Xp41

kroku cza-

sowego Yn1
(vx)n1
(Yy)nt1

Xn + (vx)nAt
yn + (vy)nAt
M
(vx)n — G— xnAt
"

M
(vy)n — G—=ynAt

r

n

(14)
(15)

(16)

(17)

rachunek prowadzony z dwoma krokami
czasowymi

btedy §zacowane dla potozen x/y
%, maksymalny btad
poréwnywany z tolerancja

krok akceptowany gdy btad mniejszy od tol
zmiana kroku czasowego

a1
At(nowy) = 0.9At (1) 7T

dla Euleran =1

€=



kontrola
kroku cza-
sowego

n=1 (Euler)
iter=0

151 continue
¢ 2 kroki dt/2
VSX=VOX
vsy=voy
SX=X0
sy=yo

vsx0=vox
vsyO=voy
sx0=xo0
sy0=yo

call wykonajkrok(dt/2,dx,vox,voy,x0,y0)
call wykonajkrok(dt/2,dx,vox,voy,xo,yo0)
¢ 1 krok dt

call wykonajkrok(dt,dx,vsx,vsy,sx,sy)

€ porownujemy

ex=(xo-sx)/(2**n-1)

ey=(yo-sy)/(2*n-1)

blond=abs(ex)

if(abs(ey).gt.blond) blond=abs(ey)

if(blond.lt.tol) then

t=t+dt

iter=iter+1

write(18,13) xo/au,yo/au,t/rok,dt/3600/24
else

vox=vsx0

voy=vsy0

x0=sx0

yo=sy0

endif
dt=dt*.9*(tol/blond)**(1.0/(n+1.0))
if(t.It.czas)goto 151



kontrola
kroku cza-
sowego

problem ruchu w potencjale grawitacyjnym
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m po prawej od géry tol btedu: 1 m, 10 m, 100 m
m przy tolerancji btedu 1m krok czasowy At = 5.5
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schemat trapezéw dla uktadu réwnan

A
B Xpi1 = Xp+ 3 (Vo1 + Vo)

_ At 1av 1av

B Vpi1 = Vot 3 (_E & xpr — Vot — 5 Gl — O‘Vn)

m uktad réwnan nieliniowych:

A A
kontrola B Fi(Xnit, Vort) = Xnp1 — Xn — Bt Vn1 — Siva
kroku cza-
sowego — At 1 dv At 1 4dv
& B Fo(Xnt1, V1) = Vost — Vo — 5 (_Eﬁ Xppt 0an+1) - % (_Eﬁ‘xn - aVn)
|
aF; oF;
el op P
OXp 14 OVpiq Xn+1 Xn+1 - _ Fi (Xn+1 ’ Vn+1 ) (18)
el oF vty Fa(xy 4 Vi
OXpiq OVpiq Xt P n+1 n1
n+1""n41
1 — 4t pt1 m m "
2 —
At PV At X ~ X\ _ _ (B0 vey)
2m g2 |4k 1+ 3« vRE _ym - Fa(Xp'qs Vyiy
Xn+1 \x“ S n+1 n+1
n+1’ "n1

(19)



kontrola

kroku cza-

sowego

schemat trapezéw dla komety

X1 = Xn + S (V)1 + (Va)n)

Yart = Yn+ B ((%)nset + ()

m uktad réwnan nieliniowych:

B Fi(Xn1, Yorts (V)i (V)ne)

B Fo(Xnit, Yasts (Vidnet, (W)ntt) =

B F3(Xn1, Yosts (Vo) (Vy)nst)
( ) )

Fa(Xnt15 Yoty (V) ne1s (Vy)nt

oF, oF; oF;
X4 i1 9(vx)n 1
oh oF, oFy
9Xn i1 9Yni1 A(vx) 41
oFy BFy _ofg
X4 i1 O(vx)p 1
oFy oF, oF,

Oni1 Wnptr 90)ngd

(V)1 = (Vdn + B ((@)nt1 + (@)n)

am
A=~ o e X
u ay (Xzﬂ,z)a/zy

()1 = (W)n + & (& )n11 + (@y)n)

= Xpt1 — Xp — %(Vx)nﬂ - %(VX)”
Yot = Yo — B (W)t — B(W)n
= (Vx)n+1 - (Vx)n %(ax)nﬂ - *(ax)n
= (W)nt1 — (W)n — %(ay)rwﬂ - *(ay)n
9F4 .
- et m
o0t Xnt1, ™ Xnia
-2 e )
oI+ Y, nit Yo
w n
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B Xp1 =X+ B (v )n+1+( «)n) M
= (Wt = (W + 3 (@)1 + (a0)0) AT T
kontrola B Yni1 =Yn+ A[ (( )n+1 + (Vy)n) ma = 7#/‘/
kroku cza- At y
sowego u (Vy)n+1 = (Vy)n +% ((a}/)n+1 + (ay)n)
]
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kontrola
kroku cza-
sowego

wyniki metody trapezow ze statym dt

m metoda trapezéw

y [jedn.astro.]

y [jedn.astro.]

N
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wyniki metody trapezéw z doborem kroku czasowego

m metoda Eulera od géry 1m, 100m
m metoda trapezéw od gory tol 1Tm, 1000m

1
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m przy tej samej tolerancji (1m) schemat trapezéw stawia znacznie dtuzsze kroki (~ 10)
m rachunek wzoru trapezéw przy tej samej tolerencji jest jakosciowo lepszy
m w Eulerach - btedy sie akumuluja (ten sam znak btedu w kazdym kroku).



RK4

metoda trapezéw: niejawna drugiego rzedu doktadnosci

m metody Rungego Kutty (poczatek XXw): metody jawne wysokiej doktadnosci

du _
dt f
At
— =1 DY 9o, .
kontrola klasyczna formuta RK4: Un Up—1 + 6 (Al + —/'2 + -1',3 + 1‘4)
kroku cza-
sowego

ky = f(tn_1,un-1)

At Atk
A'sz(t,;71+7~l[,,7l+ 5 1)

Atk Lo

P) L v

. At
ky = f(th-1+ s U1

ky = f(f,,,l + At u, 1 + AH\’;;)

4 wywotania f na krok,
btad lokalny O(At®)



kontrola

kroku cza-

SOWego g
[ ]

RK4 dla autonomicznego uktadu rownan

| ]
& A
—_ vy (t — =V
a a7
av; M dv
X _G—x=a v =
dt r3 at r

kq = f(u,_ 1) nastepnie kolejno
ko =f(u,_1 + Slky)
kg = f(u,_1 + Slky)
kg = f(u,_q + Atkg)

up = u,_q + &t (k1 + 2Ky + 2kg + k4)

k3,4

kg1 = vx(t) + Dikg 3, kg o = vy (1) + Atkg 4

kg3 =ax (x(l) + Aty 1, y(D) +Alk312) g =ay (x(!) + Aty 1, y(D) +Alk312>

x(t+ a0 = x() + 4t (km +2ky 1+ 2k3 4 +k4v1>

ve(t + D) = vx(t) + (km +2ky 5+ 2kg 3 + k4'3)

Vx ut=vy f

x
<
Il

y (23)

vx (1), ki 2 = vy(), ky 3 = ax[x(t), y(O)], ky 4 = ay[x(D), y(1)]

vx(t) + Bkt 3 koo = vy(t) + Blky 4
ax (x([) + %k1,1 , y(t) + %sz)

ay (x(l) + %’ﬁj ,y(t) + %ktg).
ve (1) + %km, k3 = vy(t) + %kZA
ax (x([) + 8k 1,y + Gl o

)
ay (x(r)A Blky 1, y(t) + %kzvz).

=vy

= ay

(24)



kontrola

kroku cza-

sowego

subroutine wykonajkrok(dt,dx,vox,voy,xo,yo)
implicit double precision(a-h,0-z)
dimension xk(4,4),uk(4,4),u(4)

uk(1,3)
uk(1,4)

ax(uk(1,1),uk(1,2))
ay(uk(1,1),uk(1,2))

xk(1,1)=
xk(1,2)=
xk(1,3)=
xk(1,4)=

xk(2,1)=
xk(2,2)=
xk(2,3)
xk(2,4)

uk(1,3)+xk(1,3)*dt2
UK(1,4)+xk(1,4)*dt2

ax(uk(1,1)+dt2 xk(1,1),uk(1,2)+dv2*xk(1,2))
ay(uk(1,1)+dy2*xk(1,1),uk(1,2)+dt/2"xk(1,2))

XK(3,1)=uk(1,3)+xk(2,3)*dt/2

XK(3,2)=uk(1,4)+xk(2,4)*d/2
XK(3,3)=ax(uk(1,1)+d12*xk(2,1),uk(1,2)+dt/2"xk(2,2))
xk(3,4)=ay(uk(1,1)+d/2*xk(2,1),uk(1,2)+dt/2*xk(2,2))
xk(4,1)=uk(1,3)+xk(3,3)"dt
xk(4,2)=uk(1,4)+xk(3,4)"dt
xk(4,3)=ax(uk(1,1)+dt*xk(3,1),uk(1,2)+dt*xk(3,2))
xk(4,4)=ay(uk(1,1)+dt*xk(3,1),uk(1,2)+dt'xk(3,2))
do1i=1,4

U(i)=uk(1,i)+dt/6* (xk(1,i)+XK(4,i)+2°XK(2,i)+2*xk(3,i))
1 continue

xo=u(1)

yo=u(2)

vox=u(3)

voy=u(4)

end



wyniki metody RK4 ze statym dt

m metoda trapezéw m metoda RK4
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wyniki metody trapezéw z doborem kroku czasowego

m metoda RK4 od géry 1m, 1000m
m metoda trapezéw od géry tol Tm, 1000m s 1000
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krok czasowy w RK4 i metodzie Eulera

1000 T T

P RK4 tol 1m
R RO RK4 tol 1km
100 e R E Euler tol 1m
o Euler tol 1km
kontrola 10k o M“’M 4
kroku cza-
sowego
- 1y E
c
i
5 0.1f E
0.01k E
0.001F E
0.0001 L
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m rekomendacja: jesli problem nie jest sztywny, wybierajmy metode RK4
m jesli problem wykazuje sztywno$¢ - wybierajmy metode trapezéw

«O>» «Fr «

DA



	ciało w potencjale radialnym
	schemat Eulera
	orbity
	kontrola kroku czasowego

