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ilorazy réznicowe

rézniczkowanie
numerycz-
ne

m rachunek rézniczkowy i pochodna funkcji f(x)

B F(X) = limay_,o HE0-10
m najprostsze metody numeryczne rozwigzywania réwnan rézniczkowych — przed przejéciem

granicznym

m pracujemy na ilorazach réznicowych oraz réwnaniach algebraicznych, ktére powstaja z
dyskretyzacji przestrzeni / czasu do punktéw / chwil czasowych

m dyskretyzacja czasu / przestrzeni, ilorazy réznicowe zamiast pochodnych — metoda réznic
skonczonych (finite difference method)



rézniczkowanie
numerycz-
ne

twierdzenie Taylora

szereg Taylora

oaN
Y+ A = y(O) + Al + AL LE |+ + BELH |+

twierdzenie Taylora

n d N+1 dN+1
y(t+ At) = +Zn , [Ant, mzy } + (A,\‘M) ST L., gdzie T € (t, t + At)
reszta znika w granicy matego kroku czasowego

N+1 gN+1
H At d y _ N+1
lirr At—0 ( NT P ‘-,— = O(At )

tempo zbieznosci przyblizonego przepisu

y(t+ At) )+ Zn , {A,f,n ‘;Zy } + O(AtN*"), do doktadnego jest rzedu N + 1,



rozniczkowanie numeryczne: dwupunktowy iloraz r6znicowy
pierwszej pochodnej

rézniczkowanie
numerycz-
ne

m szereg Taylora:

2 42 N
oyt A = y() + At e+ A GE e+ AT
B y(t+ A = y(t) + AtL ] + O(AR)
m At = y(t+ Af) — y(t) + O(AR)

m &) = LA YO | oAt



rozniczkowanie numeryczne: schemat centralny tréjpunktowy

rézniczkowanie
numerycz-
ne

m szereg Taylora:

& 4 dty

2 42
my(t+ AN =y() + AtF |+ AT+ BT+ AR T+

ad
3!
2 4 g4
(- Al = y(t) — At |+ AE Dy AR Dy At Py

B y(t+ Ab) — y(t — Al = 2At% | + 248 fﬂgh +

B y(t+ Ab) — y(t — Af) = 28t | + O(AP)
- %lf — (HAP) (Y At) + O(Atz)

m zamiast

%lr _ (r+Ar) ) 4 o(at)



rozniczkowanie numeryczne: schemat centralny pieciopunktowy

rézniczkowanie

:g”‘e'ycz' m szereg Taylora:

2 3 4
B oy(t+ At = y(t) + At% | + AF ‘jﬁ{|[+A’, ‘;{|1+A4€ fj[{|,+...

2 42 3 43 4 g4
W y(t— A = y(t) - At |+ A GF - AE G e+ ARG

my(t+ A -yt — Af) =28t Y| + 2%—{ 4+ 0(ar) (1

2 3
m y(t+ 2At) = y(1) + 20t % | + 442 ‘jﬂgmsA’. ‘j,sy\f+16A4€ (24y|r+---

3 43
m y(t—2At) = y(1) — 281%|, + 482 ‘jh;\,—s%'.%\ww“ "AY\,+..-

m y(t+200) — y(t — 20t) = 4at% |, + 2. 858 ‘Z,3y It + O(AF) (2)
m8-(1)-(2—
m %, = ol V(200 — 8y(t — Al) + 8y(t + At) — y(t + 2A1)] + O(At)

m efc.



rozniczkowanie numeryczne: schemat centralny pieciopunktowy

rézniczkowanie

numerycz-
ne
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m Rysunek pokazuje réznice miedzy doktadng pochodna funkcji gaussowskiej exp(—x?) oraz
jej przyblizeniem ilorazem réznicowym przy Ax = %, z ilorazem 2, 3 oraz 5 punktowym



Interpolacja wielomianowa

interpolacja
wielomia-

e B wWzory na pochodne: zamiast rozwiniecia w

szereg Taylora - mozna wykorzysta¢ interpolacje
wielomianowa (potrzebna do: catkowania
Gaussa, metody elementéw skonczonych, etc.)

W o zomerovoorn na obrazku punkty

interpolacii: 2,3,4,5

m problem: zbiér punktéw {x;, y;,i =1,2,...,N},
poda¢ wielomian P(x), taki ze f(x;) = yi

N X—X;

m wielomian weztowy Lagrange'a: i(x) = M., =

m podstawowa wtasno$c: /i(x;) =
m wielomian interpolacyjny P(x) = ZL Yili(x)

m jesli warto$ci x;, y; to wynik prébkowania dowolnej funkcji f(x) € C™"' w przedziale [a, b], to
(N

) .
f(x) = Px) + 22NN, (x — X)), gdzie € € [a, b]



interpolacja
wielomia-
nowa

pochodne z interpolacji wielomianowe;j

3 punkty

P(x) = f(x1)h(x) + f(x2)l(x) + f(x3)h(x) + %(x —x1)(X — X2)(X — X3)
h00 = =8 " 00 = gt
K00 = T " 00 = i

500 = G " 400 = g

wezmy réwnoodlegte punkty x; = Xo, Xo = Xo + h, X3 = Xo + 2h

f(x) = f(xa)h(x) + f(x2)(x) + f(X3)(x) + %(X — X1)(X — x2)(x — x3)
1ix) = ZX—Z(g—Sh

5o = —2X+h22x0+2h

o) = 228

mozemy przyblizyé pochodng w kazdym z trzech punktéw:
F(x0+h) = 25 (F(x +2h) — (%)) — £ R (&)
F(x0) = % (—F(x0 + 2h) + 4f(x0 + h) — 3f(x0)) + L £(&1)

F(x0 +2h) = 4 (3f(x0 +2h) — 4f(xo + h) + f(x0)) + £ (&)



pochodne z interpolacji wielomianowe;j

® 5 punktéw: xo — 2h, xo — h, X0, Xo + h, xo + 2h
interpolacja

. . " 4
wieloria B f'(X) = o5 (Ff(x £ 2h) £ f(xo £ h)) + 551°(€)
m (xo — 2h) =
55 (—25f(xo — 2h) + 48f(xo — h) — 36f(xo) + 16f(xo + h) — 3f(xo + 2h)) + %F(g)
m druga pochodna dla 3 punktéw:

" (x) = (X1*X2>2(X1 —X3)
_ 2

" E )= e
_ 2

L] I(;I(X) - (X3—x1)(xs—x2)

m wezmy réwnoodlegte punkty x; = Xo — h, Xo = X0, X3 = Xo + h

B (x0) = 35 (f(xo — h) — 2f(x0) + f(x0 + h)) — 2 1) (g)



dynamika
punktu
material-
nego

case study: wneka potencjatu

2 1 o 1 2 3 a

u X

czastka o energii E = —0.6 [J]. Energia potencjalna zalezna od potozenia x[m]
V(x) = —exp(—x?) — 1.2 exp(—(x — 2)?)[J]

m obszar dostgpny dla czastki: V(x) < E

= réwnania na punkty zwrotne V(x) = E



dynamika
punktu
material-
nego

rownania dynamiki Newtona

czgstka o energii E = —0.6 [J]. Energia potencjalna
V(x) = — exp(—x?) — 1.2exp(—(x — 2)?)|J]

® zobaczmy: rozwigzanie réwnania Newtona

m m=1kg

d?x _ F _ _1dv

@2 T om m dx

réwnanie zwyczajne rzedu N mozna sprowadzi¢ do uktadu N réwnan pierwszego rzedu:
o —

FT=v(

av _ 14 (**)

9 = T modx
warunki poczatkowe:

x(t = 0) = 2.83288 [m], v(t = 0) = 0 (***)

(*,**,***) tworzg zagadnienie poczatkowe (zagadnienie Cauchy)
schemat réznicowy: pochodne zastepujemy przez ilorazy réznicowe
z twierdzenia Taylora:

dy _ y(t+dt)y—y(t)
o = B+ oA



jawny schemat Eulera

m réwnanie rézniczkowe: %\, =f(t,y)

m &) = LEB0O | oAt

w LSS oA = f(t,y)
schematy

Evlera B y(t+ At) = y(t) + f(t, y)At + O(AF)
m w rachunkach numerycznych t, = nAt, rozwigzanie w chwili t, oznaczamy y,

B Y1 = Yo + (b, yn) At



schematy
Eulera

btad lokalny i zbieznos¢ schematu

réwnanie rézniczkowe: ﬂ Fle=f(t,y)

% = L8010 4 oA

ALV 4 O(AL) = (1, y)

y(t+ At) = y(t) + f(t, y) At + O(AF)

tutaj: btad lokalny - btad popetniany w jednym kroku jest O(Atz).

m drugi rzad btedu lokalnego
® minimalny rzad btedu, ktéry nie uniemozliwia zbiezno$ci rozwigzania y(t) w skoficzonym

zakresie czasu t € (0, T) do rozwigzania doktadnego w granicy At — 0

liczba krokéw do czasu T: k = Al,. Btad lokalny rzedu O(At?) sumowany k razy daje btad
O(At).



schematy
Eulera

jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

< i A Ldyy
réwnanie rézniczkowe: o [t = f(t, y)
Ynr1 = Yn + f(tn, yn) At

réwnania:

dx —

S =v

dv _ _1dv

dt m dx

B Xpi1 = Xp + VoAl

1adv

B Vo1 = Vo — 3 5 I At



jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

B Xpi1 = Xp + VoAl
B Vot = Vy — & 9, At
m At=0.01s

3

25

2F x

15t

s

05

x [m], v[m/s]

o

schematy 05 N

Eulera Ll

15

V.E]




jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

B Xpi1 = Xp + VoAl
1dv
B V1 =V — 3 5 I At

m At =0.01s, wynik do 100 sekund

schematy
Eulera

vim/s)

15
A5 -1-05 0 05 1 15 2 25 3 35
| | x[m]

m wykres (x, v) tzw. portret fazowy

® jawny schemat Eulera - nie zachowuje $ciéle energii, ona jest generowana w programie.
Tempo generacji, lub zaniku energii zalezy od schematu réznicowego.



jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

m At = 0.01s wynik do 100 sekund

m zobaczmy co dalej sie stanie: wynik do 1000 sekund

schematy “fort.1'u2:3 ——

Eulera

10 5 0 5 10 15 20 25 30
x

m ciato opuscito zasieg potencjatu i oddala sie ze statg predkoscig w prawo

m V(x)= —e ¥ 12 27



jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

® 7T=100s, At = .01

’ B m dla lepszych schematéw wystepuja podobne
m At =.001 problemy
ey . = m gdy mniejszy¢ krok At wystapia, ale p6zniej:
Eulera ' m Co zrobi¢ - ustali¢ jaki zakres czasu nas
" interesuje, do niego dobra¢ krok czasowy
m dobra metoda : o btedzie lokalnym rzedu
) wyzszego hiz 2 pozwoli wykonaé mniej
m e+ At = .0001 krokéw (pracowaé z wigkszym At




jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

rézniczkowanie

- ® wprowadzmy opory ruchu:

ne dx _
n G =V
interpolacja
wielomia- [ | %‘? = —;—7%)!( — oV

nowa
m o =0.05 At =0.01

dynamika
punktu
material-
nego

1 T T

schematy 05

Eulera

réwnania or
nieliniowe

metoda 05
bisekcji

metoda Qb
Newtona

fraktal N

krok w
schemacie

. m wykres (x, v) - uktad znajduje jedno z miniméw potencjatu

uktady
réwnan
nielinio-
wych

schemat
tranezAw



jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

® o =0.5 v(x), At =0.01

06
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schematy
Eulera

jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

duzy wspotczynnik ttumienia o = 201,

v(t), At = 0.01

100 “fort.1*u1:3 ——

1000

s00
> 0

1000

ey : - - - ]

t

gdy At > 2 rachunek eksploduje
ciato wykonuje skoki o rosnacej z czasem amplitudzie
predko$¢ zmienia znak i roénie z kroku na krok
problem: bezwzglednej niestabilnosci jawnego schematu Eulera



schematy
Eulera

bezwzgledna stabilnos¢ schematu Eulera

DF: schemat dla danego réwnania i dla danego Atjest bezwglednie stabilny jesli
generowane warto$ci pozostajg skonczone przy n — oo

z uktadu réwnan, problematyczny jest czynnik z «

X =y

G hy oy

zajmiemy sie wiec réwnaniem

% = —av, rozwigzanie analityczne v(t) = v(0) exp(—at)
Vi1 = Vo — Atavy

Vot = Vn(1 — Ata)

jesli |1 — Ata| > 1, vy41 dazy do nieskonczonosci z n

warunek bezwzglednej stabilnosci [1 — Ata| < 1, albo

warunek bezwzglednej stabilnosci —1 < Ata — 1 < 1

dla o > 0 schemat bezwzglednie stabilny jesli Ata < 2, czyli At < %



region bezwzglednej stabilnosci jawnego schematu Eulera

problem modelowy:

% = zv, z zespolona
Vi1 = Va + Atzvy

Vor1 = V(1 + At2)
bezwzglednie stabilny dla

|1 + Atz| < 1:czarny obszar na rysunku (region bezwzlednej stabilnosci jawnego schematu
Eulera)

schematy 2 1
Eulera

15

Im(z)At

2
2 15 1 05 0 05 1 15 2

| | Re(z)At

m dla duzych "wspoétczynnikéw ttumienia” 3(z) < 0 rozwigzanie doktadne C exp(zt) gasnie, a
numeryczne eksploduje



schematy
Eulera

niejawny schemat Eulera

av _ H
m & = zv, zliczba zespolona
jawny: ® niejawny:
Vg1 —Vn o _ Vg1 = Vi
x— = 2Zn . % = ZVpi1
Vi1 = Vp + Atzvp B Vo = Vp+ AtzVyg
Var1 = V(1 + At2) . V= 1—VZYZ
bezwzgledna stabilnosé: |1 + Atz < 1. m bezwzgledna stabilno$é: |1 — Atz| > 1.
2 1 N
1s
08 o8
1
g os 06 = 0.5 o
oo 3
§ 05 04 04
a o
02
15
2 0 =2 -1.5-1-0. B ¢
2 15 -1 05 0 05 1 15 2
Re(z)At u Re(2)A t

m region bezwzglednej stabilno$ci: czarny. Jesli Re(z) < 0 niejawny Euler pozostaje
bezwzglednie stabilny niezaleznie od kroku czasowego



niejawny schemat Eulera

m % =f(tv)
m jawny:

E(‘theer:aly B Vpg = Vp+ f(tm Vn)Atl
m dziata jak podstawienie

m niejawny:

B Vppq = Vo + f(ths1, Vagt) At

m dziata jak réwnanie na v,.1 —
nieliniowe jesli f — nieliniowe



niejawny schemat Eulera

B & =1(tv)

B Vit = Vo + f(thg1, Vo)At
m rozwigzanie dla leniwych programistow:

schematy 5 Ve B n
R m iteracja: Vil =Vat f(tns1, Vo )At

m nastarcie np. v}, = v,

PO AT 75 BN 1) pt+t oyt
m jesli Vit = Voo w praktyce |le_1 vn+1| <e— Vo = V)



schematy
Eulera

iteracja czasowa w niejawnym Eulerze

av _

a — —aVv

m At=0.01,a =20

n Vu+1

o
1 = Vo T aVpy

mv=1

1
mv,=1

ptl _ 4 o
v =1 —avy

=
=

v

2
0.8

0.84

0.8336

0.833344

o O & W N

0.833331

B zbiega sie, lecz wymagane kilka iteracji



schematy
Eulera

iteracja czasowa w niejawnym Eulerze

av

B = —av
m Af=0.01, « =200

. i = v et
mv=1
my =1
v =1 - avk
w | vy
2 -1
- 3 3
i 5
5 11
6 -21

® tam gdzie jest problem dla jawnego Eulera ze stabilnoscia
bezwzgledna, tam niejawny Euler rozwigzywany przez prostg
iteracje sie nie sprawdza

m potrzebny inny sposéb wykonywania kroku w niejawnym Eulerze

m Przepis niejawnego Eulera: vy 1 = Vi + f(thi1, Va1 )AL, jest
réwnaniem nieliniowym. Potrzebne metody dedykowane do
rozwigzywania réwnania nieliniowego.



Rozwigzywanie réwnan nieliniowych. Case study: przestrzen
dostepna dla ciata o danej energii

réwnania

P 14 . . . . .

nieliniowe 2 EY o 1 2 3
u X

m czastka o energii E = —0.6 [J]. Energia potencjalna zalezna od potozenia x[m]
V(x) = — exp(—x2) — 1.2exp(—(x — 2)?)[]

®m wyznaczy¢ obszar dostepny dla czastki: V(x) < E

® réwnania na punkty zwrotne V(x) = E

®m réwnanie - zazwyczaj nieliniowe - do rozwigzania f(x) = V(x) — E=0



rownania nieliniowe: metoda bisekciji

® rozwigzanie réwnania nieliniowego: najprostsza z
f(x) metod — bisekcja

[ osaczyC zero : f(b) > Ooraz f(a) < 0,i:=1
m; = 22

albo f(a)f(m) < 0 wtedy b :=
albo f(b)f(m) < O wtedy a:=m
i=1i+1

jesli |a — b| > zadanej precyzji wyznaczenia zera,
wracamy do 1)

|
3

metoda
bisekcji

m z kazdym krokiem przedziat, w ktérym poszukujemy zera (doktadnos$¢ jego oszacowania)
skraca sie o potowe



metoda bisekciji

metoda
bisekcji

f(x) = V(x) — E = 0, narysunkach V(x)

278 28 282 284 2.86 2.88 29

metoda bisekcji: reaguje tylko na znak funkgji,
ignoruje warto$¢ oraz ksztatt krzywej
doktadnos$¢ wyznaczenia zera $ciéle okreslona
przez liczbe wywotan funkcji



metoda
bisekcji

metoda bisekciji

1.00000000 T T T

0.10000000

T

T
o

0.01000000

0.00100000

T
o

0.00010000 ° o

[f(x)]

0.00001000 °

0.00000100

T

T

0.00000010

0.00000001O ‘5 ]:0 . i5

m zbiezno$¢ f(x) = V(x) — E = 0, dla kolejnych iteracji i




potrzeba linearyzaciji

metoda
bisekcji

Wolna zbiezno$¢é. Problem, jesli wyliczenie
f(x) trwa np. 48h.

Trzeba przyspieszyé¢.

Kazda funkcja gtadka w matym przedziale (w

duzym zoomie) zachowuije sig jak funkcja
liniowa.

Mozliwo$¢ przyspieszenia rachunkéw z
wykorzystaniem linearyzacji funkcji nieliniowej
w okolicach zera

Metoda: nazywana metodg stycznych, metoda
Newtona albo metodg Newtona-Raphsona



metoda Newtona-Raphsona (stycznych, Newtona)

/ m rozwinigcie w szereg Taylora
/ 1) = 1006) + (¢ — 1)/ (0lso + (x — 202" () o + ..
m szukamy f(x) = 0, xo to okolice zera f(x), jesli jeste$Smy blisko
(x — x0)? - zaniedbywalne w poréwnaniu z wyrazem liniowym (x — xo)

,f/(
/
B rozwinigcie w szereg Taylora 0 = f(x) ~ f(xo) + (X — Xo)f'(X0)

m liczymy 0 = f(X0) + (x — X0)f'(x0) — X = Xo — fl,((x)%))
m procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera X1 = X, — ff,((xxl))

metoda

e ® w poréwnaniu do metody bisekcji wykorzystuje nie tylko znak funkciji, lecz jej (1) warto$¢ oraz

(2) pochodng (wysoko$¢ nad osia i nachylenie wykresu)



metoda Newtona-Raphsona

f(x)

m metoda N-R sprowadza sie do linearyzacji funkcji i przewidzenia, gdzie liniowa funkcja
przetnie 0$ x

m jesteSmy w punkcie xp - prowadzimy prosta, ktéra przechodzi przez punkt (xo, f(xp)) oraz ma
nachylenie dane przez f'(xo)
m réwnanie prostej : F(x) = f(xo) + (x — xo0)f' (x0)-

T m szukamy jej zera: dostajemy przepis jak poprzednio:

Newtona X L X f(xn)
m procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera X 1 = Xp — 77 (X”n)

m uwaga: dla funkcji liniowej procedura uzyskuje doktadny wynik w jednej iteracji (tempo
zbiezno$ci bisekcji w ogdle nie zalezy od zachowania f(x) w okolicach zera).




1(x)

X0

X0 \
m procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera Xpi1 := Xn

f(xn)
T om)

A=

«Fr o«

it
v

DA



metoda Newtona-Raphsona

19 bxo
\ :

m V(x)—E=0,E=-0.6

m f(x) = —e ¥ _12e 2% 406

B (X)) =2xe X 1.2 (—2x + 4) e~ *x—2?

metoda
Newtona m procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera Xn,1 := Xp — ff/((XX" ))
n




metoda Newtona-Raphsona wyniki

m f(x)=V(x)-E
B )= —e* —12e 2 106

B (X)) =2xe " —1.2 (—2x +4) e —2*

-0.35

metoda
Newtona




metoda Newtona-Raphsona wyniki

m f(x)=V(x)-E
B )= —e* —12e 2 106

B (X)) =2xe " —1.2 (—2x +4) e —2*

-0.59994 |

-0.59996

-0.59998 - B
»
> 0.6

-0.60002 |-
metoda 3
Newtona

-0.60004

-0.60006

L L L L L L L L L L
2.83281 2.83282 2.83283 2.83284 2.83285 2.83286 2.83287 2.83288 2.83289 2.83290

| ] X




metoda Newtona-Raphsona wyniki

m f(x)=V(x)-E
B )= —e* —12e 2 106

B (X)) =2xe " —1.2 (—2x +4) e —2*

-0.59997
-0.59998
-0.59999

-0.60000

=>-0.60001

-0.60002 |

metoda

Newtona -0.60003 3

-0.60004

-0.60005
L L L L L L L

L
2.83282 2.83283 2.83284 2.83285 2.83286 2.83287 2.83288 2.83289 2.83290

| ] X



metoda
Newtona

metoda Newtona-Raphsona a bisekcji - poréwnanie tempa

zbieznos$ci

1.00000000

0.10000000
0.01000000
0.00100000

0.00010000

[f(x)]

0.00001000

0.00000100

0.00000010

0.00000001 T
| ]

m metoda Newtona

1.5

1.00000000

0.10000000

0.01000000

0.00100000

0.00010000

[f(x)]

0.00001000

0.00000100

0.00000010

0.00000001 0

[ ]
m metoda bisekcji

10 |

15

20




metoda Newtona-Raphsona

m zbiezno$¢ procedury, x - punkt startowy, x3 - punkt osiagniety w trzeciej iteracji
B Xy = Xp — f(Xa)/F (Xn)

4

“fort.3' u 1:3
"fort.3" u 1:2

“fort.3" u 1:4

3t

metoda . .
Newtona -2 L | . 1 ,

zbiezno$¢ ograniczona do okolicy zera - styczna moze wyprowadzi¢ iteracje do oo
powodzenie metody zalezy od punktu startowego. bisekcja nie moze sie nie powiesé.

rekomendowana metoda: zblizy¢ sie do okolic zera metoda bisekcji. doktadne potozenie
okreslic metodg Newtona.



procedura iteracyjne

Xni1 = W(Xny Xn—1,...)

u

m iteracja Markowa x,11 = W(xp)

m punkt staly iteracji Xp11 = W(Xp11)
u

baseny przyciagania punktéw statych

fraktal N.



Fraktal Newtona

W Zn 4 =2Zp— f(zn)/f/(Z”)
mf(z) =2 -1

®m punkty state: 1, i, -1, -i

Im(z)

fraktal N.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

"] Re(z)

m kolory - numer punktu statego, do ktérego zbiega iteracja startowana z punktu z (fraktal -
obiekt o utamkowym wymiarze — granica miedzy obszarami przyciagania)

m film fractz4m1.gif



Fraktal Newtona

B Zy = 2Zp — f(20)/F(20)

rézniczkowanie _ 4
numerycz- u f(z) - 1
ne

interpolacja
wielomia-
nowa

dynamika
punktu
material-
nego

schematy
Eulera

Im(z)

réwnania
nieliniowe

metoda
bisekcji

metoda
Newtona

fraktal N.

krok w
schemacie [ ] Re(z)

niejawnym i i . . .

0y m liczba iteracii, po ktérej |f(z)| spada ponizej 1/10000
;?:"i':‘?: m film franctal,ewtonajizba;teracji. gif
wych

schemat o & =
trane 7AW

DA



metoda Newtona-Raphsona

B wracamy

m )= —e* —12e 2 106

YR

X0’ \
‘ \

B Xpi1 = Xp — f(Xn)/f/(X”)

m jesli pochodna nie jest dana w formie analitycznej (sama funkcja nie musi by¢) mozemy
zastosowac¢ przyblizenie pochodnej.

kel N m punkt zbiezno$ci iteracji nie moze ulec zmianie
raktal N.

m pochodna f'(x) o (@I —fx—dx)



fraktal N.

metoda Newtona-Raphsona

m zbiezno$¢ - wartosci w kolejnych iteracjach, z ilorazem réznicowym zamiast pochodnej, start

odx =3
m doktadna pochodna

1.00000000

0.10000000
0.01000000 .
0.00100000

0.00010000

Ifx)|

0.00001000
0.00000100
0.00000010

0.00000001

]
m dx =0.1

1.00000000

0.10000000
0.01000000 .

0.00100000

(x)

0.00010000

0.00001000

0.00000100

0.00000010

0.00000001

m dx =05

1.00000000
0.10000000
0.01000000
0.00100000

0.00010000

f(x)|

0.00001000

0.00000100

0.00000010

0.00000001

1



metoda Newtona dla wykonania kroku w niejawnym schemacie

Eulera
m % =1(tv)
B Vpyy = Vp + f(tag, Va1 )AL
B F(Voy1) = Vo + f(tne1, Va1 )AL = Vogq
(V1) =0
m v = 7F(v,‘7‘+1)
n+ nt Fr(ve))

m Metoda Newtona dla niejawnego Eulera:

i m
m | vt =y Vo + Htnet, Voo )AL= Vi
nEr ftart, VI )AL — 1

krok w
schemacie
niejawnym



metoda Newtona dla wykonania kroku w niejawnym schemacie

Eulera
B L =f(tv)=—av
® vy =1, =200, dt =0.01
Y Y Vn + f(t”“’vr}viA)At B Vr}th
et T f(tr, VI )AL —1
m pochodna w mianowniku z ilorazu ré6znicowego
T vy
m |2 | 0.33333333 m zbieznosé w jednej iteracji, bo prawa strona jest liniowa funkcja
3 0.33333333 v
4 0.33333333

krok w
schemacie
niejawnym



m % =f(tv)=—av

v = 1.[a =2000] ot = 0.01

Vo + f(tai1, véfH YAt — vH

m | vt e 1
i+ i+ f(trr, VE )AL —1
m pochodna w mianowniku z ilorazu réznicowego
@ vy
w2 | 0.047619 m zbieznoéé w jednej iteracji, bo prawa strona jest liniowa funkcja
3 0.047619 v, niezaleznie od «
4 0.047619

krok w
schemacie
niejawnym



niejawny Euler dla problemu nieliniowego

av

[ ] E:—OZV

2

= v =1.[a =2000] ot = 0.01

utl
= vn+1 -

n

n+1

Vo + (b, V)L DAL= v

f(tnits Vi )AL — 1

Ve

=
=

2
0.5121

0.2907

0.2130

0.2003

O O & W N

0.2000

krok w
schemacie
niejawnym

pochodna w mianowniku z ilorazu réznicowego

m dla problemu nieliniowego kilka iteracji potrzebne zbiezno$¢
wymaga kilku iteracji



krok w
schemacie
niejawnym

dv
L

niejawny Euler dla uktadu réwnan

ukfad réwnan rézniczkowych

ax _
aF =V

1 dv

m dx

m przepis metody

Xn+1 = Xn + AtVn+1

Vot = Vo + At (—lm%‘x,,ﬂ - aVn+1)

uktad réwnan nieliniowych:

Fi(Xnt1, Vat1) = Xnp1 — Xn — AtVppq

Fa(Xni1s Vart) = Vot — Vo — At (7%% X1

jak rozwigza¢ ?

- aVn+1)



uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

mfi(x,y)=0

m fh(x,y)=0

m linearyzacja wokét (xp, o) - przyblizonego rozwigzania.
m chcemy znalez¢ poprawione rozwigzanie:

af of.
B fi(x,y) = fi(x0, ¥0) + (X — X0) 3 Ixg.y0 + (Y — ¥0) By Ixguyp = O

o o,
B H(X,¥) = B(X0, ¥o) + (X = X0) 32 Ixg.50 + (¥ — ¥0) B2 Ixgorp = O

m albo
of, of,

B AXGElga T Ay oty = —fi(X0, Yo)
o, o,

u AXT)%‘XUVYQ + Any‘Xg,yo = —h(X0, Vo)

® mamy wiec uktad réwnan liniowych

uktady
réwnan
nielinio-
wych



uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

o, o,
B Ax 5l + AY 3y gy = —f(X0, ¥0)

of, of;
L AXTE‘XO,yO + AyT;‘mJ@ = —h(X, Yo)

B wersja macierzowa

?ij( % Ax _ f1(X07y0) (1)
9 22 Ay ) (X0, ¥o)
X y

Ix.¥0

dla wigkszej liczby réwnan podobnie

po rozwigzaniu: x := x + Ax, y := y + Ay, iteracja az do zbieznosSci (az 0 po prawej stronie
URL)

macierz w uktadzie (1) - macierz Jakobiego

m dla poréwnania metoda Newtona w wersji skalarnej
df
— |x AX = —f(X 2
2o (x0) @
ukfady
réwnan
nielinio-

wych



uktady
réwnan

nielinio-

wych

uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

przyktad, szukamy minimum przez zera pochodnych czastkowych

W(x,y) = [(x —2)? +5(y

fi(x,y) = ax:f2(x Y)— dy

X=-1,%=5

_ 2)2] m

Xo = Xo + Ax

Yo :=Yyo+ Ay
A(1,1)=(f1(x0+dx,y0)-f (x0-dx,y0))/2/dx
A(1,2)=(f1(x0,y0+dx)-f1(x0,y0-dx))/2/dx
A(2,1)=(f2(x0+dx,y0)-f2(x0-dx,y0))/2/dx
A(2,2)=(f2(x0,y0-+dx)-f2(x0,y0-dx))/2/dx
b(1,1)=-1(x0,y0)

b(2,1)=-f2(x0,y0)

CALL DGESV(2,1,A,2,IPIV,B,2,INFO)
X0=x0+b(1,1)

y0=y0+b(2,1)

) ( ay ):_( et ) @®)

m zapis w fortranie

m DGESV -procedura biblioteki Lapack do rozwigzywania
URL metoda eliminacji Gaussa (D - dla podwoéjnej
precyzji)

m DGESV(N, NRHS, A, LDA, IPIV, B, LDB, INFO)



uktady
réwnan
nielinio-
wych

uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

m przykiad, szukamy minimum przez zera pochodnych czastkowych

" W(x,y) = [(x =22 +5(y — 22"

]
of, o,
o Bx Y (o)
% ‘ETZ Ay (X0, ¥o)

X 4 ‘X()»,Vo

mm=1

mx=-1,=>5

miteracja1:xp =2, yp = 2

m prawa strona 0

m rozwigzaniena Ax = Ay =0

]

dla m = 1 problem jest liniowy i rozwigzanie znajdywane jest w jednej iteracji

(4)



uktady
réwnan
nielinio-
wych

uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

m przyktad, szukamy minimum przez zera pochodnych czastkowych

" W(x,y) = [(x—2?2+5(y — 22"

o ot Ax \ _ _( Hx0.50)
( % % ) (A}’)77<fz(xo7}’0)
Ix0.%0
m=1.1
X=—-1,%=5
kolejne iteracje
1.500000394866 2.499998129975 1
1.916669647455 2.083321215826 2
1.986129145712 2.013815760162 3
1.997783537491 2.001838719405 4
1.999927331282 2.000008482681 5
1.999999999350 2.000000000052 6
2.000000000000 2.000000000000 7

)



uktady
réwnan
nielinio-
wych

uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

m przykiad, szukamy minimum przez zera pochodnych czastkowych

W(x,y) = [(x =2 +5(y —2)*]"
m=1.1
Xo=—-1,%=5

ofy afy
x By
EIA afg
x By
kolejne iteracje

1.499999356312 2.500000155948 1
1.916666542404 2.083333374075 2
1.986111087431 2.013888887976 3
1.997685179557 2.002314752344 4
1.999614189268 2.000385415209 5
1.999935673622 2.000061922966 6
1.999993872899 2.000005019027 7
1.999999731925 2.000000215575 8
1.999999988634 2.000000009139 9
1.999999999518 2.000000000387 10
1.999999999980 2.000000000016 11
1.999999999999 2.000000000001 12
2.000000000000 2.000000000000 13



uktady rownan nieliniowych: metoda Newtona

m przykiad, szukamy minimum przez zera pochodnych czgstkowych
m W(x,y) = [(x—2?2+5(y —22]"

o Ax ) _ _( f(x.%0)
o O Ay ) (X0, Yo)
ox ay ‘XO o

m=2

X=-1,%=>5

kolejne iteracje

-0.000006994044 3.999992181766 1

0.666651510561 3.333316393392 2

1.111085267360 2.888860004025 3

1.407366569194 2.592546948859 4

1.604875633793 2.394991719098 5

1.736530641875 2.263268444557 6

1.824274105496 2.175423250990 7

1.882729971647 2.116815289242 8

1.921641008955 2.077676621811 9

1.947492820829 2.051484331730 10

1.964595579855 2.033873729959 11

1.975805570047 2.021912335928 12

1.983015500820 2.013617574155 13

1.987541799822 2.007659911907 14

uklady 1.990672912459 2.003316707631 15
o 1.994209620579 2.000776327964 16
wych 1.997936857455 2.000070449518 17

1.999843222727 2.000001112630 18
1.999999907312 2.000000000221 19



niejawny Euler dla problemu oscylatora anharmonicznego

B Xpi1 = Xp + AtVn-H

1
W Vo = Vp+ At \X — aVpi1
“m dx ‘n+1

= ukfad réwnan nieliniowych:
B Fi(Xni1, V1) = Xngt — Xn — Atvnyq
F, = — vy — At (-1 -
B Fo(Xni1, Vast) = Va1 — Vo T @ Xy — Vot

OF4 OF4
7 S )
OXptq OVpiq Xn i1 Xp i1 _ F (Xn+1 +1) 8)
oF, SF, 1 W = a
2 2 v — v Fa(x 4, 1
X yH n+1 n+1 n+ ”+

OXpiq OVniq
n+1’"n+1

uktady
réwnan
nielinio-
wych



niejawny Euler dla problemu oscylatora anharmonicznego

B Xpi1 = Xp + Atvpiq

B Vot = Vp+ At (*,ln%‘xwﬂ - aVn+1)
m uktad réwnan nieliniowych:

B Fi(Xni1, Vnrt) = Xppt — Xn — Atvpay

1av
B Fp(Xni1, V1) = Vagt — Vo — At (_Eﬁlxnﬂ - Oan+1)

OF; OF;
| k| p+1 n n n
dg7:+1 ‘58'/7__+1 Xn+11 — Xni1 - _ Fy (Xrbﬂ’ vrb+1) ©)
2 2 yHtr e Fg(an, Vn+1)
n1 n1
XM

Xny1 OVnyq
ne1 7 g

1 —At w1 " n n
At d2v 14 At Xn++11 ~ Xnid _ ( F1(X'L“’V'L“) )
m o H H
m o2 |xh v Vi = Vi Fa(x)\ 1 VEie)

n1 xE
n+1’ "n+1

(10)

uktady
réwnan
nielinio-
wych



rézniczkowanie
numerycz-
ne

polacja

dynamika
punktu
material-
nego

schematy
Eulera

réwnania
nieliniowe

metoda
bisekcji

metoda
Newtona

fraktal N

krok w
schemz
niejawnym

uktady
réwnan
nielinio-
wych
schemat
tranerAwW

jawny schemat Eulera do réwnania Newtona

m jawny (o = 0)
m T=100s, At = .01

n o
m At = .001

At = .0001

niejawny (o = 0) - numeryczna dysypacja
T =100s, At = .01

» At = .0001




uktady
réwnan
nielinio-
wych

niejawny Euler iteracja pierwszego kroku

a=0

dt=0.01

2.832880020142 0.000000000000 a = 201
2.832779943898 -0.010007624574 dt=.1

2.832880020142 0.000000000000
2.832405640967 -0.004743791674
2.832405641151 -0.004743789832

jawny Euler eksplodowat nawet przy dt=0.01
bariera bezwzglednej stabilnosci pokonana

2.832779943900 -0.010007624349

dt=0.1

2.832880020142 0.000000000000
2.822825171371 -0.100548486206
2.822826802654 -0.100532173375
2.822826802653 -0.100532173385



uktady
réwnan
nielinio-
wych

zrédio

do 15 iter=1,100 00

11 continue

A(1,1)=1

A(1,2)=-dt
A(2,1)=dt/xm*(fu(x+dx)+fu(x-dx)-
2*fu(x))/dx**2
A(2,2)=1+dt*alpha
b(1,1)=-F1(x,v)

b(2,1)=-F2(x,v)

write(17,13) x,v,f1(x,v),f2(x,v)
CALL DGESV(2,1,A,2,IPIV,B,2,INFO)
x=x+b(1,1)

v=v+b(2,1)

li=li+1

if(li.It.5) goto11

X0=X

Vo=V

write(18,13) iter*dt,x,v,fu(x)+xm*v**2/2
15 continue

12 format (2f20.12,1i,1f20.12)
13 format (100f20.12)

end

function fu(x)

implicit double precision(a-h,0-z)
fu=-exp(-x*x)-1.2*exp(-(x-2)*(x-2))
end

function f1(x,v)

implicit double precision(a-h,o0-z)
common/xovo/xo,vo,dt,xm,alpha,dx
f1=x-xo-dt*v

end

function f2(x,v)

implicit double precision(a-h,o0-z)
common/xovo/xo,vo,dt,xm,alpha,dx
f2=v-vo-dt*(-1/xm*(fu(x+dx)-fu(x-dx))/2/dx-
alpha*v)

end



uktady
réwnan

nielinio-

wych

Schemat Eulera jako wzor prostokatéw

. o Lot
m réwnanie rézniczkowe 1 rzedu w t: # = P(t,f)

W = P(t, f) - jawny schemat Eulera

] w = P(t + dt, f) - niejawny schemat Eulera

m przypadek trywialny: & (X D = p(t)

m (X, t+ dt) = f(x, £) + f’*‘” (t')at’

m przepis jawnego Eulera jesli funkcje podcatkowa przyblizymy
przez P(t)

m f(x,t+dt) ~ f(x,t)+ P(t)dt

m wzor doktadnie catkuje funkcje stata, w funkgii liniowej sig¢ myli
(pomija ja), tak ze btad jest rzedu catki z funkgcji liniowej, czyli
O(dt?):

m f(x,t+ dt) = f(x, t) + P(t)dt + O(dt?)

inin

t

t+dt



Wz6r trapezéw

rézniczkowanie
numerycz-
ne

interpolacja
wielomia-
nowa

m doktadniejsza formuta: wzér trapezéw

t+at P()dt’

m catka pod krzywa na podstawie wzoru na pole
schematy trapezu'

Eulera

v m f(x, t+ at) = f(x, t) + gt PO

rownania

nieliniowe  ® wzOr doktadnie catkuje funkcje liniowa, w
— funkcji kwadratowej sig¢ myli

bisekcji m f(x, t+dt) = f(x, t) + ﬂ%”—‘”)d{ + O(df®)
metoda
Newtona

dynamika
kti

P m f(x tdt) = (X, )+ ft

nego

fraktal N

krok w
schemacie
niejawnym

uktady
réwnan
nielinio-
wych

schemat
tranezAw

t t+dt

m doktadniejszy w czasie o jeden rzad.
m implementacja dla réwnan Newtona...



schemat
trane 7AW

schemat trapezéw dla uktadu réwnan

A

Xn+1 = Xn + 7’ (Vg1 + Vi)
At
2

— 1 av 14dv
Vo1 = Vo + (_Eﬁlxmﬂ — Vi1 — mgelxn — CYV,—,)

m uktad réwnan nieliniowych:

— At At
B F1(Xni1, Vnpt1) = Xopt — Xo — B Vnp1 — BHVn

— At 1 dv
Fo(Xnt1, V1) = Vor1 — Vo — 5 (—ﬁﬁ Xppt ()‘Vn+1) -

oF, oF

X/A,+1 Y
0%y OVpiq n n+ —
oFy oF, v e =
OXpiq OVpiq Xt P n+1 n1
nt1’ net
1 *% Xu+1 s
2 n+1 n+1
sy 144 T
dx’ Ianr1 bk n+1 n+1
n+1" " n1

At 1av
8 (~ 5% 1w — avn)

F H H
—( F;EX"J"V’L*‘; ) 11

Xn+1 ’ Vn+1

__ By
- Fo(xt  vi )

n+17 “n41

(12)



schemat trapezéw

wzor trapezéw (o = 0)
m T=100s, At = .01

S N —— m T=100s At=.5

schemat
trane 7AW



schemat trapezéw i Eulera

m wzér trapezéw (dt=0.2, 0.1, .01)

rézniczkowanie -0.594
numerycz-
ne

interpolacja
wielomia-
nowa

-0.596

dynamika
punktu -0.598
material-
nego

schematy
Eulera

El]

-0.6

réwnania
nieliniowe
-0.602
metoda
bisekcji

metoda -0.604
Newtona

fraktal N.

krok w -0.606 L L L L
schemacie 0 20 40 60 80 100

nigjawnym ™ tls]

r“:\f:gn m schemat trapezéw — energia ulega lokalnym zmianom, ale jest zachowana co do warto$ci

nielinio- éredniej
wych

schemat o = =
eane 7AW




Zrodto dla wzoru trapezéw

do 15 iter=1,10000

11 continue

A(1,1)=1

A(1,2)=-dt/2
A(2,1)=dt/xm*(fu(x+dx)+fu(x-dx)-
2*fu(x))/dx**2/2
A(2,2)=1+dt*alpha/2
b(1,1)=-F1(x,v)

b(2,1)=-F2(x,v)

CALL DGESV(2,1,A,2,IPIV,B,2,INFO)
x=x+b(1,1)

v=v+b(2,1)

li=li+1

if(li.It.5) goto11

li=1

X0=X

Vo=V

write(18,13) iter*dt,x,v,fu(x)+xm*v**2/2
15 continue

12 format (2f20.12,1i,1f20.12)
13 format (100f20.12)

end

function fu(x)

implicit double precision(a-h,0-z)
fu=-exp(-x*x)-1.2*exp(-(x-2)*(x-2))
end

function f1(x,v)

implicit double precision(a-h,0-z)
common/xovo/xo,vo,dt,xm,alpha,dx
f1=x-xo-dt*v/2-dt*vo/2

end

function f2(x,v)

implicit double precision(a-h,o0-z)
common/xovo/xo,vo,dt,xm,alpha,dx
f2=v-vo-dt*(-1/xm*(fu(x+dx)-fu(x-dx))/2/dx-
alpha*v)/2
>-dt*(-1/xm*(fu(xo+dx)-fu(xo-dx))/2/dx-
alpha*vo)/2

end
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