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W równaniu
∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
, (1)

u(x, t) oznacza wychylenie struny w punkcie x w chwili t, a c pr¦dko±¢ roz-
chodzenia si¦ drga«. Przyjmujemy c = 1. Rozwi¡zania (1) podaje si¦ dla
warunków pocz¡tkowych na wychylenie

u(x, t = 0) = u0(x) (2)

i pr¦dko±¢ w chwili pocz¡tkowej (t = 0)

v(x, t = 0) ≡ ∂u(x, t = 0)

∂t
|t=0 = v0(x). (3)

Struna jest sztywno zamocowana na ko«cach: u(x = 0, t) = u(x = 1, t) = 0.
(pr¦dko±ciowy schemat Verleta)

Równanie (1) rozwi¡»emy metod¡ ró»nic sko«czonych. Strun¦ dyskretyzu-
jemy do N = 101 punktów, ka»dy odpowiadaj¡cy za fragment struny dªugo-
±ci ∆x = 0.01. Przyjmiemy ∆t = 0.005. U»yjemy pr¦dko±ciowego schematu
Verleta,

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) + ∆tv(x, t) +
1

2
a(x, t)∆t2 (4)

v(x, t+ ∆t) = v(x, t) +
∆t

2
(a(x, t+ ∆t) + a(x, t)) (5)

gdzie przyspieszenie a = d2u
dt2

wyliczamy z prawej strony równania falowego
(1) stosuj¡c iloraz ró»nicowy drugiej pochodnej

d2u

dx2
|t =

u(x+ ∆x, t) + u(x−∆x, t)− 2u(x, t)

∆x2
. (6)
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Stosuj¡c schemat Verleta - liczymy i zapami¦tujemy przyspieszenie w
chwili t. Liczymy u(t + ∆t) wg (4). Gdy caªa struna ulegªa przesuni¦ciu:
liczymy v(t + ∆t) wg wzoru (5) ze ±redni¡ arytmetyczn¡ przyspieszenia w
chwili t oraz t+ ∆t.

zadanie 1 (sztywne i lu¹ne warunki brzegowe)
Rozwi¡za¢ równanie (1) dla warunków pocz¡tkowych

u0(x) = exp(−100(x− 0.5)2), (7)

oraz
v0(x) = 0 (8)

przy sztywnych warunkach brzegowych u(0, t) = u(1, t) = 0, oraz dla lu¹nych
warunków brzegowych ∂u

∂x
(0, t) = ∂u

∂x
(1, t) = 0, dla t ∈ (0, 5). Lu¹ne warunki

wprowadzamy do programu przypisuj¡c dla ka»dej chwili czasowej u(0, t) :=
u(∆x, t) oraz u(1, t) := u(1−∆x, t). Uwaga: trzeba zastosowa¢ podstawienie
przed ka»dym wyliczeniem przyspieszenia. Narysowa¢ u(x, t) dla sztywnych
i lu¹nych warunków.

zadanie 3 (drgania tªumione)
Wracamy do sztywnych warunków brzegowych. Wprowadzamy tªumienie
drga« proporcjonalne do pr¦dko±ci struny

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
− 2β

∂u

∂t
, (9)

gdzie β jest wspóªczynnikiem tªumienia. Przyspieszenie potrzebne do sche-
matu Verleta dane jest teraz przez

aβ(x, t) =
d2u

dx2
|t − 2βv(x, t). (10)

Uwaga: przy przyspieszeniu zale»nym od pr¦dko±ci schemat ze wzgl¦du na
form¦ (5) staje si¦ niejawny. Ze wzgl¦du na liniow¡ zale»no±¢ od tªumienia
mo»na analitycznie rozwi¡za¢ przepis (5) na zmian¦ pr¦dko±ci,

v(x, t+ ∆t) =

[
v(x, t) +

∆t

2

(
d2u

dx2
|t+∆t + aβ(x, t)

)]
/(1 + β∆t). (11)

Narysowa¢ przebieg drga« u(x, t) dla β = 0.5, 2 i 4.
zadanie 4 (drgania wymuszone)

Dodajemy siª¦ wymuszaj¡c¡ nadaj¡c¡ dodatkowe przyspieszenie strunie aF (x, t).

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
− 2β

∂u

∂t
+ aF (x, t), (12)
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Siª¦ przykªadamy punktowo

aF (x, t) =

{
cos(wt) dla x = x0

0 dla x 6= x0
(13)

z x0 = 1/2. W chwili pocz¡tkowej struna spoczywa (v(x, t) = 0) w równo-
wadze (u(x, t) = 0). Wstawimy sªabe tªumienie β = 1 i cz¦sto±¢ wymuszenia
w = π/2.

W obecno±ci wymuszenia przepis na zmian¦ pr¦dko±ci ma posta¢

v(x, t+∆t) =

[
v(x, t) +

∆t

2

(
d2u

dx2
|t+∆t + aβ(x, t) + aF (x, t+ ∆t) + aF (x, t)

)]
/(1+β∆t).

(14)
Narysowa¢ u(x, t) dla t od 0 do 10. Widzimy, »e drgania osi¡gaj¡ stan
ustalony po pewnym czasie. Jaki jest okres drga« w stanie ustalonym ?

zadanie 5 (rezonanse)
Energia struny dana jest wyra»eniem

E(t) =
1

2

∫ 1

0
v2(x, t)dx+

1

2

∫ 1

0

(
∂u

∂x

)2

dx. (15)

Wyliczy¢ ±redni¡ energi¦ stanu ustalonego jako

< E >=
1

t2 − t1

∫ t2

t1
E(t)dt, (16)

dla t1 = 16, t2 = 20. Narysowa¢ 〈E〉 w funkcji w ∈ (0, 10π). Na rysunku
zobaczymy rezonanse dla cz¦sto±ci wªasnych drga« tªumionych w = wn =√
ω2
n − β2 (dla β = 1: wn ≈ ωn = nπ) ale tylko dla nieparzystych n. Czy uda

si¦ nam wywoªa¢ rezonanse dla parzystych n przesuwaj¡c punkt przyªo»enia
siªy wymuszaj¡cej poza ±rodek struny x0 = 0.4? Narysowa¢ 〈E〉.
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