Roéwnanie falowe dla struny
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W réwnaniu o 52
gu_ 22t (1)
ot? 0x?
u(x,t) oznacza wychylenie struny w punkcie x w chwili ¢, a ¢ predkosé¢ roz-
chodzenia sie drgan. Przyjmujemy ¢ = 1. Rozwiazania (1) podaje sie dla
warunkow poczatkowych na wychylenie

u(z,t =0) = up(x) (2)
i predkos¢ w chwili poczatkowej (¢ = 0)
ou(x,t =0
v(x, t=0)= ((915)|t_0 = vp (). (3)

Struna jest sztywno zamocowana na korncach: u(x = 0,t) = u(z = 1,t) = 0.
(predkosciowy schemat Verleta)

Rownanie (1) rozwigzemy metoda réznic skoriczonych. Strune dyskretyzu-

jemy do N = 101 punktéw, kazdy odpowiadajacy za fragment struny dlugo-

sci Ax = 0.01. Przyjmiemy At = 0.005. Uzyjemy predko$ciowego schematu

Verleta,

u(z,t + At) = u(x, t) + Atv(z, t) + ;a(x, t)At? (4)

v(z,t+ At) = v(z,t) + A; (a(x,t + At) + a(z,t)) (5)

. . . 2 . . . .
gdzie przyspieszenie a = ‘27;‘ wyliczamy z prawej strony réwnania falowego

(1) stosujac iloraz roznicowy drugiej pochodnej

Pu u(r+ Art) +u( — Az, t) — 2u(z,t) (©)
de?'" Az? ‘




Stosujac schemat Verleta - liczymy i zapamietujemy przyspieszenie w
chwili t. Liczymy u(t + At) wg (4). Gdy cala struna ulegla przesunieciu:
liczymy v(t + At) wg wzoru (5) ze $rednia arytmetyczna przyspieszenia w
chwili t oraz t + At.

zadanie 1 (sztywne i luzne warunki brzegowe)

Rozwiazaé¢ rownanie (1) dla warunkow poczatkowych

up(r) = exp(—100(z — 0.5)?), (7)

oraz
vo(x) =0 (8)
przy sztywnych warunkach brzegowych w(0,t) = u(1,t) = 0, oraz dla luznych
warunkow brzegowych 24(0,¢) = 2(1,¢) = 0, dla ¢ € (0,5). Luzne warunki

wprowadzamy do programu przypisujac dla kazdej chwili czasowej u(0,t) :=
u(Ax,t) oraz u(1,t) := u(1—Ax,t). Uwaga: trzeba zastosowa¢ podstawienie
przed kazdym wyliczeniem przyspieszenia. Narysowa¢ u(z,t) dla sztywnych
i luznych warunkow.
zadanie 3 (drgania tlumione)

Wracamy do sztywnych warunkow brzegowych. Wprowadzamy tlumienie
drgan proporcjonalne do predkosci struny

Pu  O0%u ou

a2 T a2 264, (9)

ot ox ot
gdzie 3 jest wspotczynnikiem thumienia. Przyspieszenie potrzebne do sche-
matu Verleta dane jest teraz przez

d*u
ag(z,t) = ﬁlt — 2pv(x,t). (10)
x
Uwaga: przy przyspieszeniu zaleznym od predkosci schemat ze wzgledu na
forme (5) staje sie niejawny. Ze wzgledu na liniowa zalezno$¢ od tlumienia
mozna analitycznie rozwiazaé przepis (5) na zmiane predkosei,
At (d*u
v(z,t+ At) = [v(aj, t) + - (cle|t+At + ag(x, t))] /(1 + BAL).  (11)
Narysowaé przebieg drgan u(z,t) dla 5= 0.5,21 4.
zadanie 4 (drgania wymuszone)
Dodajemy site wymuszajaca nadajaca dodatkowe przyspieszenie strunie ap(z, t).
Pu  u ou

9 = 2 —25E+GF(%75)7 (12)



Site przyktadamy punktowo

| cos(wt) dla x =
ar(w,t) = { 0 dla z # xq (13)

7 xg = 1/2. W chwili poczatkowej struna spoczywa (v(x,t) = 0) w réwno-
wadze (u(z,t) = 0). Wstawimy stabe tlumienie § = 1 i cze¢sto§¢ wymuszenia
w=m/2.

W obecnosci wymuszenia przepis na zmiane predkosci ma postac
At [ d*u
v(z, t+AL) = [U(a:,t) + 5 <dl‘2|t+At +ag(z,t) + ap(x, t + At) + ap(x,t)ﬂ /(1+BAR).

(14)

Narysowaé¢ wu(z,t) dla t od 0 do 10. Widzimy, ze drgania osiagaja stan
ustalony po pewnym czasie. Jaki jest okres drgan w stanie ustalonym 7

zadanie 5 (rezonanse)
Energia struny dana jest wyrazeniem

E(t) = ;/01 v (z, t)dr + ; /01 (gg) dx. (15)

Wyliczy¢ Srednia energie stanu ustalonego jako

<E>=—" /tzE(t)dt, (16)

dla t; = 16, to = 20. Narysowaé (F) w funkcji w € (0,107). Na rysunku
zobaczymy rezonanse dla czestosci wlasnych drgan ttumionych w = w, =
Vw2 — (2 (dla g = 1: w, = w, = nm) ale tylko dla nieparzystych n. Czy uda
sie nam wywolac¢ rezonanse dla parzystych n przesuwajac punkt przytozenia
sity wymuszajacej poza srodek struny xo = 0.47 Narysowaé (E).



