Zdelokalizowane stany stacjonarne

Tzw. Prog continuum

E2

El

X

® umiemy wyznacza¢ numerycznie energie i funkcje falowe stanéw zlokalizowanych - tzw.

dyskretna cze$¢ widma, stany zwigzane

réwnie wazna jest cze$¢ ciggta widma, powyzej progu continuum, gdzie sg stany niosace

prad, stowarzyszone z ruchem - tam podstawowa informacja to prawdopodobienstwo

przejécia, rozpraszania, jego rozktad katowy (rozpraszanie Rutherforda) zalezno$¢ od

energii

® w kwantowej teorii transportu tadunku z rozpraszania na powierzchni Fermiego liczy sie
przewodnos$¢ uktadu (wiecej Landauer).



Czastka w prézni

® daleko od obiektu rozpraszania staty
potencijat, niech bedzie V(x) =0

h? d? —
° “2m WwE(X) - EwE(X) Tzw. Prég continuum
o E(k) = E£ E2
® Ye(x) = Cexp(Likx) v
® funkcje wlasne pedu, p = —ih & E1

® —ing ¢p(x) = pep(x)
® p(x) = Cexp(%x), wniosek p = hk

1

® zwyczajowo (tr. Fouriera) C = T=



prad gestosci prawdopodobienstwa

® p(x, 1) = W (x, HU(x, 1)

o inZe = v (x, HHV(x, 1) — W(x, HHW*(x, )

® wyrazenie z potencjatem znika

o in%e -1 (w*(x,t)v2w(x, f) — W(x, ) V2U*(x, t))

~2m
® réwnanie ciggtosci % +V-j=0
o j= L (yyur — wrVY)
® dla W = exp(ikx): jx = %k

o hk — B (odpowiednik predkosci)

wniosek: jesli funkcja rzeczywista, prad nie ptynie

jakie poznaliémy stany stacjonarne, w ktérych funkcja byta rzeczywista?



problemy rozproszeniowe

exp(ikx)

—_—

-, ® problemy rozpraszania: rozwigzujemy réwnanie

r exp(-ikx) t exp(ik') Schrodingera é—th = Eq) dla danej energii (ogSinie 2
— rozwigzania h“k/2m, +k, ruch w prawo i w lewo).

® czastka pada z lewej strony na skok potencjatu

® y<o = exp(ikx) + rexp(—ikx)

® zaktadamy amplitude 1 fali padajgcej (rozwigzujemy réwnanie wtasne, wektory wtasne
okreslone z doktadnos$cia do statej multiplikatywnej)

* r- amplituda fali odbitej, X — £

e dla x > 0 fala, ktéra przeszla Wyso = texp(ik'x), BK2 v —

® ciggtos$é pradu prawdopodobienstwa 1y <o(x = 0) = wx>0(x = 0), oraz
Prco(X = 0) = ¢y o(x = 0)
*1tr=tk(1—r) =tk

k—K 2k
. _
r=tgsx =5z

® V =0, k' = k, nie ma odbicia (nie ma sie od czego odbic)




problemy rozproszeniowe

® yo = exp(ikx) + r exp(—ikx)
® o = texp(ik’x), K2 _ v = E

o p— k=K y_ 2k
N K +k> k' +k explikx)
o j=[E(wwur —vrvv) —
-—
* prad gestosci pstwa fali padajgcej : j; = L&, r exp(-ikx) 5
odbitej j = |r|?LL, j, = |t|? 2k t exp(ik'x)
oBTWWIemyzej,fj,_][_/;éf() 0 s—
® prawdopodobienstwo odbicia R = ﬁ—
transmisji T = j’ iT+R=1 —
_ lk=Kp? %=0
* R= Tk +k|Z °

242 2412
¢ hzr}; :E’hzr[; -V=E



problemy rozproszeniowe

® odbicie - bardzo prawdopodobne,
szczegolnie dla niskich energii
e B— Ik’fklz2 ® zjawisko bez odpowiednika w fizyce
[k"+K] klasycznej

242 212
o DK _ k™ vy —
—E MK _V-E

1.dat'ul4  + exp(ikx)
—
-

ik
08 rexpcied t exp(ik'x)
—

07 0
06 |

v
x=0

® skok potencjatu: w (nano)technologii
potprzewodnikowej kontakt dwoch
péiprzewodnikéw o inaczej potozonych

0 50 100 150 200 pasmach przewodnictwa

° Hm=Y) ® zamiast masy elektronu w prozni tzw. masa

efektywna m = 0.067mg, skok potencjatu

100 meV




rozwigzanie numeryczne

exp(ikx) t exp(ik'x)
— —
-—
1 exp(-ikx) SN

#

® ztego co jest wyzej wybra¢ np. bariere tunelowa, a tutaj opisa¢ czastka pada z lewej
strony na przeszkode - narysowaé ogélny przypadek

® Wrco = pexplikx) + r exp(—ikx)

e p, r - amplitudy fali padajacej i odbitej, 22 = E

2m

e dla x > 0 fala ktora przeszia Wy~ = texp(ik'x), K2 — £ — v



rozwigzanie numeryczne

exp(ikx) t exp(ik'x)

S

-
1 exp(-ikx)

® 7z tego co jest wyzej wybra¢ np. bariere tunelowa, a tutaj opisa¢ czgstka pada z lewej

strony na przeszkode - narysowac ogélny przypadek

® y<o = pexp(ikx) + rexp(—ikx)

—————— F#

* p, r - amplitudy fali padajacej i odbitej, 2K — £

e dia x > 0 fala ktdra przeszta Wy~ = texp(ik’x), K2 = E 1+ V

2m
® procedura numeryczna: w obszarze po prawej - 2 ostatnie punkty siatki réznicowej
Wyso(Xost) = 1, Wxso(Xost — AX) = EXP(_ik/AX)

® zaktadamy w ten sposéb t = 1 oraz narzucamy E
® catkujemy réwnanie Schroedingera od prawej do lewe;j :
® Y(x — Ax) = —%’(E — V(x))AxX2W(x) — W(X + AX) + 2¥(x)



rozwigzanie numeryczne

“fort12"  +
"fort.12"u 1:3

" ~ "

fcja falowa|

2 t . * kY

. 8 % N

100 80 -60 40 20 [ 20 40

. o “ (bariera
potencjatu,V = 10meV, E = 5meV)

® W, o = pexp(ikx) + rexp(—ikx), W(x > 0) = texp(ikx)
® Wyso(Xost) = 1, Wxso(Xost — AX) = exp(—ikAX)

o h%K% _
2m =E

® Y(x — Ax) = —%’(E — V(x))AxX2W(x) — W(X + AX) + 2¥(x)
® T i R znajdziemy po wyznaczeniu pi/lub r, URL:

® W, o(x1) = pexp(ikx1) + rexp(—ikxq)

® W, o(x2) = pexp(ikxz) + rexp(—ikxz)

2
e R=11 T-1_-R= 1K
[p?? IpI? K



rozwigzanie numeryczne

50 100 150 200 250 300
L4 E(meV)

® wynik dla bariery o wysokos$ci V = 50 meV i szerokosci 20 nm.
® analiza rozwigzan ponizej 50 meV - efekt tunelowy - jak wyzej : dtugos$¢ fali dB



rozwigzanie numeryczne
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® wyniki dla (od lewej od géry) 32 meV, 64.75 meV, 64.78 meV, 79.03 meV, 108.96 meV



rozwigzanie numeryczne
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® wektor Fermiego w barierze kg = /2m(E — V) /h?

e dlugos¢ Fermiego Ar = i—’:
® warunek rezonansu §A\r = W, gdzie W - szerokos¢ bariery, tutaj 20 nm

" e



a bariera

o 2 30 50 s 70 60

pojawiajg sie rezonanse ponizej bariery - tym razem zwigzane z falami stojgcymi w studni
- jest gleboka penetracja do bariery, wiec efektywna szeroko$¢ studni jest wieksza niz
nominalna

cistg zgodno$é z kg = /2m(E)/h2 , AF = 2= \p = 2
ke n

dostaniemy dla duzej wysokosci bariery, przy niskich energiach
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energie w meV, .1095, .4896, 1.1325, 0.3 - od Iewe] od gory
® filtr na energie, w optyce podobny filtr - filtr Bragga

VimeV)



doktadnosé

=05 nm —
dokladny

o s 100 150 200 250 300
o E(meV)
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i e ralan i Wynik numeryczny (fioletowy) vs analityczny
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doktadnosé

® Metoda réznic skonczonych ma dawa¢ doktadne wyniki w funkcji dx — 0, gdy ilorazy
réznicowe dazg do doktadnej pochodnej

® wygodniej dyskutowac jej doktadnos$¢ dla potencjatu gtadkiego, bo schodkowy efektywnie
moze zmienia¢ swojg szeroko$¢ ze zmiang dx.
60

“fort127u 13 ——
"fort 12" u1:2

50

® liczba oczek siatki N = 2"
® dx = 18nm

Y00 80 0 40 20 0 20 40 60 80 100
x[nm]



doktadnosé
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doktadnosé
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0.1 ® przy niskiej energii - szybka zbieznos¢ w
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242 . . .
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doktadnos¢ ilorazu réznicowego

® funkcja falowa jest ciagta z pochodng, wezmy jednak gtadsza funkcje f klasy C*°
® szereg Taylora

2 2 3 3 4 5 5 6 6
o f(x+dx)=f(x)+ax |+ G LL), 4 L) A DL DL IS,

e gdzie £ € (x, x + dx), Reszta Cauchy 2 £1|.. Wiadomo Ze jest ona O(dx®)

Bl dxb
2 Sy af ax® d°f ax® dff
o f(x—ax) = f(x) — oGl + % Gl — 5 G+ % G~ F R+
® czerwone + niebieskie stronami, z tego wyliczyé wyrazenie z druga pochodng

o dx®LL|, = f(x + dx) + f(x — dx) — 2f(x) + % 1|, + O(ax®)

dx? 12 ax*
2 F(X+0x)+F(x —dx) —2f 2 g
° %L{ _ feran+ (;(XZ x) —21(x) + %%‘X + O(dX4)
® my uzywali$my
° % .= f(x+dx)+f(()j(xzdx)—21(x) + O(dXZ)

® dla réwnania r6zniczkowego 5722’ = P(x) = S(x) — g(x)u(x) mozna jednak czwartg
pochodna po f wyliczyé



doktadnos¢ ilorazu réznicowego

d?f | f(x+dx)+f(x—dx)—2f(x) ax® d*f 4
o L], = MM | g8 o1 1 O(dk)

my uzywali$my
° ﬁqu M + O(dx?)

dla réwnania rézniczkowego Wf = P(x) mozna jednak czwartg pochodng po f wyliczyé

4 2 P(x+dx)+P(x—dx) — 2P|
° % = % — Px+do+ (‘;;2 ) —2P0) O(dxz)

po wstawieniu do niebieskiego btad pozostanie O(dx*)
o &t = LI dI 210 | 1 (P(x + dx) + P(x — dx) — 2P(x)) + O(dx*)

dx?
® Metoda Numerowa (Numerov)

e dla réwnania £¥ \x— ——(E V(X)) W(x)
o [1+ %Z%T(E +V(x+ )| wix+ dx) — 2 [1 = S 28(E 4 V()| wx) +
[1+ 95 22(E + V(x — dx)| w(x — dx) = O(dx*) ~ 0

dla poréwnania zwykta dyskretyzacja
[1W(x+ax) =2 [1 = L 22(E + V(x))| w(x) + [1] W(x — dx) = O(dx?) ~ 0



doktadnos$¢é, metoda Numerowa

® po prawej Numerow, po lewej wynik "zwykiej dyskretyzacji".
® dla Numerowa zbiezno$¢ (w skali rysunku) juz n = 6 zamiast n = 8.
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doktadnos$¢é, metoda Numerowa

* dlaréwnania £¥|x = — 22 (E — V(x)) ¥(x)

o [14+ % BE+ V(x+d)| wix+dx) — 2 [1 = S 28(E + V(x)| w(x) +
[1+ 95 22(E + V(x — dx)| w(x — dx) = O(dx*) ~ 0

® dla poréwnania zwykta dyskretyzacja

 [W(x+dx) — 2 [1 = L 28(E + V(x)| W(x) + [1] W(x — dx) = O(dx?) ~ 0

® Numerow - dobry pomyst zawsze gdy potencjat gtadki. Dla schodkowego - nie ma sensu
go stosowaé, poniewaz metoda zaktada istnienie wysokich pochodnych funcji falowej.



macierz przejscia

® formalizm macierzy przej$cia - efektywne narzedzie rachunkowe w 1D dla (1) potencjatu
odcinkowo statego i/ lub (2) potencjatu powtarzalnego.

® (1) bo mozna macierz analitycznie wyznaczyé. (2) bo potegowanie macierzy jest tanie -
nawet jesli trzeba ja liczy¢ numerycznie.

® poza tym: mozna staraé sie przyblizyé potencjat przez funkcje odcinkami stata.
YP*=C exp(ikx)

Y= D exp(-ikx)

q = Vv2mE/h,
WH=A exp(iax) v Wr*=E exp(igx) k=+/2m(E — V)/hdlaE >V
_ [ lub k = —iy/2m(V — E)/h dla
L= B exp(-igx) YR=F exp(-igx)
x=0
o - vt (x =/ My M, vt (x =0
® istnieje zwigzek liniowy ( WF"((X _ /)) ) = ( M; M; ) ( \VL_((X _ 0)) )

® M - macierz przejscia



macierz przejscia

e formalizm macierzy przejscia - efektywne narzedzie rachunkowe: w 1D dla odcinkowo
statego i/ lub powtarzalnego potencjatu
YP*=C exp(ikx)

—_—

Y= D exp(-ikx)

q = Vv2mE/h,
WH=A exp(iax) v W =E exp(iax) k=/2m(E — V)/hdlaE >V
[ R lubk = —iy/2m(V — E)/h dla
D -~ E<V

W= B exp(-iax) W= F exp(-iax)

x=0

® czesci funkcji w obszarach zwigzane przez ciggtos¢ funkcji i pochodnej
o wl — ylt 4 yl= yb — ybt 4 yb— YR — yh+ 4 yh-
e dax=0:W(x=0")=w(x=0")oraz LW (x =07) = ZWb(x = 0%)

o - vt (x =1 My My vt (x = 0)
[ ] =

istnieje zwigzek liniowy ( WA= (x = 1) Moy Mo Wt (x = 0)
® M - macierz przejscia

® M mozna znalez¢ (skonstruowaé) z iloczynu macierzy dla skoku potencjatu w x = 0, dla
ptaskiego fragmentu, oraz dla skoku przy x = /



macierz przejscia

Po*=C exp(ikx)
—_—

W= D exp(-ikx)

— g = vV2mE/h,
PH=A exp(igx) v WR*=E exp(igx) k=+/2m(E — V)/hdla E >V
— —
R R lub k = —iy/2m(V — E)/h dla

= - E<V
Y= B exp(-igx) Y= F exp(-igx)
x=0
. B wr(x=0) \ _ vt (x = 0)
® M, dla skoku potencjatu w x = 0. ( \Ub*(x —0) =M, wa(X —0)
. A+B=C+D C=3(1+ DA+ 41— 1)B
q(A—B) = k(C - D) D=f(1-DA+Li(1+1)B

cw - (10D 30D
- fa+d



macierz przejscia

*=C exp(ikx)
WD el qg = Vv2mE/h,
w-=A expigx) v WR=E exp(iax) k = \ 2m(E - V)/hdla E>V
. : . lubk = —iy/2m(V — E)/h dia
= B exp(ign) = F expian)

E<V

x=0

bty bty
® M dla ptaskiego fragmentu dtugosci / ( \\le_(();; Il)) ) =M ( ::b_((); ; %)) )
o Y x=N=wrx=N+v(x=1
o WO(x =) = Cexp(ikl) + D exp(—ikl) = exp(ikl)WP* (x = 0) + exp(—ikl)W>~ (x = 0)

o _ ( expikl) 0
M; = ( = exp(—ikI) )



macierz przejscia

Y=C exp(ikx)

4= D expl-ikd)

g=+Vv2mE/h, k = \/2m(E — V)/hdla
E> Vi k=—i\/2m(V — E)/hdla

WH=A exp(igx) Y=E exp(ix)

w‘:l;exp(-\qx) w“::exp(-\qx) E<V
1 q 1 q
W+ -9 )
byto: Wy, = My W |x—a, M, = k k
Y b v lea v ( 2(1_%) i(1+%)
bylo: Vg = M,V\Ub‘le
1 k 1 k
) L . . s1+3) s(1-93)
k i g zamienione miejscami: M_y = 2 a
i ! ' ( ia-h 10+
BTW:M_, = (My)~",M_; = (M)~
i vir(x =10\ _ vt (x = 0)
ostatecznie ( lUR*(x — ) =M_,MM, ( wa(X —0)
o W (x=0) \ _ Wit (x = 1)
rébwniez ( wi- (x = 0) =M_,M_|M, lIJF'*(x —



macierz przejscia

Y*=C exp(ikx)

—_—

Y= D exp(-ikx)

Yt=A exp(iqx) YR=E exp(iqx)
|
Y= B exp(-igx) YR=F exp(-iqx)
x=0
v (x=0) \ _ WAt (x = I)
’ ( v (x=0) ) MMMy WA= (x =1

® dla padajacego z lewej strony: F = 0, mozemy przyja¢ E = 1

( A )7( My My ) ( exp(igl) )
B )7\ May Mg 0

* A= My exp(iql), B = Mar expligl), T = ;

_>\—
3
)
)



macierz przejscia

P*=C exp(ikx)
—_—

o= D exp(-ikx)

WA exp(ic) v WR=E exp(io) ; ;
IS — ° — [ =1—
1 T= [A]2 \Mn\z’H =T
- -
W= B exp(-igx) WR=F exp(-igx)

x=0

*M=M_,M_|M,
e My =1 (145 e (14 ) +1(1- L) (1-2)



macierz przejscia-wielokrotna studnia

My =M_,M_MM_,
M, = ( exp(igw) 0' )
0 exp(—iqw)
podwojna bariera My = M2, wielokrotna M = M”, T = ‘# = W
bywaja badania, w ktérych nidzie w setkach, tysigcach, milionach
mnozenie macierzy zamiast réwnania rézniczkowego na bardzo dtugim pudle



numeryczne wyznaczenie macierzy przejscia

WP=C exp(ikx)
B —
Y= D exp(-ikx)

® Dla potencjatu innego niz odcinkami statego v

| R “=A exp(igx R+=E exp(igx
- np. powtarzalnego uktadu gtadkich barier - Pl ). v p(ql
mozna réwniez wyliczy¢ numerycznie
macierz przejscia dla jednego segmentu. - -
Y= B exp(-igx) Y= F exp(-igx)

x=0

® dla padajacego z lewej strony: F = 0, mozemy przyja¢ E = exp(—igl)

(&)=(wm M2 )(o)

® numerycznie - z metody iteracyjnej, wyznaczymy A oraz B, potem M1 = A, Moy = B,

® dla padajacej z prawej strony A = 0, B przyjmujemy 1.

(3)=(m W2 )(F)

® numerycznie E oraz F, nastgpnie Mz i Moy



macierz rozpraszania

® w powazniejszych (ponad 1D) zastosowaniach - macierz rozpraszania zamiast macierzy
przej$cia rozwigzanie w obszarze rozpraszania, zszycie

lIJU qJR+
1\ o Yt = Aexp(igx), W' = Bexp(—igx)

- WY e wRt = Cexpligx), WA = Dexp(—iqx)

® w obszarze rozpraszania x € (0, /) funkcja falowa ¢, H® = E¢

® ponadto dla wszystkich czterech funkcji W mamy HV = EWV przy tej samej energii
® nalewo W, = W5 + Wl naprawo wg = WAt 4+ wA-

® warunki zszycia rozwigzan: W (x = 0—) = ®(x = 0+), Vg(x = 0+) = &(x = /),

v, e vy e
v = 5y oraz = 5
X |x=0— X |x=0+ X Ix=0+ X |x=0—




un

macierz rozpraszania

qJR+
1\ o Wt — Aexp(igx), W™ = Bexp(—igx)
e o Wit — Cexp(igx), WA~ = Dexp(—igx)

w obszarze rozpraszania x € (0, /) funkcja falowa ¢, Hd = E®

ponadto dla wszystkich czterech funkcji ¥ mamy HV = EW przy tej samej energii
nalewo W, = W' 4+ W= naprawo wg = wAt 4 wR-

warunki zszycia rozwigzan: W, (x = 0—) = ®(x = 0+), Vg(x = 0+) = ®(x = /—),

v, oL} Vg oL}
S5 = 5, oraz = 5.
OX | y_o— ax x=0+ ox Xx=0+ ox

Ve (x=0) \ _ [ S Si wit(x = 0)

virix=0n )\ S Sm vi—(x =)
S - macierz rozpraszania (scattering), zwigzek miedzy wchodzacymi a wychodzacymi
falami

x=0—




macierz przejscia

lIJU qJR+
—— —_—

1 f o Ut — Aexp(igx), W' = Bexp(—igx)
e NSV A Ul o U = Cexp(igx), VA~ = Dexp(—igx)

® w obszarze rozpraszania x € (0, /) funkcja falowa ¢, H® = E¢

ponadto dla wszystkich czterech funkcji W mamy HV = EWV przy tej samej energii
® nalewo W, = W5 + Wl naprawo wg = WAt 4+ wA-

warunki zszycia rozwigzan: W, (x = 0—) = &(x = 0+), Vg(x = 0+) = ®(x = /-),
v, _ 9% av e
B = B | 4o, OFA2 e =

x=0+

x=0— OX | y—0—

V=1 \ L My My vt (x = 0)

Vi—(x=1 ) T\ My Mz vt (x = 0)
® M - macierz przej$cia, zwigzek miedzy funkcjg falowa po obydwu stronach obszaru
rozpraszania

_ My 1 S S; S

Moo Mo, SZ1 — == =

°S=— ( e oraz M = s S
My 12 — = o

M11 Moy Mo, Stz Si2



wiecej niz 1 wymiar

® dotychczasowe rozwazania: 1D, czastka swobodna w 2D
? P2 - 2 2 _
*H=m+tm="= (%*a%z)*”ﬁ/"y
® separacja zmiennych - gdy potencjat w postaci sumy czesci zaleznych
odx,y
® V = V,(x)V¥,(y) do réwnania wtasnego HV = EV , podzieli¢ przez ¥

HeWi (%) Hv, () _ Hovy(x) _ Hv,(y) _ _

" R = £~ R = B W = B BBy = E

® wniosek: jesli Hamiltonian mozna podzieli¢ na sume operatoréw
zaleznych od ortogonalnych wspétrzednych, to funkcja falowa: iloczyn
funkciji tych operatoréw, a energia: suma

V=, (X)W, (y) = o exp(ikeX + ikyy),

E(k, ky) = 42 (K2 + K2) = £ (K?) - paraboliczna relacja dyspersji




wiecej niz 1 wymiar

® dotychczasowe rozwazania: 1D, lecz przestrzen 3D
® uwigzienie wjednym z kierunkéw V(r) = V(z) - studnia kwantowa

o e
.H_2m+2ryn+2m+v(z) 2m §:2+ay2+§;2)+v() ny+Hz

® separacja zmiennych - gdy potencjat w postaci sumy czesci zaleznych od x, y, z
® W = V(x, y)V,(z) do réwnania wlasnego HV = EV , podzieli¢ przez ¥

HyV(x.y) | HV.(2) _ Hy ¥ (x,y) Z . _
oy e —E o Ty —Bwoaz SE =B E=By+E

® jesli V(z) : nieskonczona studnia potencjatu, E; = %(”T")Z, V] = cos(nf x) dla
n=2k+1, V] =sin(nTx)dlan=2k.

°*w naszym przypadku: \U(x y,2z) = ﬁ exp(ikyX + ik,y)V7(2), oraz
E — 2m0 (k2 + k2) + 2mﬂ(nﬂ- )2_

3 mode
2 mode
z
] y 1 mode
x

® Relacja dyspers;ji: dla studni kwantowej




studnia kwantowa

® w naszym przypadku:
(X, y,2) = 5= exp(ikcx + ikyy)W(2), oraz

2 2 T
E = zh—%(kf + K2+ 2%0(%)2.

—— g e
. banior 2 mode
y 1! mode
L . barrier

kx‘/ ‘\ky

® Relacja dyspers;ji: dla studni kwantowej

® struktury produkowane z wykorzystaniem
materiatéw potprzewodnikowych o podobnej
strukturze krystalicznej (gtadki wzrost) i r6znych
przerwach energetycznych.

® Podstawowe problemy MQ, rozwazane przed |l AlGaAs GaAs AlGaAs
WS - zastosowanie do uktadéw produkowanych
od lat 80 XXw.
° A Quantum Well Structure



nanostruktury pétprzewodnikowe

jesli V(z) : nieskonczona studnia potencjatu, E; = 2m0 (°F )2,
VY, = cos(nfx)dlan=2k+1, V¥, =sin(nfx)dan=2k.

w naszym przypadku: V(x, y, z) = # exp(fkyX + ik,y)W}(z), oraz
E = (K + k) + g ().

- ZmU

dla energii ponizej drugiego modu (E(n = 2, ky = 0, k, = 0)),
wszystkie stany odpowiadajg n = 1 - uktad efektywnie 2D

druty kwantowe: E = %(”Z:T) + 2'7;0 ”iy P+ 8 2 g2
kropki kwantowe E = 2an BT+ Z’io("zy Y+ ;,L:U(nif )2

druty kwantowe: do badania jako przewodniki z pragdem, lub jako
elektrody dostarczajgce tadunek do czesci obszaru rozpraszania

e
f—

Quantum Dot

e



dwuwymiarowy gaz elektronowy

Cap layer o 4
é\L:s ~ ALGay pAs / 8 ® Dwuwymiarowy gaz elektronowy: domieszki
aAs —F = . .
5 e usuniete z obszaru zajetego przez elektrony,
il AlLGay_;As
yer LGay

: b. silne uwiezienie w kierunku wzrostu, dtuga
ZBEG ias droga swobodna, dtuga droga koherencji,
® kwantowy efekt Halla i zjawiska transportu,

ktérymi rzadzi falowa natura no$nikéw
(koherentny transport kwantowy).

® transport jednoelektronowy - opis procesu
transportu dla elektronu z powierzchni
Fermiego (mate napigcie bias) lub okna
transportu (miedzy potencjatami
elektrochemicznymi elektrod)




prawdopodobienstwo przejscia a przewodnosci uktadu

podejécie Landauera — przewodno$¢ wyliczana na
podstawie prawdopodobienstwo przejscia elektronu
z tzw. okna transportu

prad niesiony przez stan k > 0: (f*(E)-statystyka
obsadzenia stanu (Fermiego Diraca), dla stanéw z
dodatnim pedem)

® prad niesiony w prawo /™ w jednym pasmie

oIt =BY wi(E)=8Y F5f(E)

® predkos¢ pasmowa v = + &

® 2 zaspin, L diugo$¢ przewodnika

®)

N =4321
51
Hy

Electrons that carry
anet current

»
|

k

mody poprzeczne: wynik
uwiezienia poprzecznego w kanale
przewodnik balistyczny:
przeciwienstwow dyfuzyjnego. W
skali nano w czystych uktadach
(2DEG) - przewodnictwo dyfuzyjne.
S. Datta, Electronic transport in
mesoscopic systems



prawdopodobienstwo przejscia a przewodnosci uktadu

DI £ N0
dla gazu elektronowego przy periodycznych

warunkéw brzegowych : Zk — idk

2Lt [9Edk— 2 [aE

dla jednego pasma I = 2¢ foo (E)dE gdzie € to
minimalna energia pasma.

prad dla wielu pasm: jesli M(E) - liczba modéw o
danej energii

ﬁ:%ﬁlwaﬂaﬁ

®)

N =4321
51
Hy

Electrons that carry
anet current

»
|

k

mody poprzeczne: wynik
uwiezienia poprzecznego w kanale
przewodnik balistyczny:
przeciwienstwow dyfuzyjnego. W
skali nano w czystych uktadach
(2DEG) - przewodnictwo dyfuzyjne.
S. Datta, Electronic transport in
mesoscopic systems



prawdopodobienstwo przejscia a przewodno$¢ uktadu

o [t — 2e foo )dE
® przewodnik podp|ety do 2 elektrod - kazda z nich
potencjat chemiczny w4 oraz o J x
® nieskompensowany prad / = It — I~ rozny od zera
w oknie transportu: E € (p2, 1) ® F # Y
P Hy
® wezmy przeszkode z prawdopodobieristwem - [~ ,‘Z

przejscia T (usrednionym po energii i pasmach)
o 1= 2MT (1 — piz)
® potencjat elektrostatyczny a potencjat chemiczny
eV =u

_ 1 _ ! _ 2¢
*G=y= (h1—n2)/e — M7 i

e formuta Landauera: G = 22 MT = 22T

The ne !

© E

E
“ +
L— — i
i -7

H

Energy channels
in a conductor

. Lh® r® !



oGzéz

kontakt punktowy i kwantyzacja przewodnosci

!

(—p2)/e —
e formuta Landauera: G = 22 MT = 22T

2¢%
h

MT

@ O Gate voltage

Conductance (¢2/r h)

2 18 .16 14 12 -1
[ ) Gate voliage (V)

® QPC kwantowy kontakt punktowy

® kwantyzacja przewodnoéci, bo T
dla kazdego modu dgzy do 1.



prawdopodobienstwo przejscia a przewodno$¢ uktadu

e formuta Landauera: G = 2& MT = 2

HE device 4

e formuta Blttikera: uktad o wielu koncowkach. Prad wptywajacy przez kohcéwke p
° =% Zq [?Q‘*D/”‘P - Tp%qﬂq]

® w obecnosci pola magnetycznego: relacja Onsagera Tp—q(B) = Tq—p(—B)

® V=yp/e Go= %iﬂ—q

" =% T, [CoVy -~ Gumi]



skonczona temperatura

® w niezerowej temperaturze obsadzenie pozioméw zmienia sig

gtadko z energig f(E) = m

o = [ZT(E)[H(E) - (E) dE

® przy niskiej roznicy miedzy pq a p2 (rozwiniecie Taylora ® E . . E
wzgledem E): "l _,_.;
[A(E) — B(E)] = (1 — p2) 5’“ =—(u1 —p2) &£ *

o 1=22(v, — V) f{ T(E)2L }dE

The npe !

© E4 E
- ; +
- af / C E L >0
e i <+
E u:
° . H
Energy channels
in a conductor
. Lh® r® !



niska temperatura

- of/ 6E

_N_E

[ ]
o=V - Vo) [{-T(E)ZL} dE ®
® przy niskiej roznicy mledzy ,u1 a o " "_ 4
® dla niskiej temperatury — aE =d(p— E)
® przy pq ~ pp, 1 = Er, po = Er — dE, dE-mate a p = Ef e et
- wtedy z catkowania po energii o i
o =2V, - Vo) [ {T(E)S(Er — E)} oE i >
262 _ “ i — i,
* =2 (Vi — Vo)T(EF) .
°* G= 2 T(EF) Energychannes
The FACK



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

® B. Szafran, M. Poniedziatek, Phys. Rev. B 82, 075320

dynamika Hamiltona, w polu magnetycznym: ped kinetyczny
P=p—gA T =PF?/2m.

H = (—ihV + eA(r))? /2m* + V(x,y) (1

® V(x,y) - potencjat uwiezienia

V(x,y) = 0 w obszarze biatlym (rysunek) V(x, y) = 200 meV
na szarym. GaAs w otoczeniu Aly 45Gag s5As, m* = 0.067my
masa efektywna GaAs.

® kierunek z - zamrozony przez silne uwiezienie w 2DEG

B=V xA B=(0,0,B)
A = (A, Ay, 0) = (0, Bx, 0) (cechowanie Lorentza)

E 250

-200-150-100 50 0 50 100 150 200
x[nm]



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

® wersja ciggta Hamiltonianu
H = (—iaV + eA)?/2m" + V(x,y) )
* A= (A A),0) =(0,Bx,0),
® where W, , = V(X,,y,) = V(uAX, vAX)
® wersja siatkowa (metoda Wilsona wprowadzenia pola magnetycznego):
® Cy=exp [—i%AxAy] (tzw. faza Peierlsa)
h2
2m* Ax?
Vi = Vi) + VoW

HY,. . (4% = GVt = C W

* (—ihV + eA(r)? = —h*V?+e*A’—2iheA-V—iheV-A = —h*V?+e*x*B? —2iheBx £,



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

wersja ciggta energii kinetycznej
(—inV + eA()? /2m* = (—h?V? + X2 — 2iheBx 3 /2m"

Cy = exp [—igAXA|, A, = xB

wersja siatkowa:

h2 X
HY,.. TN (4“’;»,:/ — GVt —C Wy — Vg, — "’wm)
°* 0 =1—igAXA — £ (Ax)2A2
* : 2
® Gy =1+ifAxA, —W(Ax) A,
AX—0 K2
HY .0 vl G R PSR S T
e e2 Ax?
i BXA ’hAXAy poit + e A (W +\UW+1))

uwaga: ostatni wyraz: A, nie zalezy od y zamiast funkcji w .1 jest érednia arytmetyczna z sasiadéw.

® siatkowy operator energii kinetycznej jest spojny z wersja ciagta (spdjny znaczy dazy do
operatora rézniczkowego w granicy zerowego kroku przestrzennego)



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

Wewnatrz pudta: rozwigzujemy

h2

MV = 5 (4900 = VW1 = GV
Wt = Vi) + VoV
— Ev,.. (3)

na granicach pudta : musimy zada¢ warunki brzegowe

® nastepnia z rozwigzania réwnania Schroedingera musimy

odzyskac prawdopodobienstwo przejscia

450
400
350
300
E 250
” 200}
150]
100]

200-150-100 -50 0 50 100 150 200
x [nm]



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

warunki brzegowe: rozwigzanie réwnania Schroedingera w
kanatach

stan w kanale: Wy, v = exp(iky, )uk = exp(ikAx(v — 1))k
Wezmy v = 1 (najnizszy rzad punktéw)

Vit = exp(LikAX)Yl “
wktadamy do réwnania réznicowego i
H2
2mAx?

2

0
+W (1 — cos(kAX + %BXAX)) wﬁ

(20 — ¥y — )

+Vuul = Epy. (5)

musimy rozwigza¢ problem standéw wtasnych Hamiltonianu w
kanale zanim dojdziemy do problemu rozpraszania

E 250

200-150-100 -50 0 50 100 150 200
x [nm]



rozwigzanie problemu rozproszeniowego 2D metodg réznic

skonczonych

20 Frr—
hz k k k
am i 2V~ Yo —¥) o/ /-
2 e K y 2
- _ — r p= =1 1
+m*Ax2 (1 cos(KAX + thAx)) b, < £y p
+Vuty, = Evy. (©) e P
w p=
® rozwigzujemy : jedng z metod ktérzy Panstwo poznali na - ]
pierwszym wyktadzie, problem jest 1D - w poprzek kanatu. Y
e problem rozpraszania 2D stosunkowo prosty gdy energia 8 y K2 ]
Fermiego przypada na najnizszy stan kwantyzaciji =7 1)
poprzecznej (p = 1), transport w najnizszym podpasmie, brak k(3
rozpraszania migdzypasmowego gl e 1
0.0 0.1



transport w najnizszym podpasmie

® wewnatrz pudta - uktad réwnan na funkcje falowg w kazdym
punkcie siatki ¥, ,, dla danej E, przy rozproszeniowych
warunkach brzegowych

h? * 400

Hone = gepg (#Wiw = O¥umt =GV
7“’#714» - wu+1,u) + V;L,pr,u ,_300

E 250

= Ev,.. ) ™ 200

® na "szarych konficach" pudta: WB na znikanie funkcji falowej
® w kanatach wyjéciowych Wp, v = exp(iky,,)q/;ﬁ - tylko fala,
ktéra przeszia, tj. k > 0

-200-150-100 -50 0 50 100 150 200

. ° x [nm]
w/_a,u+1 = W[L,V exp(IkAX), (8)
® warunek w kanale wyj$ciowym: wpisany do réwnania na
ostatni punkt wewnatrz pudta
® w kanale wejsciowym: ¥, ,_1 = ckwﬁ + c,kw;“,
® warunek w kanale wejSciowym: warunek typu Dirichleta na pierwszy rzad punktéw na
siatce:

® wiersze uktadu réwnan, ktére odpowiadaja kanatowi wejsciowemu: w macierzy uktadu
réownan 1 na diagonali, 0 poza diagonalg, po prawej stronie warto$¢ dana warunkiem
Dirichleta

® ale,ale:skad cxic_k ??



transport w najnizszym podpasmie

Voot = Gkl + e, ©)
® warunek w kanale wejsciowym: warunek typu Dirichleta na
pierwszy rzad punktéw na siatce
ale, ale: skad ¢ i c_ ??
np. z samouzgodnienia (iteracja)

450

400

350]
@ zaktadam E, rozwigzuje problemy w kanatach, zadaje 300
Ck:1,C,k =0 Ezm

@ zadaje warunek Dirichleta na punkty na dole pudta 200
obliczeniowego 150

@ rozwigzuje URLna v, ,

@ sprawdzam stan rozwigzania w kanale wejsciowym:
rozwigzuje uktad réwnan na dwéch punktach siatki w °
kanale wej$ciowym jeszcze w ramach pudta:

Ckwﬁ exp(ikAxv) + c_k eXp(—ikAXV)’l/);k =V,

& wracam do (2) i powtarzam az sie zbiegnie

& jesli sie zbiegto to rozwigzatem problem rozproszeniowy



transport w najnizszym podpasmie

— T T 7 T T
£ o < —
L] 59
k —k 83 M
Vyv=t = Ck, +Ck), ", (10) -
g W/
gEr |/ 1
@ zaktadam E, rozwigzuje problemy w kanatach, zadaje H = /
Cx = 1: C_k =0 10 ;o -30 72‘0 71‘0 [lIJ ]110 2‘0 30 4|u 50
X [nm]
@ zadaje warunek Dirichleta na punkty na dole pudta °
obliczeniowego T ]
@ rozwigzuje URLna v, ,, I ]
@ sprawdzam stan rozwigzania w kanale wejsciowym: f ) e ]
rozwigzuje uktad réwnan na dwéch punktach siatki w H /
kanale wejéciowym jeszcze w ramach pudta: B 1
Ckwﬁ exp(ikAXxv) + C_k eXp(—ikAXl/)’l/};k =V,

LA NG
-5040-30-20-10 0 10 20 30 40 50
x[nm]

& wracam do (2) i powtarzam az sie zbiegnie

AT n . . FIG. 3: The probability density in the incoming lead
& jesli sie zbiegto to rozwigzatem problem rozproszeniowy oW (@) + e ¥(z) in the initial guess i = c_x and in
the subsequent iterations of the self-consistent procedure (see
@ text). Parameters are same as in Fig. 2.
°* B=1T



transport w najnizszym podpasmie

® przewodno$¢ z problemu rozproszeniowego w najnizszym podpasmie.

°j=L(W'VV —wvyr) + LAj?

® sktadowa y prad prawdopodobienstwa dla funkcji exp(iky Ax) w kanale
h

Jy(x) = —= W06, y)I* (k + eBx)) (11

LI L
M \ of 1 7
< > 400}

probabilty density
current [arb. units]
°

=

i
[arb.u
—
I
ylnm]
%,
@
H
a:
G

probability d

ot (IR 1
50 40 -30 -20 10 0 10 20 30 40 50
200150100 50 0 50 100 150 200
X [nm]
° xlom]

50l losnm|

® poniewaz strumienie pradu prawdopodobienstwa identyczne dla wejsciowego k oraz —k
eR=l=l gy =1

leel? >

® w kanale wyjsciowym lewym: ¥, = exp(ik/y)qs’(x)k,, prawym W, = t exp(ikry)¢" (X)x,
b, . -
e T = ‘L”k‘; | (;,’ |, gdzie ¢k - strumien pradu przez lewe wyjécie dla stanu wiasnego kanatu
k
i wektora falowego k;




transport w najnizszym podpasmie

® przyktadowe wyniki

k=0.057/nm

k=0.0577/nm

k=0.0579/nm

k=0.05825 /nm k=0.0585 /nm

10
a)
o | (]
2 |
| |
: Bl Wil \
2 Wy | ‘l i e
FIG. 6 The ed contours show the absalute value of he wave functon (he darke the shde of el - the larger ¥]) and 1
Drobabiity v B (irow) o B o 0 T and scvers et of b It the 10 of sh e Forsh hontn 00 | | ¥
° probabilities see Fig. 5. 0o 02 04 08 08 10 o
b) Bm w
P
T FIG. T (a) Transfer probatilities to the left T; and right ¢l
Tf Tr output channels and their sum T as functions of B for
z k = 0.0683 nm™". (b) The flux of the current through the
£ os left and the right ams of the ring n
o 0.8T| ° i
g oz .
0.0200 0.0600 0.0800
° b) K[t



rozpraszanie wielopasmowe

®  Er wzakresie powyzej najnizszego pasma
®  Ogéina funkcja falowa w kanale

.
20 Ty
V(x,y) = E ¢ exp(ik(p)Y) ¥ (x)

p=t

.
16 = —
+ E dy exp(—ik(P)y), P (), (12) 1/\/*

ot - p=2 p=11
. réwnanie dla jednego wej$ modu : k(p')
V) = el elk(e e (x)
i i

+ E a7 exp(—ik(p)y)w, P (x). (13)

p=1

®  wkanale wyjéciowym brak fal idacych do obszaru rozpraszania

.
. 0.0 0.1
YR (x, ) = e exp(ik(p)y) s (). (14
=

® chcemy znalez¢ rozwiazanie HW = EW takie, aby forma funkcji w kanatach byt dana przez

(13)i(14)



rozpraszanie wielopasmowe

® B. Szafran, Physical Review B, 84, 075336 - narzucenie warunkéw brzegowych

p
output _ out ; k(p)
WP, y) = Y o explik(p))UP (). (15) o
p=1
. L /|
output 16 = —
OV k(v a7
8}/ F p=2, p=11
P = 2
D i (k(p) — k(")) explik(p)) s (), (16) 2 2f .
p#p w P
® na ostatnim punkcie wewnatrz pudta obliczeniowego
zamiast gérnego sasiada wstawiamy:
k(3
WH,V+1 :WM,V*1 +2Ay [ik(p/)wﬂmV gl [
0.0 0.1
k (1/nm)

P
+ ) i (k(p) — K(p)) explik(P)y)pP (%) | - (19
PP



W kanatach amplitudy rozpraszania wyznaczane przez rozwigzanie uktadu réwnan jak w
1D i jak poprzednio.

Zbieznos$¢ procedury |teracy]nej przedstawia tabela:

torno. | 1o | I Llare | e | e [ 1e e | et | Jast | @t | e
1 0. 0002 0.0002 0. 0 13 0.0270 0. 1056 0.0181 0.0251 0.0002 0.0003 0.0000
2 0.0000 0.0000 0.0100 0.0252 0.1087 0.0213 0.0319 0.0001 0.0000 0.0000
3 0.0000 0.0000 0.0101 0.0256 0.1045 0.0208 0.0300 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.0000 0.0000 0.0100 0.0253 0.1056 0.0206 0.0303 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0100 0.0254 0.1056 0.0206 0.0303 0.0000 0.0000 0.0000
Rachunek ustawiony dla wejécia z 3 pasma, p’ = 3 przy B = 0.01T.
zostaje wyliczy¢ G
pstwo przejécia z p’ na wejéciu do g na wyjsciu
out |2 .
|G Jq
Tog = |2 x =, (18)
cn Jor
fol
Jq and jp - strumienie pradéw dla odpowiednich modéw p’q
pstwo przejécia z p’ na wejéciu do g na wyjéciu
Pstwo przej$cia wysumowane po wejsciowych
P P
T(E) = E E Togs (19)
p=1 g=1
Formuta Landauera -
2¢ of
— (E) | —==) dE, (20)
h OE



