Stany zwigzane: metody dla probleméw wielowymiarowych
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dwuwymiarowy oscylator harmoniczny
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° = Hy + ys x**%m‘FémowXX

® Hypn(Xx) = (nx + %)hwxwﬂx(x)

® 4y (X) = Cny exp( )Hn( T9% x), gdzie Hp - wielomian
Hermite'a=1, z, 22 71 28 — 3z, etc.

oscylator izotropowy w = wy = wy, V = f"w 2,
En = Eny,ny = hw(1 4+ nx + ny) = hw(d + n) ;5 (X, ¥) = Yny (X)ny (¥)
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stan o energii (1 + n)hw , jest n krotnie zdegenerowany. Zazwyczaj stopier degeneragcii
(liczba zdegenerowaych stanéw) roénie z energia.
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metoda czasu urojonego -wiecej niz 1 wymiar

® shooting - nie dziata powyzej 1 wymiaru (pomysle¢ o strategii poszukiwania rozwigzania)

® metoda czasu urojonego - uogélniania na dowolnie wiele wymiaréw, dodatkowych stopni
swobody (spin), etc.

® aplikacja: 2D oscylator harmoniczny

° H= 7%V2 + 3m(wix® + wiy?)

® poziomy energetyczne En, n, = hwx (e + 3) + hwy(ny + 1)
® siatka 2D, W; = V(iAx, jAy), Ax = Ay = A

® jteracja V := V¥V — aHWV

2
* Vi =Vj—a [T:AZ (\Vm JtVicr i+ Vi + Vg — 4‘Uf,,') + Fm(wix? + ufy,z)‘uf,/}



metoda czasu urojonego 2D

® poziomy energetyczne En,,n, = hwx(ny + 1)+ hwy(ny + 3)

® wy =10meV, w, =20 meV

. T 15meV(nc =n, = 0)

T

3

. 25meV (ny =1, n, = 0)

r’f

W e e e e we @ 35meV (ny = 2,n, = 0)

° T 35meV (ny =0, n, = 1)



® aplikacja: 2D oscylator harmoniczny, diagonalizacja Hamiltonianu
2
* H=—LvV2+ Im(wix® + wly?)
® poziomy energetyczne En, n, = hwx(ny + 1)+ hwy(ny + %)
® siatka 2D, W; = W(iAx, jAy), Ax = Ay = A
2
® Hy; = [—Z;T (‘Um,,' FVigj+ Vi + Vi1 — 4‘1’;,/‘) + Fm(wix® + wi}’f)‘“i,/‘]

® do diagonalizacji musimy przenumerowac¢ indeksy — kazdy punkt w macierzy podany jednym
numerem

e (i,ye(:N,1:N),n=i+({—1)xN

® odwrotna przyporzadkowanie : j = (n — 1)/N + 1 (dzielenie bez reszty), i = n— (j — 1) x N

2
© HWy = [ (Wt + Wot + Wow + Voo — W) + Sm(wix? + w2y?) W,

2m.
® Macierz do diagonalizacji - o 5 przekatnych,

® Uwaga: sama macierz w 2D ma wymiar N2 x N? - ale jest rzadka i ma uporzadkowang
strukture, 5 przekatnych, poza diagonalg 0 lub okreslona warto$¢

® Wymaga precyzyjnego doboru specjalistycznej procedury do diagonalizacji, metody,
all-purpose, wykluczone poza etapem testéw

® metoda czasu urojonego: wymaga minimalnej ilosci pamieci - tyle ile zajmuje diagonala
macierzy (informacja o potencjale)



Atom wodoru: metody dla problemoéw wysokiej symetrii
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moment pedu 3D

o [[2,[,]=0

s,
® [, = 7/?‘1% 60,0
P _ _2f 1 8 (cnpd 192
o L= ont gy (nods) + S e b e
® operator nie zawiera r, a wiec jest przemienny z kazdym V(r) Q
_ h2 o2 2
® ponadto H = V(r) — %V o
o v2_ 02 20 _ 12 .

ar2 r or r2

* [H,[%1=0



moment pedu 3D

L
A 5 . 52
o L=—ing, =-n?; 2 (sno ) + S5
o L2V =PI+ 1)y ) S — my =2
® energia dla potencjatéw radialnych zaleze¢ moze tylko od /,
degeneracja ze wzgledu na m . ]
__________ me =

® /=0,1,2,3, orbitale s, p, d, f,
m=—/l,—I+1,...,0,1,...,/—1,/

° LY = rmYP"
® Y"(0,4) = N'P[(cos ) exp(imp) oo
® P - stowarzyszone wielomiany Legendre’a,

PI" = Cn(1 = x*)"/2 &5 PI(x) bt

L=l +0h
=6




atom wodoru

TABLE 4.7:  The first few radial wave functions for hydrogen,

Coulomb potential energy vs radial distance and Rur 1. —
i s s qcuantlzed eneﬂrgz Ie:/el,s 8893 Rip =22 exp(~r/a)
'JUDD ERE ] # ?‘: ﬁ ® % 4433333 )exp(—//Za)
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r\2
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£ ” Z) exp (—r/3a)
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00 e Rp=a® (L) exp B30
000 distance from ncus ) Rm:%a'm(l—%% &) (L)) exp e
f " : 2 ; Ry= 5 ﬁ-(nfil+ L (7) ) Lexp (-rtdey
rozmiar orbity - proporcjonalny do n° (atom wodoru moze 1= Tev3 7 a))a
¢ i ielki -1 (- Lry(r -
by¢ dowolnie wielki) Ry=_Llza 3. (1 5 a)( ) exp (—r/da)
atomy rydbergowskie, n — oo =L (L exp i
76835 @

jony wodoropodobne, EZ = —Z?E!N, &% = ay/Z. .



widmo i potencjat kulombowski

Electron wave functions of atomic hydrogen R,,(r)

A o 2AT) = —(V)

2s Mp ® prog continuum

T E

r/10-19m
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Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

Hamiltonian w jednostkach atomowych H = —Z

dyskretyzacja na siatce z krokiem Ar, r, = nAr, W, = W(rp)

HY |~y = WoW

E

VYni1+V¥p—_1—2¥n

Vi1 —VYn_q

2ar2

1 1
A,z + W1 _ZA,z = 2nar
2Ar2 + 2’2A’ Ar2 + W2

2A,2 + 2(3AV

vy
P
Vs

2rpnAr

, gdzie W, =

vy

Vs



Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

® Hamiltonian w jednostkach atomowych H = —Z — } (9—2 +25 - )

® dyskretyzacja na siatce z krokiem Ar, r, = nAr, W, = V(ry)

Vo, 14V, 1 —2¥p Vi1 —VYno . I(1+1
° _ _ Vnp1t¥not _ Ynr1=VYn1 _ gy oz
H\U'r:rn = Whv, N ST , gdzie W, = 72’5 n
L]
1 W 11 vy
v + ' BE ~EmE 1 0 1 ... 0 0 vl
~ a2 T 2par a2z T We T2a2 T RAF - 0 0 W _
S IR B 4w 0 0 8 -
a2 T 2RAr N 3 T o
Yy
vy
V.
E 2

® problem : macierz po dyskretyzacji nie jest hermitowska ze wzgledu na pierwszg pochodng
® jesli macierz jest hermitowska, to wartoéci wiasne rzeczywiste, a funkcje wtasne ortogonalne

® utrata hermitowsko$ci macierzy jest kosztowna numerycznie - inne procedury numeryczne do
uzycia (do macierzy ogélnych, a nie do hermitowskich)



Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

® Hamiltonian w jednostkach atomowych H = —Z — } (6—2 +22 %)
o HY = EW

® wyeliminowa¢ pierwszg pochodng



Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

Hamiltonian w jednostkach atomowych H = —£ — 1 (9—22 +22 - ’(’,%1))
HV = EV

_ 900 ; ; ” 4 ;
V= 7’ ¢(r)- funkcja pomocnicza. Wstawi¢ do réwnania wtasnego.

réwnanie z operatorem drugiej pochodnej jak dla 1D z potencjatem efektywnym
asympotyki: r — 0 jest W, = r'f(r), r — oo jest W, — 0

¢(r = 0) = 0 niezaleznie od /, tj réwniez dla / = 0 (dlaczego ?)

¢(r = R) = 0, gdzie R - odpowiednio duze

problem do rozwigzania jak dla nieskoficzonej studni potencjatu z dodatkowym potencjatem
wewnatrz

dobdr: R - tak aby nie wptywat na rozwigzanie w interesujacym nas zakresie



Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

wyniki 200 oczek siatki, Z = 1, E, =

1

—52 wyniki w funkcji Ar

01 0z 03 04 05 06 07 08 05

nizej , wynikidla / = 0 przy Ar = 0.1.

=

dla n = 2 oraz n = 3 pudto jest zbyt mate -
studnia nieskoficzona podnosi energie. Mamy
atom we wnece potencjatu, zamiast atomu w
pustej przestrzeni.

fcja pomacnicza

dla zbyt duzego Ar - problem z doktadnoscia
problem z doborem Ar, lub R - metoda
réznicowa nie jest wariacyjna.

nie mozemy patrze¢ na minimum, najwyzej
mozemy patrze¢ na plateau

tam gdzie najmniejsza zalezno$¢ od Ar - tam

rozmiar pudta minimalne znaczenie dla
wynikéw



Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

wyniki 200 oczek siatki, Z = 1, E, = 7ﬁ, wyniki w funkcji Ar

nizej fcja pomocnicza, wyniki dla / = 0 przy
Ar=0.1.
® tutaj: funkcja falowa

e
V=7

feja pomocnicza

energie dla n=1,2,3 -0.4987 -0.1249 -0.0502

uwaga zniesienie degeneracji przypadkowej
przez doktadno$é rachunku




Numeryczne rozwigzanie radialnego réwnania Schroedingera

® wyniki 200 oczek siatki, Z = 1, E, = —ﬁ, wyniki w funkcji Ar

® tutaj: funkcja falowa
v=2

r

® nizej fcja pomocnicza, wyniki dla / = 0 przy
Ar=0.1.

feja pom:
L]

o

@ cnergie dia n=1,23 -0.4987 -0.1249 -0.0502




Twierdzenie wariacyjne. Metoda wariacyjna.
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Twierdzenie wariacjne

® HV, = EpV,, E < E2< E3-<-
® & - dowolna funkcja falowa

(P|H @)
(o]®)

(P|H @)

® Twierdzenie wariacyjne: (®[®)

> E; oraz

= Ey < & = aV¥y, gdzie a- stata

® uzasadnienie: ® = Z” cn|Wp) (funkcje wiasne H tworzg baze zupetng w przestrzeni funkcji
catkowalnych z kwadratem i ciagtych z pochodng).

® ponadto, poniewaz H jest hermitowski jest to baza ortonormalna (W, |W,) = 6mn

® licznik: (®[H®) = > crnen(WmlHVn) = cren(Wm|EqaWa) =
Y EnCnca(WmlWa) = 3~ Encicadmn = > Enlcal?

* mianownik: (®|®) = %" crea(Wm|Wa) = > [cal®

® dla unormowanej ¢ jest Zn leal? =1

m

® nieréwnos$¢ w tezie tw: bo E, > E;

® réwnosé gdy Vpsz|cnl? = 0, czyli ® = ¢ Wy, z |cy| = 1



Metoda wariacjna

® |m blizej doktadnej funkcji falowej, tym nizsza warto$¢ oczekiwana energii.

® Metoda wariacyjna: funkcja prébna z parametrami wariacyjnymi, po ktérych minimalizujemy
warto$¢ oczekiwang Hamiltonianu.

o [T ewn(=pxP)ax = \/n/8

® & = (2a/7)"/* exp(—ax?) z « jako parametrem wariacyjnym przykiad : oscylator
harmoniczny

—h2 2 mw
L]
H= 222 X

H
* ooy = (GIH @),

2 52
<@ - e = fa= (D

o (o] m2xP0) = me2 — ()
o (Hy=(T)+ (V)

® minimum po « , « tzw. nieliniowy parametr wariacyjny

>

o U _0a=meiE=

hw
2




przyktad drugi: potencjat x*

o [7 en(~Bx)dx = \/x/5

® & = (2a/m)"/* exp(—ax?) z o jako parametrem wariacyjnym

2 2
"2 &

¢ H= 5~ %5 + Do x
2m  px2 212

h2 02 @y _ B2, _
° (‘N*mmq’)—ma—“—)

2
(o1 7 x0) = waiz = (V)

oH) _ _ 2/3 3 _mw2n2 93
® St =0,a= oL )2/3("7‘*’) IE_8(m2 2M)2/3



Twierdzenie wariacjne

. f exp(— dX—\/ﬂ'/ﬁ
&=
E =

(2a/7)"/* exp(—ax?) z a jako parametrem wariacyjnym o = (mw)?/3i

V3
2(hL)2/3
3 _mw 2 2 \f
8 (mw 2m)2/3
® "doktadnie" dla m = 0.067, hiw = 5 meV, x/ = 30 nm, E; = 1.6755 meV

® wariacyjnie: (H) = 1.709 meV, poréwnanie funkgji falowych

0.045 T T T
0.04 wariacyjna
0.035 dokladna
0.03
0.025

= 0.02
0.015
0.01
0.005

]

-l00 50 1] 50 100 150
. x(nm)

® poprawiaé¢ dalej — zwiekszy¢ elastycznos$¢ funkcji wariacyjnej, nowe parametry, albo baza



Metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza: baza funkcyjna

dany operator H
v = Zn cntbn funkcja prébna jest superpozycja funkciji liniowo niezaleznych i unormowanych

Minimum energii po ¢, nazywanych liniowymi parametrami wariacyjnymi. Problem
wyznaczenia ich optymalnej warto$ci jest liniowy.

(UW) =3 cnon(wmltn) =) CrnSmn = 1

(VIHV) = Zmync;wcn<wm|Hwn> = Zmync;anHmn

minimum drugiego réwnania z wigzami pierwszego

% (Zm,n i CoHmn — A [Zm,n CCnSmn — 1]) =0, X - nieoznaczony mnoznik
Lagrange’a

% (Zm‘n ¢ CoHmn — A Zm,n c;,cnsmn) =0

Zm,n SmkCnHmn — A Zm,n OmkCnSmn = 0

Zn CnHkn - Zn c,,Skn =0

Hc = ASc - uogdiniony problem wtasny Hamiltonianu, A nabiera sensu wartosci wiasnej

energii macierzy H, poza tym jest A = <j’;,*|’®“)’>




metoda Galerkina

® metoda Reyleigha-Ritza - gdy stosowalna - jest rownwazna metodzie Galerkina

® HV(x) = EV(x) — HV(x) — EW(x) = 0 (silna forma réwnania - tutaj Schroedingera, ale
moze by¢ dowolne)

® rozwigzanie prébne W(x) = Zk cm¢m(x) - baza niezaleznych liniowo funkcji

m=1
o > CmHom(x) — ED % cmbm(x) = z(x) na ogét 2(x) # 0, z residuum
® metoda Galerkina: zgdanie ortogonalnosci z do kazdej z funkcji bazowych ¢,
o > (alHom)Cm — ED " (nldm)Cn = (¢n]2) =0

* Yy Homtn = 37 S =0

® Hc = ESc - to samo ugdlnione réwnanie wtasne jak w metodzie RR

® gdy baza obejmie catg przestrzen - znika miejsce na btad - zbieznos¢ rachunku



Twierdzenie wariacjne

_ —n? 92 2.4
" H= A
® baza: fi(x) = (22)"/* exp(—a(x — x;)?) - gaussiany roztozone

wzdtuz osi x, ze srodkami x; = (i — n/2 — 1)dx

nieliniowe parametry wariacyjne «, dx

oy = Z; cifi(x) )
® Hc = ASc o dow mopm o
* Sy = exp(—5 (% — X))
° Hj=
Si 25 (1= ali—9)2) + V (F 0 +x)* + &+ 62 + 225 ) ]

. ® 0% pozioma: dx w nm, o$ pionowa « W j.at., kolor: energia
wmeVn=3

® min:dx =14.3nm,a« = 1.3e — 5, E = 1.6761 meV

® przypominamy doktadnie: E = 1.6755 meV, z jednym
gaussianem (E) = 1.709 meV




Twierdzenie wariacjne

baza 5 funkcji: dx = 10.5 nm, a = 1.66e — 5, E = 1.6760 meV

® przypominamy doktadnie: E = 1.6755 meV, z jednym gaussianem (E) = 1.709 meV

uzyskaliSmy rozwigzanie wysokiej precyzji rozwigzujac problem wtasny 5x5, zamiast np.
100x100.

® zysk obliczeniowy z rachunkéw w bazie: roénie gdy wigcej wymiaréw

inwestycja polegata na wyznaczeniu (catkowaniu) elementéw macierzowych oraz
minimalizacji po parametrach nieliniowych

elementy wyznaczono catkujgc analitycznie, ale automatyzacja z catkowaniem numerycznym
jest mozliwa / prosta

minimalizacja w wielu wymiarach jest problemem trudnym - niekiedy unika sie go, albo
ogranicza do optymalizacji jednowymiarowej. procedura wielokrotnego rozwigzania problemu
dla réznych funkcji bazowych

rachunek z bazg funkcyjna: metoda Galerkina, do ktérej nalezy np. metoda elementéw
skonczonych

® w MES: zamiast nieliniowych parametréw wariacyjnych, elastyczna baza funkcyjna
minimalizacja wytacznie po liniowych parametrach wariacyjnych - przez rozwigzanie liniowych
probleméw algebraicznych

podobne podejscie w metodzie oddziatywania konfiguracji dla probleméw wielociatowych



Metoda wariacyjna. Przyktad - widmo atomu wodoru

® Znamy rozwigzanie analityczne dla at. wodoru.

jako ¢éwiczenie - rozwigzanie w bazie gaussowskiej
S Vy=) f(x,y,2)
® gdzie fn = exp(—amr?)x™ y™ z™z

® Spn = (fm|fa) = I(mx + nx, am + an)l(my + ny, am + an)l(m; + nz, am + an)

oo 2k—1)1t
° J(2k :f x2K exp(—ax? x:\/z(
(2k,a) = [~ x* exp(—ax?)dt e
® Ton = (fn] — 1V2)
mn = \'m 2 n
© T =l = 150 = 12l 2h) =
Hmy + ny, am + a8))l(m; + n;, an + @) [mnd(my + n, — 2, am + an) + 4apa,l(m, + n, + 2, am + an) — (2apn, — 2a,m,)I(my + n,, am + an)]

® Vi = (fm| — 1,|fn)
® f = exp(—amr?)r™ MMz co5(0)M2 sin(0)™ T cos(¢)™ sin(¢p)™

2m

° Vm:—f ,m,ﬂ,m,m,,.‘m,+|d,exp(7(amH"),z)f Sin(g)m,mm,quef Sin(B)™ Y cos($)™ ™ dp
o o 0



Metoda wariacyjna

® Znamy rozwigzanie analityczne dla at. wodoru. ° A T S R

® jako éwiczenie - rozwigzanie w bazie
gaussowskiej

® Wy = Zm fm(X, ¥, 2)

® gdzie fn = exp(—amr?)x™ y™ 2™z

® an=ay/m*®, me+m,+m,<n
® po prawej:

® n =2, jedno a, 27 elementéw bazowych o s
® n=2,dwa a, 54 elementéw bazowych

® n = 2trzy a, 81 elementéw bazowych




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

® modut z funkcji falowej



Metoda wariacyjna. Przykfad 2. najprostsza molekuta kowalencyjna

jednostki atomowe me = 1, mp, = 1836
o H—__1vy2_ vaﬂ

2meg 2mp

i _1_ 1

"pyp2 n 2

® mp >> me : elektrony poruszajq sie znacznie szybciej niz
protony. mozna w przyblizeniu zwanym p.
Borna-Oppenheimera:

elektrony widzg protony jak czastki klasyczne, natomiast
protony widzg tylko gesto$¢ tadunku elektronowego

1 2
~ 2mp vp2 +




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

® jednostki atomowe me = 1, mp, = 1836
2
* H= 5V~ 55 Vi *2mpvp2+rp1p2 -5 %
® mp >> me : elektrony poruszajg sie znacznie szybciej niz
protony. mozna w przyblizeniu zwanym p.
Borna-Oppenheimera, potraktowaé protony jako nieruchome
czastki klasyczne

® H. elektrony: He = —mvz l1 - é
® HeWe = EgWe, Etfor = Eo + 2
® rachunek wariacyjny
Vo= "ok = ; crexp (—ak1 2 — akzrzz)
[ ]

S = (flfi), Hu = (fx|Hefi)
° dIaA:aka:azkz,C:51,1,D:az,2

4 (4+0)(8+D)
TATEICID

Sy = /2 /(A+ B+ €+ DF/2 exp(— D)

® - (B(A‘ B)(C 4 D) H(E0—A0) ) rl— Af(A+C)(i;D)’7

TA+B1c1D)

e

BT

2a(8+D)

GrarcrorT

4 (A+0)(8+D)

AtBio+D )—
)

2a(510)

erf(

exp(—

abicio 2a(AtC) 42 (A+0)(8+0)
2(aro) N GaratroropE P




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

n n 2 2
o Y, = Zk cefy = Zk Ck exp (7ak1 rZ— aszg)

® ap=a;/m
® 33n=3x%x3

-0.92

"fort. 1212 —

-0.94

-0.96

energia elektronowa vs parametr wariacyjny a; dla ustalonej
odlegtosci proton-proton




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

n n 2 2
o Yy, — Zk ckfx = Zk Ck exp (73;(1 rZ— asz’g)
® ap=a;/m
® 33n=3x3
2
Etot
1.5 o
1/(2a)
1
0.5
20 T
b
-0.5
-1
1.5
-20 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
L4 a(i.at)
® optymalna energia w funkcji odlegtosci proton-proton
® energia elektronowa, catkowita, energia odpychania
protonéw




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

n n 2 2
oy, = Zk cefi = Ek Ck exp (—ak1 - aszg)

® an=a/m
® 2,n=3x3
0.4
0.3f
0.2}

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
° a(j.at)

® energia catkowita. Doktadny wynik: odglegto$¢ réwnowagi
2a = 1.997, energia catkowita : E;t = —0.6026

® zwrdci¢ uwage na problem z granica duzego 'a’




Metoda wariacyjna:najprostsza molekuta kowalencyjna

e L
-0.6 E

1 15 2 25 3
. ali.at.)

energia catkowita dla n = 5 x 5. Doktadny wynik: odglegto$¢
réwnowagi 2a = 1.997, energia catkowita : E,x = —0.6026

(J.Chem.Phys 53, 851 (1970))

energia wigzania wzgledem rozpady na H oraz H+:

Eping = —0.5 — Ejor = .1026(j.at) = 2.79 eV
doswiadczalnie (Wikipedia) energia wigzania jest mniejsza:
drgania poduktadu protonéw, dla ktérych E;t(a) petni role
potencjatu




Rachunek zaburzen
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Rachunek zaburzen

Do rozwigzania problem wtasny HV, = E,W¥, (¥)

przy czym H = Hy + AH’

rozwigzanie HyW% = ESWC znamy, a X jest mate
o W, =Wl w4 22

® E,=EY+AE} + NE2 ...

poprawki ortogonalne do 0-wego rzedu \Il}, = E 1 a,w? (**) podobnie dla wyzszych
poprawek

® wstawi¢ rozwnigcia do (*), poréwnaé wyrazenia z tym samym rzedem

rzad 1-szy : HoW! + H'WO = E0w! 4+ Elwo

wyrzutowaé na W0, skorzystaé z (**) E} = (WO |H’|w9)

wniosek: poprawka pierwszego rzedu do energii to "metoda wariacyjna bez parametréw":
wniosek ES + \E} > E,



Rachunek zaburzen

® Do rozwigzania problem wtasny HV, = E,V,, (*)

przy czym H = Hy + AH’

o W, =Wl w422
® E,=ES+AE} + N2E2 4+ ...
cwL=> av). (")

rzad 1-szy : HoW) + H'WO = ESw! + Elw?

wstawi€¢ (**) do rzedu pierwszego, wyrzutowac na \U? zl#n

L)

- 0 0
En_E/

powyzsze: poprawka pierwszgo rzedu do funkcji falowej



Rachunek zaburzen

rzad drugi : HoW2 + H'W! = EQw2 + Elw! 4+ E2u0

wyrzutowaé na W9
® EX = (V)H'|W})
RIS

A
- 0 0
En_E/

o E2_ Z WOIH WD) (WO H WD)
n = I#n ngEIO

powyzsze: poprawka drugiego rzedu do energii

wniosek E§ dla stanu podstawowego - ujemna



8

° \_/

® H- rozwigzanie od Schroedingera. Dla uktadéw oddziatywujacych brak $cistych analitycznych
rozwigzan.

o

® najprostszy atom dwuelektronowy - hel

2
° H:h1+h2+4.ﬁ§W

2 Ca
e h — _hSg2 _ _Z
hi = 2mvi dmeqli



fermiony i bozony

® identyczne czastki (np. elekrony w atomie) sg nierozréznialne, nie mozna ich ponumerowaé
° |w(1,2,3,...)2=|w(2,1,8,...)]2 = |P2¥(1,2,3,...)

® operator zamiany indekséw czastek jest hermitowski, warto$ci wiasne - rzeczywiste +1

* v(1,2,3,...)=+V¥(2,1,3,...),te z’- - fermiony, te z '+ bozony,

® s - potéwkowa - fermiony (elektrony, kwarki)

® s - catkowita - bozony (fotony, mezony)



2e - singlety i tryplety

® $lxms) = Ms%|xms)
® dla elektronéw ms = +1

® brak sprzezenia spin orbita, Hy = E+), separacja zmiennych spinowych i orbitalnych

Y = d(F)xms (o)
® 2elektrony: H = H; + Ho + %
® nietypowy przypadek separowalnego H
® V(1,2) = &(R, B)x(51,52)

® przeciwne symetrie cze$ci przestrzennej ¢ oraz spinowej x wzgledem zamiany czastek
czesci spinowej i przestrzennej



2e - singlety i tryplety

* W(1,2) = &R, 2)x(G1, G2)

® przeciwne symetrie czesci przestrzennej  oraz spinowej x wzgledem zamiany czastek
czesci spinowej i przestrzennej

® symetryczna spinowa S = 1:

® x(o1,02) = X%(W)X%(Uz)y mg =1

® x(o1,02) = X,%(W)X,%(Uz)y mg = —1

® x(o1,02) = %(X,%(U1)X%(02) +xglon)x_1(02)), ms =0
® dlanich ®r(r;, 72) = —®7(72, 1}) - stan trypletowy (degeneracja 3-krotna) S = 1

® antysymetryczna spinowa S = 0:

® x(o1,02) = J5(x_1(o1)x3(02) = x1 (01)x_(02)), ms =0
2 2 2 2

® o5(R, ) = ds(Ra, 11)



2e - singlety i tryplety

° or(A, ) = —®r(2, 1)
® g(i, i) = Ps(R2, )
® dla 2 orbitali jednoelektronowych

® &r(F, 1) = 2= (da(1)$6(2) — ¢b(1)a(2))

2
* 05(A.R) = J5(¢a(1)¢6(2) + ¢b(1)a(2))
® zobacz,zedlaa=bjestWr =0

® zobacz, ze dla W funkcja znika gdy ry = ra.
® zakaz Pauliego.

® dla helu stan podstawowy jest singletem, dlatego rachunek 2-elekrony z funkcjg Hartree
(7, %) = 11s(71)¥1s(T) nie tamie symetrii fermionowe.

® Dla 3 elektronéw symetria i spiny musza by¢ uwzglednione w sposéb jawny. Wyznacznik
Slatera.



w stanie podstawowym przeciwne spiny elektronéw. Obydwa zajmuja orbital 1s.

jednostki atomowe: H = hy + hp + é hi=—-1v?-Z

Ti

funkcja prébna W(ry, r2) = Cexp(—a(r + r2)).

rachunek dla hy

Rl !
. fo r" exp(—pBr)dr = B’,’,ﬁ

R 1/2
normalizacja: 1 = (“—3) exp(—ar)

™

12, — _1(8% 228
._va1—_§(87+7§)w1

E dla jednego elektronu : ()1|hy1p1) = "‘72 —Za

L . 2
® minimum energii dla o = Z, wtedy £ = — 4~



® funkcja prébna V(ry, rz) = (0‘73) exp(—a(n + r2)).

* H=h+h+ =

n2

o (WHV) = o? — 2Za + (W|-L |v)

L
f2
° d3r1 d3l’2 = dryridraradriari2dQe

® Qr - katy Eulera - orientacja ptaszczyzny (r1, r2, 0) w przestrzeni

6 oo oo ri+r2
° <\U|i|lll> = 871-2% ‘/;) driry exp(—2ar) fo drry exp(—2ar2)f‘r17r2‘ dr12r12é

oo I'1
1
(\u|r—|\u> = 8a6/ dryry exp(—2ar) (/ drars exp(—2ar)(ry +r2 — ry + 12)
12

0 0

o
5
+/ drar exp(72ar2)(r1 +rn4+n— fg) = goz (1)

"



w stanie podstawowym przeciwne spiny elektronéw. Obydwa zajmuja orbital 1s.

jednostki atomowe: H = hy + hp + i hi=—-}v:-£

Ti

funkcja prébna W(ry, r.) = exp(—a(r + r2)). bez oddziatywania o = Z.

V|HW 2
. <<‘~|’|\“’>> =« 722a+ga
® dla a = Z - rachunek odpowiada pierwszemu rzedowi rachunku zaburzen: E = —Z2 + %Z

® dla zwariowanego «

o & —2q 27+ §, optymalny parametr o = Z — &

® interpretacja : jadro ekranowane przez drugi elektron, a raczej cze$¢ % jego tadunku
CE=-721+57- 2
¢ daZ =2, a=1.6875 E = —2.84765

doswiadczalnie dostgpna energia jonizacji E — ZT



Metoda Hartree

® poprzednio funkcja prébna W(ry, r2) = exp(—a(r + r2)) = ¥1(r1)y1(r)

® szukali$my rozwigzania z orbitalem w formie eksponenty. Uwolnijmy jego forme: metoda
Hartree: W(ry,r2, 13, ..., rn) = P1(r1)a(r2) . . . ¥n(rn)

® funkcja prébna w postaci iloczynu orbitali. funkcja Hartree - przyblizenie czastek
rozréznialnych - elektrony sa ponumerowane, (funkcja separowalna jako przeciwienstwo
splatanej)

® optymalna forma orbitali: taka, przy ktérej warto$¢ oczekiwana energii minimalna z wigzami:
kazdy orbital ma by¢ unormowany

*H= Zihi+%zi1,j:1,i#j%‘j = Z;h’+152i¢j%y

o (Hy =37, [ i hir) + 537, [ [ o ()97 (0) & ey ()



Metoda Hartree

=20 [ whwe) + 535, [ o [ d g ) () () m)

* st = oo f s + 530, [ & [ oPusgwr () () +

2 ZI/ i f dsrl .f dsr’wf r/)(;k” Pi(ri)y(ny) =

fd Thkbr(re) + 3 Z,#kfd%kfd‘"‘r,w, () 7 i (ri)ow (k) +

) Z#kfcﬁr,fd%m, (r,),kj Y (r)vi(r) =

[ Prihipi(re) + Zi#kfd3rkfdﬁr,-w,.*(r,-)#w,-(ri)lbk(rk) =

J [+ X2, [ i () vilr)] win) = [ rilhe+ Via(rol v(re)
o gdzie Viy(r) = Zl_#kfdsr;zp;*(r;)izp;(r, fdsr,\w (r,)\2 L - potencjat Hartree
® teraz wiezy: F = (H) — Z/. i [(ilbiy — 1]

S(F) _ _s(H) [ Prsyd —
et = ot — 2N [ drdke =0

® teraz wiezy:

o 5¢ f dsl’k [hk —+ VH(I‘k) >\k] l/)k(rk) =0
® spetnione gdy funkcja podcatkowa znika dla kazdego Vke [1, N]:

® [hk + Viu(n)] ¥i(re) = Mbi(re) = extbic(ri)



metoda Hartree dla atomu helu

® Metoda Hartree- najlepsze rozwigzanie separowalne
® W(ry,r2) = 1(ri)a(ra)

® 2 elektrony - obydwa zajma orbital s, ¢y = 1, Vi pozostanie sferyczno-symetryczny (mozna
rozwigzywaé réwnanie radialne), oraz réwnanie na jedna funkcje falowa

e Hehiht tzh— -2

=M+ 2+EZ i =2 — 5

® warunek minimalnej energii prowadzi do uktadu réwnan:

2
o h:"‘«/}i(h) = —% — % + VH(I’i)i| w,'(l’,') = E,"lﬂ,‘(l‘,‘) dlai= 1,2,... N

® V- potencjat Hartree, Vi (r;) = fdr/\wj(r/)\z%
® energia catkowita Ejyr = Ei e; — E,, gdzie E, = E,W"‘ Vi)

® uwaga: elektron 1 widzi partnera 2 przez potencjal elektrostatyczny gesto$¢ tadunku (Vi
zamiast i), stad metoda Hartree jest jedng z metod pola sredniego.

® patrz réwniez na funkcje falowa: rozktad prawdopodobienstwa elektronu (1) nie zalezy od
rozktadu elektronu (2). W metodach pola $redniego elektron (1) reaguje tylko na gesto$¢
tadunku elektronu (2) a nie jego aktualne potozenie.

® Hamiltonian zalezy od gestosci tadunku, konsekwencje: 1)réwnanie wymaga
samouzgodnienia 2) réwnanie przestaje by¢ réwnaniem liniowym



Metoda Hartree: najprostsze zastosowanie - atom helu, jon dwuelektronowy

® w rachunkach bedzie potrzebny potencjat Hartree
® Vy - potencjat Hartree, Vi (rq) fdrzlwz r2)|2,12
® V . E = 4mp(r) - réwnanie Poissona w jednostkach atomowych

* V2Vy(r) = +4nlp(n)%, bo p = —|¢[% E = —~V Vy

® we wspotrzednych sferycznych V2 = 2 +28 4 r2t 5 2+ r12 892 + WO‘%

® dla radialnej gestosci tadunku, Vi, symetria radialna, tak ze tylko 2 pierwsze operatory dajg
niezerowy przyczynek

o (L +24) i) = anlu(r)?

® albo rozwigzaé, albo skorzystaé z prawa Gaussa

® 4nr?E(r) = 4rx for r2p(r'ydr’ = —4x j;’ 2|44 (r)2dr’
avy

® E(n=—-=

o [ E(dr = =Vi(ri) + Vi(re), Vil — o0) =

® Vy(r)= f,’K E(r)dr + i gdzie ri dalej niz gesto$¢ tadunku



Metoda Hartree dla atomu helu

® iteracja
@ zaczynamyod Vy =0
© [~ — 2+ Vun] vi(r) = crvn(r)

_ [ 1
@ Vi(r) = f, E(rydr+
O liczymy Eipt = 2¢1 — E,
@ jesli Ey przestaje sie zmieniaé, konczymy iteracje, jesli nie, wracamy do (2)

® rachunek na siatce: 1801 punktéw, pudto o rozmarze 20 jednostek atomowych

€ E, Etot
-1.9997 1.2612  -5.2607
-0.8108 0.9705 -2.5922
-0.9423  1.0522  -2.9369
-0.9002  1.0280  -2.8595
-0.9122  1.0351  -2.8503
-0.9086  1.0330  -2.8530
-0.9097 1.0336  -2.8525
-0.9094 1.0335 -2.8524

N~ WN ==



Metoda Hartree dla atomu helu

s
.
H
&3
E?
!
° ° * rii.at.) ¢
Y . L Iy
® Vy(r)= f,K E(r)dr + i, gdzie rk dalej niz gesto$¢ tadunku
LW
"
o ° ' ? ey !
£15
H
g |\
e
gns !
o ‘v i & & & o wow



Metoda Hartree dla atomu helu

€ Eo Eiot
-1.9997 1.2612  -5.2607
-0.8108  0.9705  -2.5922
-0.9423  1.0522  -2.9369
-0.9094 1.0335 -2.8524

=3

® iteracja

0 wWwN =

® przyblizona interpretacja energii jednoelektronowej : minimalna energia potrzebna do
oderwania elektronu od atomu

® faktycznie: energia jonizacji to Eqr + % czyli - dla wyniku zbieznego: 0.8524



Metoda Hartree dla atomu helu

® rachunek na siatce - wybor

rozmiaru pud'a!1801 oczek wavefunction parameters energy
e~ Z0it7a) Z=2 —2.75
* oy — e~ T2 o= 1.6875 —2.84765
14 Y(r1)Y(r2) best ¥(r) —2.86168
~16 e~ a(MA2)(1 4 cry9) best a, ¢ —2.89112
18 Hylleraas (1929) 10 parameters —2.90363
5 ° Pekeris (1959) 1078 parameters —2.90372

® H~ -energia —0.52775, tylko stan podstawowy zwigzany,
funkcja separowalna nie przewiduje wigzania uktadu

energia calkowita (j.at.
S
P

>

@

® korelacja elektronowa

W

0 40 50 60 70 80 90 100
rozmiar pudla (j.at.)



Hel, stany wbudzone i catka wymiany

(V) Singlet Triplet

o3 L
oy b

—95 L (197 — 1S, (Ground state)

® &r(A, k) = %(%5(71)@#25("2) — ¢as(r1)d1s(r2))
® Pg(R, k) = %(%s(h)fﬁzs(rz) + ¢as(r1)d1s(r2))

° (i) = C T X (minus dla ®7)

catka kulombowska C = f D7s(r1)p1s(re )qbgs(rz)qszs(rz)idn drs

catka wymiany X = [ ¢7,(r1)¢15(r2)$35(F2) das(r1 )7 driar
catka kulombowska: oddziatywanie gestosci tadunku jednoelektronowego

® catka wymiany: poprawka na oddziatywanie kulombowskie wynikajace z antysymetrii czesci
przestrzennej, ktéra zabrania im przebywac¢ w tym samym punkcie

dla He: obydwie catki sg dodatnie

stan wysokospinowy ma mniejszg energig oddziatywania



Metoda Hartree - uogdlnienie na uktady wielu czastek

® N elektronéw:

2
_ N e __ Vi _z
. H,Zih,.g.zi’biﬁ_,gdmer,jf|r,'—rj\,hif—7—7,

® W(ry,r,r3,...1N) = 1(r)Pa(r2)ws(rs) . .. wn(rn)

® warunek minimalnej energii catkowitej jako funkcjonatu +); produkuje réwnania Hartree
2 .
o B = [~ = & + Vu(O)] wil) = cwi(r) dlai = 1,2,... N

® V- potencjat Hartree, Vi (r;) = Z// f dr,-|w/-(r,-)|2%_j

energia catkowita Eior = ZIC,‘ — E,, gdzie E, = Z,-“M Vi)

problem 1) sumowanie z primem: albo rézne elektrony odczuwaja rézny potencjat (z
wykluczeniem i), albo Vi zawiera samooddziatywaniem samoodziatywanie (bez wykluczenia)

problem 2) funkcja Hartree dla N > 2 - nie posiada odpowiedniej symetrii wzgledem wymiany
czagstek

problem 3) brak spinu - brak efektéw spinowych (Il reguta Hunda)

problem 3) elektrony widzg tylko pole $rednie

® 1+2 - rozwigzane w tzw. metodzie Hartree-Focka, 3 - funkcje prébne, rozwigzanie metoda
oddziatywania konfiguraciji



reguty Hunda

® reguly obsadzen dla stanu podstawowego

® 0. powtoki zapetniane sg kolejno. powtoka nizsza w petni zapetniona nim nastepna zaczyna
by¢ obsadzana. (zrédto: decydujaca rola potencjatu jadrowego)

® 1. na ostatniej powtoce maksymalizowany spin (zrédto: oddziatywanie wymiany)

Nitrogen
o Ni:1s22s?2p3 18 2s 2p
Oxygen

o O:1s22s?2p* I8 2s
® Zrodto rysunku: ChemWiki

® 2. Dla danego S maxymalizowany moment pedu (zrédto: oddziatywanie kulombowskie,
interpretacja klasyczna: elektrony obracajg sie w tym samym kierunku by rzadziej sie
spotykac)

® 3. Dla podpowtoki zapetnionej w potowie lub mniej stan podstawowy ma minimalny catkowity

moment pedu J=L+ 3. Dla powtok zapetnionych w potowie lub bardziej: maxymalny J-
zrédto - oddziatywanie spin-orbita.



wyznacznik Slatera

e w(1,2,...,N) =

d1(Dxi(1)  d2(Dxa2(1)  da(Nxa(1) .. on(1)xn(1)

% ?1(2)x1(2)  92(2)x2(2)  #3(2Q)x3(2) ... PN (2)xn(2)
N .

H1(N)x1(N)  d2(N)x2(N)  ¢3(N)xs(N) ... én(N)xn(N)

® w wyznaczniku jednoelektronowe spinorbitale ortogonalne

® x=x412lUbx =x_1)2

zamiana wspotrzednych elektronéw to wymiana wierszy — wyznacznik Slatera zmienia znak

jesli wstawimy 2 identyczne spinorbitale - funkcja falowa zniknie (zakaz Pauliego)

wyznacznik zapisany w postaci permutacji jest kombinacja liniowg N! sktadnikow

zapisaé na tablicy Slatera i warto$¢ oczekiwana energii dla konfiguracji 1s22s atomu litu



Metoda Hartree-Focka

wynik - uktad jednoelektronowych réwnan Hartree-Focka

® Faga(ra) = eada(ra)
® Fa=hat+Ja—Ka

® J, K - operator kulombowski i wymienny

dada(rixa(1) = S0 | [ 222 g (v ) barxalh)

N2

Kada(r)xa(1) = 30 [ 22229 g1, (x| xa) () xe(1)

operator kulombowski wprowadza oddziatywanie Hartree

operator wymienny:

© dziata tylko miedzy réwnolegtymi spinami ({x»|xa))

@® uwzglednia ostabienie odpychania miedzy elektronami przez fakt, iz nie moga przebywac w tym
samym punkcie

@® preferuje réwnolegte ustawienie spinéw (Il reguta Hunda)
@ doktadnie znosi samooddziatywanie



Metoda Hartree-Focka

® [h(1) +J(1) — K(1)] ¢a(1) = eaa(1) dla @ = 1, N, z zatozong KONFIGURACJA
ELEKTRONOWA, NP. 1s22p ... (rysunek), potem iterowane

* Ja(r)xa(1) = Zb [ ) o) da ) xa1)

o Kearmxa(h) = SV, [ 22%2222) 4 (1 xca) o) xo(1)

"2

® J - tani rachunkowo - pojedyncze réwnanie Poissona w jednej iteracji
¢ Joa(r)xa(1) = Vu(ri)¢a(r)xa(1), gdzie

N @F (1) dp(ra)
® Vu(n) = Zb:1 f . 2 ar
® operator Vy jest lokalny - sprowadza sie do mnozenia funkcji przez pewng warto$é

® operator wymiany jest nielokalny - catke trzeba wylicza¢ osobna dla kazdego elektronu

® ponadto, dla rachunkéw w bazie ¢,(r) = 2511 cnfa(r) - konieczne catkowanie dla kazdego b

(elektronu), oraz kazdego (n) - elementu bazowego.
® koszt wzgledem Vi ro$nie N x K razy

® HF historycznie wazny, lecz obecnie rzadko uzywany. Metody pola $redniego - metody DFT
(density functional theory), ktére wprowadzajg w niektérych lokalne, przyblizone potencjaty
wymienno-korelacyjne, ktére po kalibracji pozwalajg na rachunki (tanie i doktadne), zanim do
DFT - metoda oddziatywania konfiguraciji.

® wyniki z HF. Metoda CI.



