rownanie Poissona jako modelowe eliptyczne
funkcjonal dzialania, zbieznos¢, relaksacje wielosiatkowe

Eliptyczne: opisuje stany stacjonarne

Vig = —p
1) Rozklad potencjatu elektrostatycznego
[minimum dzialania w uktadzie tadunek/pole]
2) Rozklad temperatury przy stacjonarnym przeplywie ciepta
[ granica czasowa problemu parabolicznego |

wnetrze

na brzegu musimy okresli¢ wartosc
rozwiazania lub jego pochodnej normalne;

lub zwiazek miedzy nimi
““brzeg * h



Warto wiedzie¢: (zasada maximum)
rozwigzanie rownanie Laplace’a osigga wartosci

ekstremalne na brzegach (dowod np. u Weinbergera) wnetrze

dla metody RS:
Vi = 0

O(i,7) = (®(i—1,5)+ P, — 1)+ P+ 1,5)+ (.5 +1))/4

““brzeg

skoro kazdy punkt z wewnatrz
obszaru calkowania jest srednig arytmetyczng z sasiadow
nigdy nie bedzie wigkszy od zadnego z nich



Z elektrostatyki poprzez metode roznic skonczonych
do rownania Poissona i metod relaksacji 1 nadrelaksacji .

Dziatanie dla uktadu tadunek ( o) + pole :
/ potencjal pola elektrycznego

| B 1 5 (to nie jest energia uktadu
S = / (§E - /)@) dv = f <§(Vq§) — p¢> dv energia bedzie gdy znak

przy p bedzie +)
\ V\

rozktad tadunku funkcja podcatkowa:

tzw. lagranzjan uktadu pole - tadunek
wektor pola elektrycznego

E— -V

S = min - V2= —p

Dziatanie jest najmniejsze dla potencjatu, ktory spetnia rownanie Poissona

}

Zobaczymy to w 1D:



dzialanie a rOwnanie Poissona w 1D

a2 (1 (do\°
S = (d—() — po | dz

—ap \ 2\ dz2
Z warunkami brzegowymi typu Dirichleta
¢z =—d/2) =1, ¢(z=4d/2) =2,

Dla jakiego @ warto$¢ dziatania jest ekstremalna ? (w praktyce minimalna,
bo maksymalna nie istnieje).

Ogo6lny problem minimum funkcjonatu (catki funkcjonalnej)

d/2
Flo(z)] = ] F16(2), &' (2): 2]z

—d/2
b @) ¢Opt (Z) optymalny potencjal: minimalizuje dziatanie
¢Opt (Z ) g - gb(z ) ,.,blisidi’ f)ptymalnemu -
; y )
————— fils <nrrr 1 spetniajacy te same warunki brzegowe |
D= b @) gb(z) — qbopt(z) + av(z)/dowolna funkcja
Pl ciagla z pochodna
~d/2 d/2 7 maty parametr

v(z=—-d/2)=v(z=d/2) =0



$(2) = Popt(2) + av(2)
z definicji: Flp(z)] = Flpopt(2)]

Flo(z)] = _dd/; [loopt(2) + av(z), gbf)pt(z) + av'(2); z|dz

Wartos¢ a=0 jest optymalna:

: v d / - ~1d =
P ( L o Rt GO R e vl EE Y z) =y

a=0
Pochodna pod calke:

12 [0fbd  of[od B
f [a¢aa+a¢faa]a_odzo

—d/2
T 7
( wstawiamy =0 ) U(Z) v (Z>
2\ of of o]
/_d/2 3¢Optv(z> + 3¢Zptv (z)] dz =0



TREY of , 1.
g/szwwt(> éwwt<>]“50

pochodna iloczynu [calkowame przez czesci|

of .. d[of 1 [dof]
a@mﬁ‘(?) dz [a@qﬁl“J} [dva@mﬁ}‘ﬁ”

/dxz [ of d Of ]/(2) laf ()]d/z »

d/? a¢opt dZ a¢0pt a¢0pt —d/?
/ /

dowolna
v(-d/2)=v(d/2)=0

czyli:

e, f d af —0|— rownanie Eulera-Lagrange’a

na funkcj¢ dla ktorej catka funkcjonalna
a¢0p t dZ agbOpt minimalna




Rownanie Eulera-Lagrange’a dla energii ukladu ladunek-+pole

s=/.,. (% (&) —ﬂ@) i [(p.0':2) = 5(6') — po
.

of dof

3gb l dz 09

L /O L d ¢/ L ¢//

d >~ minimalne dziatanie dostajemy
dla potencjatu spetniajacego
roOwnanie Poissona




Dzialanie na siatce roznicowej

a2 (1 {dp\” ‘
_ (=) = po | dx
S /d/? (2 (d:;) p(,) d

v

i
S =: Z TA (5 (¢;1)2 — Pn qﬁn) Zdyskretyzowane dzialanie
/

¢/ - ¢n . @’n—l najprostszy iloraz réznicowy pierwszej pochodnej

" Az

03
oor

Minimum zdyskretyzowanego dziatania p— O dla wszystkich oczek siatki i



S [ 1 0 ) 0o, |
D0 2 (28 O T o) g | =
S

— Z [AZQ ((Qf)n o gbn—l)ém' o (gbn o ¢)n—1)5(n—1)@') — pndm] =

wysumowane z deltami Kroneckera:

0S 1
b A-2 (i — Gi-1) — (ir1 — @) — pi =0

z zasady najmniejszego dzialania

na siatce dostalismy doktadnie takie samo _—
réwnanie, jak po bezposredniej dyskretyzacji A Z -
roOwnania Poissona:

(—ic1 + 20; — Gip1) = pi

d\‘ z ilorazem r6znicowym drugiej pochodne;j
/ /!
—pP = d_¢ — gb @/1 o gbi—l—l + gbi—l — 2§bz’
=z i 5
Az




wartos¢ dzialania:

2

S = /_(1/2 2 \dz o)

pozwala oceni¢ zbieznos¢ procedur iteracyjnych
ponadto: nieoceniona do kontroli jakosci
rozwigzania w metodzie elementow skonczonych
(wybor elementow, wybor funkcji ksztattu)



Zbieznos¢ procedury relaksacyjnej

Przepis relaksacyjny
L e he )

ALZQ (—0im1 + 205 — dig1) = pi| — &) 2

1
Dziatanie: a = Z [2A22 (Cbn - @n—l)g — Pn®n

Przyczynek do a od punktu i:
;i X 207 = (i — ¢i1)” + (Pig1 — 0)° — 2027 pich;
=207 + i1 + D1 — 20i(dimt + Pir) — 2827 pidy

Wyliczmy zmiang funkcjonatu dziatania jesli iteracji poddany zostanie TYLKO i-ty punkt siatki.

(af—a;) X (2A2%) = 207 —2¢7 —2(¢; — d:) (di—1 + i) — 2A02° pi(@; — ;)
= —(is1 + i1 + AP p; — 2¢;)% /2

Relaksacja potencjatu w kazdym z punktow prowadzi do obnizenia wartosci dziatania!
[rbwnanie P. zostanie rozwiazane gdy dziatanie obnizy si¢ do minimalnego]



Nadrelaksacja i podrelaksacja

Git1 + Pic1 + Az?p;
Y
¢ = (1 —w)di +w

(wyglada jak
czgSC starego rozwigzania+czeSC nowego)

Uogolnijmy schemat relaksacyjny: gb; =
do postaci:

Giv1 + i1 + Az py
2

Wracamy do réwnania na zmiang dziatania:

(ah—a;) x (2A22) = 2(¢} — i) (¢ + &5 — (D1 + Piv1) — AZ°py)

1 2
= 2w(w —2) |—¢; + §(¢z’+1 + dioy + AZPp;) | <0dlawe©2)

w =1 relaksacja
w €(0,1) — podrelaksacja - mniej ,,nowego” rozwiazania akceptowane w iteracji
w €(1,2) —nadrelaksacja — stare rozwiazanie jest usuwane z funkcji

uwaga: dotyczy relaksacji punktowej (nie globalnej) !
Na laboratorium zobaczymy, ze globalna niezbiezna dla w>1



nad-, pod- i relaksacja w praktyce (laboratorium)

Rozwiazanie:
_ 2
p=1 o =0 Vip = —p
=0
£ 1 2 1 2
| S = [ (;E —po)dv=[{5(Vo) —pod)dv
petlapo i 2 2
petla po j |
B — (1= W)y + w2 T O g + iy + AT,
4
('Dlj p— (_D;J = I:Iily|__ _I I TTTITT I T TTTTIT I T TTTTIT
o | |
C ' \\
N \\ \\
° 1. B
1.95
T2
11 IIIIII| 1 1 IIIIII| 1 1 IIIIII| 11 111111l

1 1E+1 1E+2 1E+3 1E+4
iteracja



Zdyskretyzowane rOwnanie Poissona jako uktad rownan lintowych

20
Vig=—p 1D Pz = —d/2) =P, ¢(z=4d/2) =P,

I O 2 O O O A
0(-d2) 0(d/2)
Metoda roznic skonczonych qﬁ” o Q5¢+1 + @i 1 — 20;
o ! Az?
Uktad réwnan Au=b
d(—d)2) i
1 00 0 0 ...00 0 /24 A2) _A22p(=d/2 + A2)
1 =21 0 0 ...00 0 S(—dj2 4 2A2) —Az%p(—d/2 + 2A%)
) _9 - 2
01 =21 0 ...0 00 | o(ed2+3a0 b | A p(—d/2 + 3Az)
A= 0 0 1 -2 1 ...0 0 0 U= b(—d/2 1 4A2) —Az%p(—d/2 + 4A2)
00 0 0 ...01=21 o(d)2 — A2) —A22p(d/2 — Az)
00 0 0 0 000 1 o(d)2) d,




niezerowe elementy w macierzy A (N na N), dla 3D rOwnania Laplace’a

\/

macierze sa duze: rozmiar dla 3D: N=10° juz
w najprostszych zastosowaniach

(100 na 100 na 100),

ale do zapamigtania najwyze]

7 X 10° X 8 bajtow = 55 MB

faktycznie dla rownania Laplace’a
wystarczy pamigtac strukture (kilka liczb)

Rozwiaza¢ metoda doktadng czy iteracyjna?



Rozwiazujemy raczej metoda iteracyjna a nie doktadna:

metody ,,doktadne’:

*przepis dajacy rozwiazanie w Scisle okreslonej liczbie krokow

*ztozonos¢ rzedu N3 [(operacje na macierzy El. Gaussa, LU N?)
podstawienie — N?]

* operacje na macierzy — niszcza jej rzadka, pasmowa

strukture (ogdlna macierz double 10° na 10° - okoto 1 TB)

metody ,,iteracyjne”: x:=Mx+c (dla uktadu Ax=b,
macierz iteracji M, r6zna od A)
* kazda iteracja N? operacji
*nie zmienia struktury macierzy
*problem zbieznosci 1 strategii prowadzenia iteracji



uktad rownan: Ax=h

metody iteracyjne, posta¢ ogolna: x:=Mx+c

konstrukcja M: doktadne rozwiazanie uktadu musi spetniac
przepis iteracyjny x=Mx+c
dobrze gdy M rzadka

rOwnanie wlasne Muv; = )\ZUZ

metody iteracyjne zbiezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy promien
spektralny macierzy iteracji M [najwiekszy modul wartosci wlasnej]

p(M)<1



metody iteracyjne zbiezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy promien
spektralny macierzy iteracji M [najwigkszy modut wartosci wlasnej]
pM)<1

uzasadnienie: L Lo
r° =x+e "
7

wektor w k-tej iteracji biad w k-tej iteracji

doktadne rozwiazanie Ax=>b oraz x=Mx+c
et = Me"
M”Ul — )\Z”Ul
e/€—|—1 _ Mk:+160

\ wektory wlasne = uzyjemy jako bazy

€k+1 _ E :Cl)\éﬁJrlvl ;
VAR
index

btad znika do zera z k£ — nieskonczonym wtedy 1 tylko wtedy, gdy cate
widmo mniejsze co do modutu od jedynki



Jak budujemy macierz iteracji?

tak, zeby

1) doktadne rozwiazanie x spetiato: Ax=b oraz x=Mx+c
2) p(M) <1 1 tak mate jak to mozliwe
asymptotyczny wskaznik (tempo) zbieznosci: R _=- log, ,[p(M)]

(rate of convergence)

konstrukcja iteracji tak aby Ax=b, x=Mx+c

Metoda Jakobiego dla rownan

A=B+C produkowanych przez 1D Poissona:
(B+C)x=b
_ . . : 2 1 0 0 0 0 ... 0
Bx=b-Cx (B — musi nieosobliwa) D9 1 0 0 o0 o
x.=-BI1Cx +B1) o 1 -2 1 0 0 ... 0
M= -B'C. ¢c=B'b A=l o .. 0 1 =21 0 o0
__ metoda Jakobiego: B=D, C=(L+U) 8 8 v 0 (l) —12 _12 (1)
\o 0 0 ... 0 0 1 -2
s e e e e 001 0 0 00 ..0
Ut R R R 0 0 1 0 1 0 00 ...0
S i R 0 01 0 1 00 ...0
Dk ,
0 PR i 0 0 L+U= , ,
LR e 0 ... 0 1 01 0 0
e 0 0 -1/2 0 00 ... 0 10 1 0
0 0 0 0 O Bl 00 0 ... 01 0 1
\0 0 0 .. 00 1 0



x:=-B!'Cx +B'b

wybor Jakobiego: B=D, C=(L+U),

=120 0 0 0 0 0
0 _1/2 0 0 0 0 0
0 e S T 0 0
i Y 0 . 0 _1/2 . : :
0 0 0 0 _1/2 ) 0
e Qo bl

Ot T e
x:=-D1(L+U)x +D'b
Kk Ak 2
Pt Lt + i piAz

: 2 2

L+U=

M =

0

1/2

0

)

—

(
(
(
0

0

0

0
0

1/2

0

1/2

~—

0

1/2

0

0

)
0

0 0
0 0
1 0
1 0

0
0

0
0
1/2

1/2

0

0 1/2

0
0

—_ o = o

0
0
0

1/2
0
1/2
0

W rownaniu wystepuja dwa wektory (dla iteracji k 1 k+1)
Metoda Jakobiego to relaksacja globalna

Czy zbiezna?
aby wykazac¢: widmo macierzy M.

0
0
0

0
0

0

0
1/2
0
1/2

0
0
1/2
0




wybor Jakobiego: B=D,
— /T L TT)
. 0 1/2 0 0 0 0
/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2 0 0

"
—~
R

M=t 0 ... 0 /2 0 1/2 0
0 0 ... 0 1/2 0 1/2

0 0 0 ... 0 1/2 0

\ 0o 0 0 ... 0 0 1/2

widmo wartosci wlasnych: (N=20)

1.0

0.0
7\' |

metoda zbiezna!

0.0 -

[}
[ J
05 it
° :
* ol I \ |
. /V-oz L
.1 0 R - N Y S D S

0 4§ 12 18 20

: zmienia znak

0
0
0

0
0

1/2

0

zgasnie,
przy iteraCjaCh R VR TRSTRY

M= -B'C, ¢c=B'b

Mv=Av

sktadowa
bledu b. wolno

\ gasnaca w iteracjach

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

sktadowe btedu

0 przecigtnej zmiennosci
przestrzennej najszybciej
.. 11 gasna witeracjach

I



macierz iteracji Jakobiego: formuty analityczne na wektory 1 wartosci wiasne

N — liczba oczek siatki k=IN

k
A\ = cos(—j




macierz iteracji Jakobiego: formuty analityczne na wektory 1 wartosci wiasne

N — liczba oczek siatki k=I1N

0.4r

0.0

0.3 F
0.2 F

0.1F

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

4 B‘HKM 20

1.0 ree
0.9

0.0 F

kT
N—l—1)

A = cos(

vi(2) = sin(

ikﬂ)
N +1

v

N+1)

im gestsza siatka, tym
argument cosinusa dla k=1
blizszy 0:

p(M) = cos(

v v

:1—
N1 S

cos(

bardzo przykra wiadomosc:
iteracja tym wolniejsza

1m gestsza siatka!
(wigksza liczba punktow N)




Gauss-Seidel : Ax=b — Bx=b-Cx

B:(L+D), C:U / .'I-'k+1 = —D_lbr;l’fk — D_IL';Ifk+l —I— D_lb
(L+D)x""1=bp-Ux*
ka+]:b- ka_kaH

w zastosowaniu do rOwnania z dyskretyzacji Laplasjanu:

L 1, 1 ... 1
e = U + Z L — 2

2 2 27 (%)
[yt /[0 1000 0\ [/}
vyt 0001000 b (Srednia arytmetyczna:
ahtl 1000100 ah z sasiada z prawej strony
2kt 91000010 2k z poprzedniej iteracji
Zht 00000 1 zk oraz z sasiada z lewej strony
\ «itt ) \0 00000/ \ak )  ziteracbiezace))

00000 0) /z”l\ [ 1)

100000 rh+l o
rowno$¢ (*) mozemy stosowac 1 [ 0 1 0 0 0 0 ;z:gﬂ A2 | py
jak przepis iteracyjny bo sasiad +j 001000 il T 9 P4
z lewej juz policzony 000100 ritd 5
(przegladamy od leweyj) \0 000 1 0/ \ gkt \ 26 /



Ak Ak ' ,-./2
Jacobi: kvl i T+ [)-ZA,@

Jacobi: (relaksacja globalna catego potencjatu)
for i=1,N

xn[i]=(x[i+1]+x[i-1])/2
X=XN

.k SR+1 Wi 2
- 11:_' 7 11:' - ,}I" _..‘:’-.
k41 i+1 i—1 Pisls
Gs: =T

= =

GS: (relaksacja punktowa)
for i=1,N
x[1]=(x[i+1]+x[i-1])/2

mniej pamigcl wymaga,

Zobaczmy na laboratorium, ze jest rowniez szybsza
spOjrzmy na rozwigzanie problemu wlasnego

dla macierzy iteracji



x:=-B'Cx +B'b

M= -B'C, ¢c=B'b

w metodzie GS faktycznie

M sig stosuje juz rozbita na sktadowe
dla potrzeb analizy musimy

ja jednak skonstruowac

—
Gaussa-Seidla: B=(L+D), C=U

M =

/O

0

Re [V]

0.0

04
0

o o] = [l G e ST o

Cl\gl}—tg:l}—koolr—»hlr—tle o

;l*—‘OOIP—‘hBIP—‘l\DIH oo

o

Rl =o = O O

1.0 e
0 . e
0 \ (dla dyskretyzacji , 18- * jestzbieznal -
0 operatora Laplace’a) L :
0.6 -
0 -y I o ]
1 0.4+ o .
iy S |
4 0 2 L . _
Ll |.?.?.f.?.9.;
0 '00 O R Y
1 GS — (im wicksza warto$¢ wlasna N

20

tym wolniejsza zmiennos¢
wektora wlasnego)

relaksacja GS ma wlasnos¢
wygtadzania bledu (error

smoothener)



metoda Jakobiego vs relaksacja Gaussa Seidla

wektory wlasne: rozne dla J 1 GS



Jakos$¢ ,,rozwiazania”: Ax=b przyktad numeryczny
pozostatosC (residuum):  r=Ax-b

problem modelowy: 200 punktow start od ¢p=0
V2= 0.00
¢(']) :¢(1) =0 -0.04
po=exp(-100 x?)
R=suma r, .0.08
. R
7 -0.12
-0.16
_0.20 | | | | |

0 10000 20000 3000C
iter



GS vs Jacobi: start od wektora najkrotszej ,, dtugosci fali”

2000000 —

-40000.00

200 punktow

00000000

1-sza iteracja |

f d

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

UUUUUUUU

- AT,
5 \+WHHHHHH!HHH

10 1teraCJ a

v (1) = sin(

1k )
N +1
k=N

GS: szybkozmienny btad

szybko thumi
smoothener

Jac bwlg
be

Jk le iejsz

btedy



GS - smoothener: start od superpozycji
wektorow z k=1 1 k=N

1 - iteracja

2 - iteracja

v (1) = sin(

5 - iteracja

\
5

10 - iteracja

1k

N+1)

gdy relaksacja zwalnia

btad jest superpozycja
wektorow witasnych o niskich
wartosciach wtasnych
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g egzes: OSERVRREL
Lo

Error of initial guess )
Error after S relaxation

sweeps

A
g s

o
Worigitres: .
.—-IIII‘III’IIIIM-.;»&,

o S snsiai
’l""'.;' SRR

st
Y

s s BBt o
iy < e
e

=
4
II/;;A_,_",'Q:‘““‘\\\

Error after 10 relaxations Error after 15 relaxations

Achi Brandt
The Weizmann Institute of Science

Fast error smoothing UCLA

slow solution

www.wisdom.weizmann.ac.il/~achi



GS 1J: 1m gestsza siatka tym wynik doktadniejszy
ale iteracja bardziej kosztowna (N?) , co gorzej - wolniej zbiezna

w GS - metodzie wygladzajacej btad szybkozmienny znika najszybcie;

Metoda zageszczania siatki (najprostsza wielosiatkowa):

Rozwiazanie najpierw na rzadkiej: eliminacja btedu wolnozmiennego, ktory

mozna opisac na siatce rzadkiej. ¥

0.8 F
—— wek.w 1 na siatce

rzadkiej opiszemy
bez problemu

0.4

Re [V]

0.0 -

04
0 4 § 12 16 20

Rozwiazanie przepisane na gestsza jako punkt startowy do nowego rachunku:
przy starcie ujawni si¢ btad szybkozmienny z przepisania. Mozemy liczy¢, ze

szybko zgasnie.



Metoda globalnego zageszczania siatki:

Najpierw rozwiazac ,.tanie” rOwnanie na rzadkiej siatce, dopiero nastgpnie na gestszej
unikamy pojawienia si¢ wolnozmiennego 1 wolnozbieznego bi¢du na najggstszej siatce

laboratorium
Przyktad 2D: siatka (N na N) = N? punktéw, macierz N2 na N?
9 @ ®
1) Rozwiazujemy zdyskretyzowane rOwnanie rozniczkowe
na siatce Ax (czerwone punkty) (iterujemy do zbieznosci)
5 Py ‘2) Oszacowujemy warto$¢ funkcji na punktach roztozonych
na siatce o skoku Ax/2 (nowe-niebieskie punkty)
3) Rozwiazujemy rOwnanie na nowej siatce
(czerwone+niebieskie) (iterujemy do zbieznosci)
5 6 ‘4) itd. az po N podziatach dojdziemy do Ax/2Y

Im wigce] wymiardw, tym strategia bardziej uzyteczna.



rozwiazanie na siatce 9 x 9 (czarne kwadraty)
1 nowa siatka 17 x 17 (czarne+puste kwadraty)

Start do iteracji na gestszej siatce: ]

Punkty stare — zostawiamy bez zmian

Nowe punkty migdzy dwoma starymi > B
srednia arytmetyczna z
dwoch czarnych sasiadow

Pozostate nowe-$rednia z czterech )I/'

sasiadow lezacych w naroznikach
kwadratu




laboratorium

10000

8000

6000

4000

energia pola elektryczneqgo

2000

uznajemy ze zbieznos¢
osi1agnicta gdy energia
pola z iteracji na iteracje
zmienia si¢ mniej niz 107

- start na siatce docelowe]

: :;;:::;i I/Illllll ] IIIIIII| ] IIIIIII|

10 100 1000 10000
nriteraci

zageszcezanie siatki



laboratorium

zageszczanie siatki:

<
—
-

129 na 129

33 nal33 /

<
<>
-

energia pola elektrycznego

7
/’ 65 na 65

9na9 | 17nal7

o . | . | . |

nriteracyi

na najgestszej siatce wykonujemy okoto 40 iteracji
zamiast 6500



energia pola elektryczneqgo

10000

8000
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Metody wielosiatkowe - 1dea:

1)rachunki na 2 lub wigcej siatkach (r6znej gestosci, Ax, 2Ax)

2) rachunek na ggstej siatce przy pomocy iteracji wygtadzajace;
= blad szybkozmienny szybko gasnie (wykonujemy kilka krokow,
nie walczymy o zbieznos¢)
3) blad wolnozmienny — rzutowany na rzadka siatke
(udaje si¢ bo wolnozmienny) i1 eliminowany przez iteracj¢
na tej siatce [iterowanie do zbieznosci, najlepiej nadrelaksacja]
4) wartoscli na siatce gegste] — poprawione o btad wolnozmienny
wyliczony na siatce rzadkiej — idziemy do (1)



Metoda dwusiatkowa Ax=c (V — cycle)

Dwie siatki, ze skokiem Ax 1 2Ax.

1. Iteruyjemy réwnanie x.=Mx+b na gestej siatce v, razy dla wygtadzenia btedow.
T(Azx) = 2(Ax) + e(Ax)

uzyskane przyblizenie wynik dokladny btad

Az(Azx) = Ax(Ax) + Ae(Ax)
2. Liczymy pozostatos¢  7(Ax) = Ax(Az) — ¢
rownanie na blad  Ae(Az) = r(Azx)

gdy znamy rozwiazanie Ae=r, znamy rOwniez rozwiazanie Ax=c.
ALE: Ae=r wystarczy rozwigzac¢ na rzadszej siatce, bo e 1 r gltadkie

3. Rzutuyjemy pozostatos¢ na siatke¢ rzadka

r(2Azx) = I(Axz — 2Ax)r(Ax)

operator restrykcji (restriction)



3. Rzutuyjemy pozostatos¢ na siatke¢ 2Ax
r(2Azx) = I(Axz — 2Ax)r(Ax)

Ae(2Ax) = r(2Ax) rozwiazujemy (iterujemy az do zbieznosci)
4. Przenosimy uzyskany blad na siatke gesta
e(Ax) = I(2Ar — Ax)e(2Ax)

operator przedtuzenia (prolongation)
1 poprawiamy rozwiazanie

r(Azx) = 2(Ax) — e(Ax)

5. Powyzszy zabieg wprowadza nowy btad (rzutowania / nie sa doktadne)
- iterujemy rOwnanie v, razy na gestrzej siatce dla usunigcia szybkozmienne;j

czesci biedu
AV

V-cycle



macierzowa forma najprostszych operatorow restrykcji 1 przedtuzenia:
przyblizenie liniowe (rownanie Laplace’a 1D)
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pozostatos¢ w kwadracie dla iterowanego V-cyklu
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V-cycle z wielosiatkowym rozwigzaniem na siatce o skoku 2Ax
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rachunki na siatkach
Rownanie na biad (na rzadsze;j siatce) gestszych — po kilka
. iteracj1 wygladzajacych
ma te se.lma( formq co problem oryginalny — -do zbieznosci relaksowana
mozna je rozwigzac¢ w ten sam sposob — tylko iteracja na najrzadszej siatce

z rachunkiem na rzadszej siatce



lokalne zageszczanie siatki dla rownania Laplace’a 2D

Komora drutowa: detektor czastek — cienkie druty (anody) w duzym pudle (katodzie)

Particle

Co zrobic¢ jesli interesuje nas tylko bliskie otoczenie

jednego z drutow?

Mozna dac¢ bardzo gesta siatkg¢. Moze nie starczy¢ pamigci.

cune s LLEPSZY pomyst: wyliczy¢ potencjal metodq kolejnych powigkszen
WB dla kazdego powigkszenia wyliczy¢

zgodnie z metoda zageszczania siatki.

Anode wire

Mamy uziemione pudto metalowe o rozmiarach 1cm na lem.
Dwa druty o promieniu 1.2 mm w $rodku pudta. e
Odlegte 0 6 mm wzgledem siebie. Na lewy podajemy potencjat

+1, na prawy +1. Wyznaczy¢ rozktad potencjatu w srodku pudta.
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Kazde powigkszenie liczone na siatce 50 x 50 punktow.
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