Rownanie Poissona: relaksacja i nadrelaksacja
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Rozwiazujemy réwnanie Poissona w 2D

Viu = —p(z,y), (1)

gdzie gestos¢ tadunku p(z,y) = exp(—(m_zfl#) — exp(—%}#), d=75,

xg = 5. Pracujemy na siatce [-N,..., N| X [=N,..., N| z krokiem dz = 1
w obydwu kierunkach. Uktad umieszczony jest w metalowym kwadratowym
uziemionym pudle, co uwzgledniamy wstawiajac warunek brzegowy u(x,y) =
0 gdy |z| = N lub |y| = N.

7. dyskretyzacji réwnania dostajemy przepis relaksacyjny

u(i+1,7) +uli —1,5) +u(i,j+ 1) +u(i,j — 1) + p(i, j)da?

4
(2)
Jedna iteracja procedury relaksacji polega na zastosowaniu wzoru (2) dla
wszystkich punktow na siatce poza brzegiem.
Zbieznos¢ iterowanej funkcji do rozwigzania roéwnania Poissona mozna
(wyktad) sledzi¢ liczac catke z lagranzjanu uktadu tadunek-pole

o= [; @;)Z; (?;)Q—p<z,j>u<z,j>] dudy, (3

czyli w wersji dyskretnej
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Jakos¢ rozwiazania mozna réwniez oceni¢ odwracajac rownanie Poissona.
Wstawiamy do rownania (1) u jakim dysponujemy i liczymy

u(i+1,5) +u(i —1,7) +u(i,j — 1) +uli,j+ 1) — 4u(i, j)
da?

p/(ZE, y) - :
()

Mozna sprawdzi¢ w jakim stopniu p’ reprodukuje p.

Zadanie 1 Liczymy do 1000 iteracji petli relaksacyjnej. Startujemy od
u = 0.

1.1. Narysowaé a od numeru iteracji.

1.2. Narysowaé u po tysiecznej iteracji.

1.3. Narysowac p’ oraz d(z,y) = p/(x,y) — p(x,y).

1.4. Zwiekszy¢ liczbe iteracji do 2000. Narysowaé¢ d(z,y) na korncu ra-
chunku.

Zadanie 2 Wracamy od teraz do konca projektu do 1000 iteracji. Mo-
dyfikacja wzoru relaksacyjnego

u(i+1,5) +uli —1,5) +u(i,j+ 1) +u(i,j — 1) + p(i, j)dx?
4 )
(6)

z w € (1,2) daje przepis na iteracje nazywana nadrelaksacja.

2.1 Znalez¢ w, przy ktéorym zbiezno$é osiggamy najszybciej. Sposob wy-
boru i udokumentowania zostawiam Panstwu.

2.2 Narysowaé¢ a od numeru iteracji dla w w poblizu optimum. Uwaga:
kazdy rachunek ze zmienionym w startujemy od uw = 0.

Zadanie 3 Dla rachunku z optymalnym w narysowaé¢ é(x,y) po 1000
iteracjach .



