Przeplyw stacjonarny cieczy lepkiej
niescisliwe]

19 maja 2022

Lepka niescisliwa ciecz ptynie przez rure (rysunek) ze strony lewej na
prawa. Do rury wstawiona jest zastawka (patrz rysunek). Znajdziemy linie
strumienia cieczy (styczne do predkosci w kazdym punkcie cieczy) dla danego
gradientu ci$nienia na rurze.
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Rysunek 1: Rura z zastawka. Rozwiazania bedziemy poszukiwaé na siatce
[—100, 150] x [—40, 40] punktow. Punkt siatki (7, j) odpowiada wspotrzednym
(x,y) = (idz,jdz), dz = 0.01. Liczby podaja numery punktéw siatki na
rogach pudta obliczeniowego. Przegroda miesci sie na punktach od —2; do
1 siatki w kierunku x oraz na punktach od —40 do j; siatki w kierunku .

Funkcja strumienia v definiuje pole predkosci u = %, v = —‘Z—’ﬁ, a skta-
dowa z-owa rotacji pola predkosci wirowosé¢ ( = %Z — %. Stacjonarny prze-
plyw opisuja dwa réwnania
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Rownania (1,2) rozwiazemy przy pomocy przepisu relaksacyjnego. W
kazdym kroku bedziemy poprawiaé¢ rozwigzania na ¢ i ¢

Y(i,5) = [+ 1,5) + 00— 1,5) + (i, 5 — 1) + (0,5 + 1) = (G, 5)d=?] /4
(3)

(dz jest krokiem siatki, przyjmiemy dz = 0.01) oraz

C(,7) = [Cli+1,7)+C—1,7)+ (75— 1)+ 7+ 1)] /4
—{l¥ (ZJ+ 1) —4p(i,j = DCGE+1,5) =i — 1, 5)]

Zad. 1 Przeptyw w rurze bez zastawki (przeptyw Poiseuille). Bez za-
stawki brzeg to caly prostokat przedstawiony na rysunku, a réwnania po-
siadaja rozwigzania analityczne. Ze wzgledu na symetrie predkosc pionowa
znika wszedzie v = 0, a predkos$¢ pozioma zalezy tylko od y i dana jest przez
u= %(y —u1)(y —1y2), gdzie @ jest gradientem ci$nienia @) = ax’ y1 1yo daja
potozenie dolnego i gornego korica rury (u nas yo = —y; = 0.4). Dla takiego
rozktadu predkosci funkcja strumienia i wirowosé dane sg odpowiednio przez

3 2
Yo(x,y) = 2% <y3 - %(yl + 1) + ylyzy) (5)

oraz

Col,y) = i(zy =), (6)

Zada¢ warunki brzegowe, wg. danych analitycznych na brzegu pudta.
Przyja¢ Q = —1. Wewnatrz pudta startujemy od ¢ = 0 oraz ( = 0. Przeite-
rowaé rownania (3-4) az wartosci funkcji strumienia i wirowosci w punkcie o
wspohrzednych (50 x dz,0 x dz) z iteracji na iteracje zaczna sie zmienia¢ o
mniej niz 1077 (uwaga: aby sprawdzaé¢ ten warunek, nalezy odczeka¢ np. 100
iteracji. na samym starcie wartosci sa réowne 0 i sie nie zmieniaja az informa-
cja z brzegow dotrze do tego punktu). Po uzyskaniu zbieznosci: Narysowac
funkcje strumienia oraz wirowosci na przekrojach x = 0 oraz x = 0.7. Po-
rowna¢ z rozwiazaniem analitycznym (5-6). Wyliczy¢ i narysowaé u(y) dla
z =0. (50 pkt).

Zad. 2. Wstawiamy zastawke. Gorny i dolny brzeg sa liniami strumienia
cieczy. Na caly dolny brzeg tacznie z obrysem zastawki przyjmujemy wartos$é
o(z,y) dlay = y;. Na gornym brzegu - bez zmian. Warunki na wirowos¢ na



gornym i dolnym brzegu wynikaja ze znikania obydwu sktadowych predko-
§ci oraz pochodnej stycznej sktadowej predkosci normalnej do brzegu (patrz
wyktad). W przeciwienstwie to warunkéw na 1, warunki na ¢ nie sa one
ustalone raz na zawsze. Zaleza od 1. Nalezy je wyliczy¢ od nowa w kazdej
iteracji. I tak: na géornym brzegu przyjmujemy

((1,40) = 2((i, 39) — ¥(1,40)) /dz?, (7)
na dolnym (odcinek A i B)
((i,—40) = 2((i, —39) — ¥(i, —40)) /dz*, (8)
na przeszkodzie — line C i D — odpowiednio
(=i, J) = 2(4(—ik — 1, 5) — ¥(~ix, j)) /dz? (9)
oraz,
Clin, ) = 2(4 (i + 1, 5) — P (ix, 5)) /d2?, (10)
na gérnym koricu praegrody (odcinek E)
C(iy i) = 2(0(i, ji + 1) — (i, ji)) /d=*. (11)

Na kantach przegrody (styk C/E, D/E) rozsadnie przyja¢ $rednig arytme-
tyczng warunkéw brzegowych danych dla odpowiednich odcinkéw. Start dla
iteracji oraz warunki brzegowe wstawiamy z przeptywu Poiseuille (5-6).

Zadania do wykonania Przyjac¢ i, = 5 oraz j = 10. Rozwiazaé roéw-
nania (6) i (7) dla gradientu ci$nienia Q = —1, —10, —100, —200 oraz —400.
Narysowa¢ linie strumienia (¢» = const). rozktad predkosci poziomej i pio-
nowej dla wszystkich @. (50 pkt).

Do podejrzenia kod w jezyku fortran:

program viscous

dimension psi(-200:200,-40:40)
dimension dze(-200:200,-40:40)
dimension psin(-200:200,-40:40)
dimension dzen(-200:200,-40:40)
dimension p(-200:200,-40:40)
dimension u(-200:200,-40:40)
dimension v(-200:200,-40:40)
dimension pn(-200:200,-40:40)
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Q=-10
eta=1
rho=1
dz=.01
jdo=30
ido=5
y1=-40*dz
y2=40*dz
do 1 i=-100,150
do 1 j=-40,40
x=1i%*dz
y=j*dz
psi(di, j)=0.5%Q/etax(1.0/3xy*x3-0.5%y**2% (yl+y2) +yl*y2x*y)
dze(i, j)=0.5%Q/etax(2xy-y1-y2)
1 continue
do 100 iter=1,30000
¢ warunki brzegowe na funkcje strumienia
do 2 j=-39,jdo
psi(-ido,j)=psi(-100,-40)
psi( ido,j)=psi(-100,-40)
2 continue
do 3 i=-ido,ido
psi(i,jdo)=psi(-100,-40)
3 continue

¢ warunki brzegowe na wirowosc
do 101 i=-99,149
dze(i,-40)=2% (psi(i,-39)-psi(i,-40))/dz**2
dze (i,40)=2%(psi(i,39)-psi(i,40))/dz**2
101 continue
do 102 j=-39,jdo
dze(-ido, j)=2*(psi(-ido-1,j)-psi(-ido,j))/dz**2
dze(ido, j)= 2*(psi(ido+1,j)-psi(ido,j))/dz**2
102 continue
do 103 i=-ido+1,ido-1
dze (i, jdo)=2*(psi(i,jdo+1)-psi(i,jdo))/dz**2
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continue

dze(-ido, jdo)=dze(-ido, jdo) /2+
(psi(-ido, jdo+1)-psi(-ido, jdo))/dz**2
dze(ido, jdo)=dze(ido, jdo)/2
+(psi(ido, jdo+1) -psi(ido, jdo))/dz**2
do 104 i=-99,149

do 104 j=-39,39

c rownanie na psi
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psin(i,j)=(psi(i+1,j)+psi(i-1,j)+psi(i,j-1)+psi(i,j+1))/4
-dze (i, j)/4*dz**2
dzen(i,j)=(dze(i+1,j)+dze(i-1,j)+dze(i,j-1)+dze(i,j+1))/4-
rho/eta/16*((psi(i, j+1)-psi(i,j-1))*(dze(i+1,j)-dze(i-1,3))
-(psi(i+1,j)-psi(i-1,j))*(dze(di,j+1)-dze(i,j-1)) )

continue

do 105 i1=-99,149

do 105 j=-39,39

psi(i,j)=psin(i,j)*1+psi(i,j)*.0

dze (i, j)=dzen(i,j)*1+dze(i,j)*.0

continue

if (mod(iter,100).eq.0) write(*,*) psi(50,0),psi(60,20)
continue

do 33 i=-100,150

do 33 j=-40,40
write(2,*) i,j,psi(i,j),dze(i,j)
continue

do 34 j=jdo+1,39
write(3,*) j,(psi(0,j+1)-psi(0,j-1))/dz
continue

do 201 i=-99,149

do 201 j=-39,39
u(i,j)=(psi(i,j+1)-psi(i,j-1))/2/dz
v(i,j)=-(psi(i+1,]j)-psi(i-1,]))/2/dz
write(4,*) 1i,j,u(d,j)**x2+v(i,j)**2
continue

do 333 j=-39,39

write(1,x*) j,u(0,j)



333 continue c stop
do 200 i=-40,40
p(-100,1)=0

200 p(100,1)=dz*200%q

end



