réwnanie Schroedingera zalezne od czasu
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Réwnanie Schroedingera zalezne od czasu - przypadek zamknietej

przestrzeni

® réwnanie Schroedingera (zalezne od czasu) ih% = HV.

® Jesdli w warunku poczatkowym W(x, t = 0) = W, jest funkcja wtasna H (spetnia r.S. bez
czasu, HV, = E V).

® W(x,t)= exp(—%”')\un(x) - forma separowalna, znana

¢ Dla ogdlnych warunkéw poczatkowych, o ile H nie zalezy od czasu:
W(x, 1) = > cnexp(— 52 )Wi(x)

® Funkcje wtasne operatora hermitowskiego odpowiadajace ré6znym warto$ciom wtasnym sa
ortogonalne, dlatego:

® Cp = (Vnp|W(t=0))
® Bedziemy méwili o metodach rozwigzywania numerycznego réwnania.

* Do rozwigzania potrzebne testy (1) zachowanie pakietu bedgcego superpozycja stanéw (2)
zachowanie warto$ci oczekiwanych (3) catki ruchu.



Oscylator harmoniczny

£ )
QO V(x)= ’”T“’sz \ . ‘ W
2 52 Eg N .

@ H=-525+V( S .
x — bk, )
© Ep=hw(n+ 3) . o
@ p = Chexp(— m“’X YHn(+/ ﬁX E: w0
©® Hp- wielomiany Hermlta o Eg Wk
ho il Y (x)
@ Hn(x) = Apexp(x® )d exp(—=x2), Hy =1, 7710# e

Hi = X, Ho = 2x% — 1, Hy = 4x(x? — 3) o o

@ rysunek z Wikipedii



Oscylator harmoniczny - rozwigzania niestacjonarne

Wy = (%)‘ ! exp(— D x?), By = hw/2
1

P (m2)* xexp(— 7). By = Bh /2

Y(x,t=0)= % (Vo + Vy)
W(x, 1) = > cnexp(— 52 )w,(x)
V(x,t) = % exp(—igt) (Wo + W1 exp(—iwt))

. o t=0,
T=2=

o - S t=T/4

o T t=T)2



Oscylator harmoniczny - rozwigzania niestacjonarne

Vo= ( ) exp(—Jx?), Ey = hw/2
vy = ( )1/4 (%)3/ xexp(—MXZ) E; = 3hw/2 . t=o,
W(x,t=0) =

E1EN

z (Vo + V1)
W(x, 1) = > cnexp(— 52 )w,(x)
V(x,t) = % exp(—igt) (Wo + W1 exp(—iwt))

[W(x, )7 = $(W5 + Wi + 2WWy cos(wt)) > - T t=T/4
() = \/ g cos(wt) ,
(p) = =/ 252 sin(wt) ]

o T t=T)2



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

ihSy = HV.
2 52
H:—g—mﬁ+V(X)
i WX, tdt) —W(x,t 2 W(x+dx,t)+W(x—dx,t) —2W(x,t
T +d)[ (x,1) =_2 (x-+dx, )+ (;sz ) =2V (x,1) + V(x)W(x, 1)

(podobna dyskretyzacje stosowaliémy dla metody czasu urojonego).

W(x, t+dt) = W(x, t) — & (7§ w(x+dx,r)+w(zx—2dx,r)—2w(x,r) + V)W(x, t))

jawny schemat Eulera: dwupunktowy iloraz drugiej pochodnej i prawa strona liczona w
chwili poprzedniej

ogdlnie jawny schmemat Eulera - réwnania czastkowe z pierwszg pochodng czasowa:
D — R{f(x, 1)} — f(x, t + df) = f(x, t) + dtR{f}

jawny ( explicit ) - krok czasowy funkcjonuje jak proste podstawienie



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

® gt = 3jac, jac=2.42 x 10~ "7s, dx = 2 nm
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® na rysunkach - modut z funkcji falowej, (jednostki, nm, ps)

® po lewej: rozwigzanie numeryczne, po prawej doktadne



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

ot w12

® po narzuceniu normalizacji (jednostki, nm, ps)

® takie nieszczescie - wystepuje niezaleznie od

® nieco diuzej . A
adt, od dt zalezy tylko moment w ktérym

° p’akiet nie zachowuje normy (powinien, bo nastepuje destabilizacja pakietu, tutaj zreszta
réwnanie zachowuije) od poczatku jakosciowo Zle.
® dlaczego?



analiza von Neumanna

_ id 2 W(x+dx,t)+W(x—dx,t) —2W(x,t)
S W(x t+dt) =w(x, 0+ 2 (—5 : + VOOW(x, 1))

* V(x,t+dt) =) A" exp(ikx)

° W(x,t) = Zk Al exp(ikx), 8 =
W(x,t+dt) = V(x,t) —igdt (W(x + dx, t) + V(x — dx, ) — 2V¥(x, 1))

_h _
2mdx2

W eksploduje wtedy i tylko wtedy gdy eksploduje Ak

® podstawiamy wyrazenia do schematu réznicowego, wykorzystujemy niezalezno$¢ liniowa fal
ptaskich exp(ikx) - opuszczajac sumowanie po k

o ALt = Al (1 — iBdt (exp(ikdx) + exp(—ikdx) — 2))
o ALT = AL (1 — 2i3dt (cos(kdx) — 1))
o A”d’ M AL, gdzie M = 1 — 2iBdt (cos(kadx) — 1) - wspdlczynnik wzmocnienia

® |My|? =1 + 4320dt3(cos(kdx) — 1)? > 1 dla dowolnego k, prawie zawsze > 1



analiza von Neumanna

° W(x, t+df)=W(x,t)— & (7% w(x+dx,r)+w(;:2dx,r)—2w(x,r) + V()W(x, ,))

® |My|> =1+ 432dt?(cos(kdx) — 1)? > 1 dla dowolnego k, prawie zawsze > 1

® nie ma tak krétkiego kroku czasowego aby $cisle ustabilizowa¢ schemat
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® rysunek rozpraszania na barierze z
podrecznika Schiffa




Schemat Eulera jako wzdr prostokgtow

réwnanie czastkowe 1 rzedu w t:

8f(x t) R{f(X [)}

W = R{f(x, )} - jawny schemat
Eulera

przypadek trywialny

dl(; 1) — P(1)

fx, t+at) = f(x, 0) + [
przepis jawnego Eulera
f(x,t+ dt) ~ f(x, t) + P(t)dt

wz6r doktadnie catkuje funkcje statg, w funkcji
liniowej sie myli (pomija ja), tak ze

f(x, t + dt) = f(x, t) + P(t)dt + O(dt?)

t+dt P(t')at’

t t+dt



Schemat Crank-Nicolson jako wzér trapezow

dokfadniejsza formuta: wzér trapezéw
Ot dt) = 10 t) + [ P(t)dr
z jawnego Eulera

f(x,t+dt) ~ f(x, t) + dt2

wz6r doktadnie catkuje funkcje I|n|owa, w
funkcji kwadratowej sie myli

f(x, t+ dt) = f(x, t) + 2PN g L o(ar)

+P (t+dt)

P
N
t o t+dt
wersja dla réwnania "f(" df(x.t) _ P(x, 1)
f(x,t+dt) = f(x,t) + Mdﬁ

schemat Crank-Nicolson

doktadniejszy w czasie o jeden rzad. Czy
stabilny ?



CN: analiza von Neumanna

e \U(X t+dt) =
dat W(x+dx,t)+W(x—dx,t)—2W(x,t) W(x+dx,t+dt)+WV(x—dx,t+dt) —2W(x, t+dt)
V6D - & ( [ o2 + ox2 ])
° W(x,t) = Zk A explikx), B = s

® W(x,t+dt) = W(x,t) —ipdt(W(x + dx,t) + W(x — dx, t) — 2¥(x, t)
+W(x + dx, t+ dt) + V(x — dx, t + dt) — 2¥(x, t + dt))

® podstawiamy wyrazenia do schematu réznicowego, wykorzystujemy niezalezno$é liniowa fal
ptaskich exp(ikdx) - opuszczajac sumowanie po k

° AL+d[ —
Al (1 — iBdt (exp(ikdx) + exp(—ikdx) — 2)) + AL (—iBdt (exp(ikdx) + exp(—ikdx) — 2))
o AL (1 4 2iBdt (cos(kdx) — 1)) = AL (1 — 2i3dt (cos(kdx) — 1))

1—2iBdt(cos(kax) —1 ) . .
o AL = MAL, gdzie My = % - wsp6lczynnik wzmocnienia

. \Mk|2 = 1 dla kazdego k, niezaleznie od wielkosci dt.

® Schemat moze by¢ niedoktadny, gdy duze kroki dx, dt, ale ma niezaleznie od dx, dt
zachowywa¢ norme

® Schemat CN jest bezwarunkowo stabilny.



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

iRAY _
® gy = HV

® schemat Crank-Nicolson - odpowiednik kwadratury trapezéw
o jpMOLA VOO — 1 (HW(x, t + dt) + HV(x, 1))

at
W0, t 4+ dt) = W(x 1) + oo (HU(x 4 o) + HW(x, 1) )
o H=-Ev24v

(X t) _ W(x4dx,t)+W(x—dx,t) —2V(x,t)

® rachunek na siatce réznicowej o skoku dx, V2w 2

® Funkcja falowa dla chwili t + dt wystepuje po obydwu stronach réwnania (1). Przepis, nie
funkcjonuje jako proste podstawienie. Schemat CN jest niejawny (implicit).

® (1) po dyskretyzacji Hamiltonianu definiuje uktad réwnan liniowych (H jest liniowy) do
rozwigzania

® (1) mozna rozwigzywaé przez prosta iteracje (relaksacja) - co nie jest sposobem
najszybszym, ale najtatwiejszym w implemtentaciji



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

® W(x,t+dt) = V(x, 1)+ FL(HW(x,t + dt) + HY(x, 1))
® po dyskretyzacji

ihdt
4mdx?2
FWY (x + dx, t+ df) + W (x — dx, t + df) — 2W” (x, t + dt)]

W (x, t+d) = W(x )+

[W(x +dx,t) + W(x —dx,t) —2¥(x,1)

+27—.;[V(x, HW(x, t) + V(x, t+ d)w” (x, t + db)]

e iterowaé po v az do uzgodnienia, np. z WO(x, t + dt) = W(x, t)



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne
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® dt = 3jac, jac=2.42 x 10~ '7s, dx = 2 nm



Réwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

® vdoi
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® dt = 30jac, jac=2.42 x 10~ s, dx = 2
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Réwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

e
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® dt = 100jac, jac=2.42 x 10~ s, dx = 2
nm

L]

liczba iteracji - potrzebna do ustabilizowania rachunki silnie zalezy od dt.



schemat CN jako URL

® W(x,t+dtf) = W(x, 1)+ L (HU(x, t + di) + HY(x, 1))

V(x,t+ dt) + [W(x + dx, t+ dt) + W(x — dx, t + dt) — 2W(x, t + dt)]

t
4midx?

dt
— g VXt dn(x, £+ d)

hat
4midx?

at
o VO V(X 1)

V(x,t) [W(x + dx, t) + W(x — dx, t) — 2¥(x, t)]



schemat CN jako URL

1-28—aV 8 0 . 0 0 W (t + df)
8 1-28—al, +8 . 0 0 W, (t + dt)
L4 0 B 1-28—aVy ... 0 0 Wyt + df) =
0 0 0 . 8 1-28 - a Wy(t+ dt)
1428+ aV -3 0 L. 0 0 W, (1)
-8 1428 +al, -8 0 0 W, (1)
0 -8 1+28+aVs 0 0 Wy (1)
0 0 [ i -3 1428+ a Wy (t)

at ot
Y __ _ar —
=57 B = mige

® macierz trojprzekatniowa - tridag (numerical recipes)



tridag

dla n=N-1 ay ¢
by as
A=
by an cn
L, dekompozycja A=LU
rozwigza¢ Au=f ——— > LUu=f
1 + o M
Gy 1 A
L= B U
Qo1 Y1
Bn 1 ap
Yi = G
(65} = a
U‘,‘ = l),'/(l,',l
a;p = a; — Bivi-1

Uu=z

Lz=f
21 = h
7 = fa—[an
i =

Un = :n/”n

_ ZAn—1 — Tn—1Un
Up—1 = _—
Qp—1
itd..

5n mnozen /dzielen
3n dodawan / odejmowan

podczas gdy eliminacja Gaussa
n’/3 operacji



Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu: rozwigzanie numeryczne

® poréwnanie: krok czasowy 10 j. atomowych (lewo) oraz 2048 j. atomowych (prawo)

® w tym drugim przypadku - iterowanie wzoru CN jak kilka slajdéw wyzej, nie pozwala na
osiggniecie zbieznosci

® widac¢ - r6znice w okresie oscylacji, ale rachunek stabilny i jako$ciowo poprawny



Oscylator harmoniczny: rozwigzanie klasyczne a kwantowe

V(x) = 25252

kwantowo : ¢(x, t),

2 52
H=—5225 + V(%)

)
ih22 = Hg
klasycznie : x(t), v(t)
& —y

dt =

v _ _d
m& = —ZV(x)

numeryczny rachunek klasyczny
Wik,
ap = ——==
schemat Verleta
2
Xpt1 = Xn + Atvy + %an
Vo1 = Vp + %(an + any1)
Verlet startowany od v(t = 0) = 0, oraz
x(t=0) = (¥(x,t=0)|x|¥(x,t=0))
wynik: "odczas1.gif"



Oscylator harmoniczny: rozwigzanie klasyczne a kwantowe

Kwant (CN)
KlasdVeriet) o

® numeryczny rachunek klasyczny
® schemat Verleta

® Yot = Xn + Aty + AL 2,

® Vo1t =Wn+ %(an + an+1)

w0 ‘ ‘ w w e oraz W(x,t=0) = % (Vo +Wy)

tlps]

® wynik: "odczas1.gif"
® rachunek CN oraz rachunek Verleta

® Verlet startowany od v(t = 0) = 0, oraz
X(t=0) = (W(x,t = 0)|x|W(x, t = 0))
V(x) = 2525



Oscylator harmoniczny: rozwigzanie klasyczne a kwantowe

® przypadek ?
° |W(x, 1)[? = F(WE + W2 + 2WoW cos(wt))

® (x) = v/ 52 cos(wt)

o (p) = —\/ Pk sin(wt)

o 2 _ D) (jak w klasycznej definicji predkosci)

° % = —mw?(x) = (=VV(x)) (jak w Il zasadzie dynamiki Newtona)
® inne rachunki numeryczne:

® (odczasu2.gif) w funkcji startowej zamiast w, w/2

® (odczasu3.gif) Funkcja falowa stanu podstawowego przesunieta w prawo



Pakiet falowy

20/ \/
* hw =1meV, m = 0.067m (GaAs) 15 )
e warunek poczatkowy jak w przyktadzie wyzej E \/
® W(x,t=0)= 5 (Vo + V) + 10/ /\
* Klasycznie: & = 2 % — _gy(x)
¢ Z Tw. Ehrenfesta - stuszne dla dowolnego 51 j
potencjatu
0 2 =-—(VV 0 W
) %(x) = 1(p) -100 -60 - 0 100
. x [nm]

® gesto$¢ prawdopodobienstwa,
® niebieska: Sciezka klasyczna



Pakiet falowy Il

® hw =1meV, m=0.067m, (GaAs)

® warunek poczatkowy - fcja falowa stanu
podstawowego, sztucznie przesunigta w prawo
0 Xs = 23.6 nm (warto$¢ $rednia z
poprzedniego

rachunki)W(x, t = 0) = Wo(Xx — Xs). '
7 <E> (meV) %
1 <P>

y WY
oz <V>(meV) <T>(meV)

. se(nm)

Ve o ® gesto$¢ prawdopodobienstwa, oraz $rednie

° sl potozenie pakietu
$rednie: energii kinetycznej, potencjalnej, ® niebieska linia - wynik klasyczny bez zmian
catkowitej, parzystosci, pedu



Twierdzenie Ehrenfesta

o G{W(x, )IAV(x, 1) = (5F) + R (A H])
O [p. Hl = —ihVV(x) — %(p) = —(VV)
® [x,H] = ihpe/m — %<X> = 1ﬁ<px>

® twierdzenie: wskazywane jako Il zasade dynamiki Newtona jako graniczny wynik mechaniki
kwantowej (albo r. Schrédingera)



Pakiet falowy

® do potencjatu oscylatora harmonicznego dodajemy rdzen odpychajacy
o V=122 | Bhwexp(~5)z /= 10nm

® start: W(x,t =0) = Wo(x — xp) Z2 = 0.3 pm.

® chwiejna.gif

® ewidentnie - rozbiezno$¢ klasycznego potozenia oraz kwantowomechanicznej wartosci
oczekiwanej



Pakiet falowy

do potencjatu oscylatora harmonicznego dodajemy rdzen odpychajacy

o V=122 | Bhwexp(~5)z /= 10nm

® start: W(x,t =0) = Wo(x — X0) Z 2o = 50 nm.

zredzenie.gif

$rednia kwantowa znajduje sie tam, gdzie klasyczna nie potrafi
SW(x, DIAU(x, 1) = (28) + (A H])

@ [p, Hl = —ikVV(x) — £(p) = —(VV)

® [r,Hl = ip/m — Z(x) = £ (p)

® Wartosci oczekiwane spetniajg klasyczne réwnania ruchu

® pytanie: czy $rodek pakietu porusza sie po klasycznej trajektorii ?
® nie catkiem, bytoby tak gdyby w réwnaniu (1): % (pP) = =V V|

® réwnania klasyczne i kwantowe majg identyczny sens gdy pakiet silnie zlokalizowany w
poréwnaniu z odlegto$ciami jakie pokonuje



Roéwnanie Schroedingera zalezne od czasu otwarta przestrzen

® réwnanie Schroedingera (zalezne od czasu)
® ihgY¥ = Hv.
® réwnanie niezalezne od czasu HVy = E Wy

® otwarta przestrzen, znaczy préznia, V(x) =0

. 2,2
oy, — \/#27 eXp(IkX), Ex = %



superpozycja stanéw wiasnych pedu (fal ptaskich)

H\Uk = Eklllk
V(x)=0

. 2,2
exp(ikx), Ex = %

wezmy superpozycje fal ptaskich dla roznych wartosm k,
P(x, t=0) =" C(k)exp(ikx) = f = Clk) = explikx)dk
niech C(k, t = 0) = (z2=)"/* EXP(*%)
wtedy f |C(K)|2ak = 1
+oo 2 _ 7
bo [ exp(—By?)dy = NG

1/4_1/4
w(x t=0) = 222 ep(—ax?)



superpozycja stanéw wiasnych pedu (fal ptaskich)

zwigzki miedzy C(k) a v(x) dane przez transformate Fouriera
* Ok) = ()" exp(—£2)
* ¥(x) = [T Ck) = explikx)dk

w0 = (2)" ep(-ax)

oo

° C(k) = f,w w(x)ﬁ exp(—ikx)dx

® |4(x)|? - gestos¢ prawdopodobienstwa w przestrzeni potozen
® |C(k)|? - gestos¢ prawdopodobienstwa w przestrzeni wektora falowego

® fala ptaska z wektorem k opisuje funkcje wtasng pedu: p = hk (czastka opisana ta funkcja
falowa niesie ped hk)



superpozycja fal ptaskich

(k)12 lwix)]?

A

|1(x)|? - gestoéé prawdopodobienstwa w T [ j K
przestrzeni potozen , L .

|C(k)|? - gestosé prawdopodobienstwa w
przestrzeni wektora falowego (pedu) p = hk

2
CU = (z5) 2 exp(— ) i o=4
1/2 |\
[ = (22) " exp(—20x%) A
dokfadnie okreslony ped: catkowicie .
zdelokalizowana czgstka i odwrotnie [
o=10




odchylenie standardowe dla potozenia i czasu

wariancja potozenia [Clik)? lwx)?

(Ax? = 7 (x = (0))Pl(x)[Pax

wariancja wektora falowego I T /\ \

(8K = [T (k= (k) |C(K) Pk \ ; ] \
21/ /4 g o B

P(x) =

Iy exp(—ﬁyz)dy— 157

o=1

exp(—ax?)

(Ax)?2 = 2 | o=4

~ Za
(AK)? = «
(hAk)? = (Ap)? = hPa

relacja nieoznaczono$ci dla pakietu
gaussowskiego: AxAp = %

dla dowolnej funkciji falowej:
AxAp > & (relacja Heisenberga) .




zasada nieoznaczonosci Heisenberga

21/4,1/4

=y exp(—ax?)

® pakiet gaussowski: 1(x) =

® relacja nieoznaczonosci dla pakietu gaussowskiego: AxAp = %

® dla dowolnej funkcji falowej: AxAp > % (relacja Heisenberga)

® im lepiej okre$lone potozenie - tym mniej wiemy o pedzie



superpozycja stanéw wiasnych pedu (fal ptaskich)

* Y(x,t=0)= [ Clk)—h= exp(ikx)ak

. C<k,r:0):<ﬁ)‘/4exp(—%)

Mexp(faxz)

® YP(x,t=0)=
o y(x, t)ff* Clk, t)—= exp(ikx)k
e C(k, 1) = C(k,0) exp(fi%)

* [C(k,t)]> = |C(k, t = 0)|?

2,2
o £ = B2 f°° exp(—av?)dv = /2
— 00

2m

1/4,1/4 2
. x.t) =2 1 __ax®
v(x. 1) ~1/4  \/1+2iant/m exp 142q [t

2 —2ax?
e [(x, )" = Aexp (H‘mﬁ;?t?)
=

® - relacja nieoznaczonoéci minimalna dla t = 0, potem roénie ze wzgledu na Ax

® pusta.gif



pakiet z zerowym $rednim pedem:

niech C(k,t =0) = )/4 EXP(—%)

(zor
P(x,t=0) = Mexp( ax?)

Vo) = B e (fﬁ)
niezerowy $redni ped hky:

Clk.t = 0) = (55)"/* exp(— L0

(X, t = 0) = Bexp(—ax?) exp(ikox)

poniewaz

2(p) = —(VV) =0oraz

&) = %(p)

a(x— o 2
_ B _olx—h ;
Y(x. 1) = 112iaht/m P 1420 1B exp(ikox)




LY
P(x,t) = B exp <— b ) ) exp(ikox)

1+2iacht/m 1+2°‘init
(k—kp)?
Clk,t = 0) = (50)"* exp(— —22-)

idziei.avi

warunek brzegowy ¢ (x = brzeg, t) = 0 rébwnowazny z V(x = brzeg) — oo

po odbiciu: exp(—ikoX)

w trakcie odbicia - interferencja fali idacej i odbitej exp(ikox) + exp(—ikox) — 2 cos(koX)

na filmie: zwréci¢ uwage na transformate przy odbiciu



biezacy pakiet falowy

N
9, 0\ g

AN

1/4
Wix t=0) = (22) " exp(— 2ex?)
ped Sredni jest zerowy (pakiet sig rozptywa),
nada¢ mu ped
W (x,t = 0) = W(x,t = 0)exp(ikyx), wtedy
(p) = hko
wyrzucony potencjat oscylatora, nieskonczona
studnia potencjatu na konca

1/nm)

b o 3o 200 100 0 100 200 30

® odbicia i interferencja. zanim dojdzie do
P I odbicia - ped zachowany



biezacy pakiet falowy

® schodekdol.avi ® odbicie od klifu

® ko ustawione jest tak, ze h2k§/2m — 5meV ® interferencja tylko przed schodkiem

* dla x > 0 potencjat spada w dol ® za schodkiem wigksza predko$¢ pakietu
0dla x<0 ® W = 50 meV: schodekdol50.avi

* V)= { “W dla x>0 - * W = 250 meV schodekdol250.avi



biezacy pakiet falowy

® ko ustawione jest tak, ze h2kZ /2m = 5 meV
® dlam=0.067my — kg = 0.0937/nm.
® odbicie od klifu



problemy rozproszeniowe

® problemy rozpraszania: rozwigzujemy réwnanie Schrédingera Hy = Ex)
® jesliczastka z lewejto E > 0

® og6lne rozwigzanie:

® dla x < 0: Aexp(—ikx) + Bexp(+ikx) ,

® dla x > 0: Cexp(—ik'x) + Dexp(+ik’x)

2,2 2,72
o H2K2 _ ¢ _ Rek2 _
2m =E= 2m

v

czastka pada z lewej strony na skok potencjatu

® x<o = exp(ikx) + rexp(—ikx) exp(ikx)

® zaktadamy amplitude 1 fali padajacej -
(rozwigzujemy réwnanie wtasne, wektory r exp(-ikx) e
wiasne okreslone z doktadnoscia do statej Lexn(icy)
multiplikatywnej) 0 —

* r- amplituda fali odbitej, 2242 — £

e dla x > 0 fala ktéra przeszta —

W, = texp(ik’x). x=0



problemy rozproszeniowe

® problemy rozpraszania: rozwigzujemy réwnanie Schrédingera Hy = E1) dla danej energii
(ogdlnie 2 rozwigzania ii2k?/2m, +k, ruch w prawo i w lewo).

® czgstka pada z lewej strony na skok potencjatu exp(ikx)

® y<o = exp(ikx) + rexp(—ikx) T

® zaktadamy amplitude 1 fali padajacej r exp(-ikx) o
(rozwigzujemy réwnanie wtasne, wektory texp(ik')
wiasne okre$lone z doktadnoscig do statej 0 e—
multiplikatywnej)

* r - amplituda fali odbitej, 2262 = £ 5

e dla x > 0 fala ktéra przeszta

oy R2K/2 x=0

Vyso = texp(ik'x), 25— — V = E o

® ciggtos¢ pradu prawdopodobienstwa ® 1+r=tk(1—r)=tk
ﬂ));<g(X =0)= 11),;>0(x = 0), oraz o po koK p 2k
Yrco(x =0) = i o(x =0) T Kkt T Ktk

® V =0, k" = k, nie ma odbicia (nie ma sie od
czego odbi¢)



problemy rozproszeniowe

2,2 2
o mE _p n? _y_E

® y<o = exp(ikx) + rexp(—ikx)
. \Ux>g = texp(ik’x)

o j= L (wvur — vrvv) exp(ikx)
—_—
® prad gestosci pstwa fali padajacej : j = %, g ——
i 2hk 2 ik’ r exp(-ikx) s
odbitej jr = |r| 2m’]1 = |t]° %% t exp(ik'x)
® BTW:wiemy ze ji — jr = jr = j # f(x) 0 e—
® prawdopodobienstwo odbicia R = ”
_ _
transmisji T = ,7' T+R=1 ——
. . —K et
* poniewaz r = et = 2 o Sl
_ k=2
® mamy R = TR



problemy rozproszeniowe

o o _ IK—K?
T k' +k|2
* “Ldat u 1:4
0.9
08
0.7
06
® 05
0.4
03
0.2
01
]
0 50 100 150 200
° E(meV)

odbicie - bardzo prawdopodobne, szczegélnie
dla niskich energii

zjawisko bez odpowiednika w mechanice

klasycznej
exp(ikx)
iy
T
1 exp(-ikx) x
t exp(ik'x)
0 _|_
v
x=0

skok potencjatu: w (nano)technologii
potprzewodnikowej kontakt dwoch
pétprzewodnikéw o inaczej potozonych
pasmach przewodnictwa

zamiast masy elektronu w prézni tzw. masa
efektywna m = 0.067my, skok potencjatu 100
meV



problemy rozproszeniowe

® wezmy przeciwny schodek potencjatu

exp(ikx)
s v

=
LEXP () t exp(ik)
| Rk
0

x=0

. nzkz ﬁzkzz .
=E +V = E, wige 2 przypadki: ® gtebokos¢ wnikania x, = 1, dla danych jak

° (1 )E >V POPFZEdn'e wzory z k oraz k' wyzej Ve = 100 meV, E = 75 meV, x,, = 4.35
obowigzuja nm.
e R — Ik’,fk\z2 ® czastke mozna znalez¢ w obszarze, w ktérym
[k +k| potencijat przekracza jej energie
® (2) E < ViWysg = texp(—kX), °

— widzieliSmy to juz dla oscylatora

- h§;2 =E—V;k==x+/2m(V — E)/h? harmonicznego w punkcie zmiany znaku

® odrzucamy rozwigzanie z minusem , bo drugiej pochodnej funkcji falowej
eksplozja

® VU, o9="texp(—rX) > ji=0— R=1



problemy rozproszeniowe

® wezmy schodek o wysoko$ci 100 meV

25—
il exp(ikx)
2 Pana v
E TemeRy I texp(ikx)
= 7 0
E' 15 . o
7 4
Qo
& 1
]
1% 4 i
[0) . o5
2 o4
0.5 : k
0 T T T ] e o=
-20 -10 0 10 20 ® gtebokos¢ wnikania x, = L, dla danych jak
o x [nm] wyzej Ve = 100 meV, E = 75 meV, X, = 4.35
® E=50meV, E =90 meV, E =120 meV nm.



problemy rozproszeniowe

® T5meVV5meV.gif

® pakiet o $rednim k odpowiadajacym wysokos$ci progu potencjatu

® 1?kZ/2m = 5meV= V

® dlam=0.067my — kg = 0.0937/nm.

® odbite mniejsze ko, do obszaru bariery tuneluje czes$¢ pakietu o wyzszej energii.

® obydwie cze$ci pakietu poruszajg sie wolniej.



bariera potencjalu

® szeroko$¢ bariery : 10nm, wysoko$¢ 10 meV, energia kinetyczna pakietu $rednia: 5 meV,
m = 0.067my, rozmiar pakietu - jak dla oscylatora harmonicznego z hiw = 5 meV.

® barier10.gif

© Wix,t) = 2 [T dkw(k, 1) exp(ikx)
o Wk, t) =2 [ axw(x, 1) exp(—ikx)
® za bariera:

® Wisz(k, t) = 2 fZ:Q dxW(x, t) exp(ikx)

— (Vx> zalk, |2
® P(k) =limi—oo h =0 2

® trafu.gif

® k dla ktérego energia kinetyczna 10 meV = 0.1326 /nm.

® efekt tunelowy

® uwaga: do oo czasu potrzebne nieskonczenie diugie pudto
® uwaga 2: oscylacja na wysokim k - powéd: 0/0

® uwaga: widzmy P > Odla k < ky



bariera potencjalu

® do wyzszej energii: parametry jak poprzednio, w tym ky bez zmiany, ale start z lokalizacja jak
dla oscylatora z hw = 25 meV

® fajnew25.gif
® |atfw25.gif

® niemonotoniczna zalezné¢ od energiidla £ > Vg



problem rozpraszania 1D: bariera

x=0 x=A

® regiony |, Il, Il : przed, w i za barierg; czastka pada z lewej

2m(E—V)

® E>V k=ky=hk=Y2E g = 3

® Wy = texp(ikx) (odrzucamy fale w lewo)
ey, = CeXp(ik//X) + dexp(fik”X)

® W, = exp(ikx) + r exp(—ikx) (normalizacja amplitudy fali padajacej do 1)

1
CR=|r2 T=tf.T= (1 +%) :
® czastka nie zawsze przejdzie nawet jesli E > V, T = 1 jedli kyA = nm

® k= 27" warunek odpowiada A = 2 czyli catkowitej liczba potéwek diugosci fali w barierze:
rezonanse, interferencja fal w przeciwnych kierunkach poruszajacych sie w ramach bariery



problem rozpraszania 1D: bariera

® pierwszy rezonans T(E) = 1

x=0  x=A
(]

wyniki dla T(E), szeroko$¢ bariery A = 20 nm,

wysokosé 10 meV, m = 0.067mq * drugi rezonans T(E) =1

1

08
|
| 099
06|

\
|
i
1
.-}\ -
\
/

04l ° -
P 0ss
0z/] ® rezonans: kyA=nw — A= 5\
I 097‘ e me e s ® interferencja w,(')bsz.arze 1l pozwa]a na .
E (meV) E (meV) przezroczystos¢ bariery przy skonczonej energii



bariera E < V efekt tunelowy

. =0 xEA x [nm] wynik: E = 5meV, V = 10 meV, A = 20 nm
® regiony I, II, Il : brzed, w i za barierg; czastka pada z lewej
o E< V,kg=hky=k=Y20E - V25

® Yy = texp(ikx) (odrzucamy fale w lewo)
® Y, = cexp(kX) + dexp(—kX)
® W, = exp(ikx) + r exp(—ikx) (normalizacja amplitudy fali padajacej do 1)

—1
2 op2
R=|r2 T=t2T= (1 + w) gdy
kA>>1— T=165(1 - £)exp(—2rA)



podwadjna bariera

® 2 bariery, kazda wysoka na 10 meV, szeroka na 20 nm
® szeroko$c centralnej studni L = 100 nm.

® 2bariery.gif

® pstwoztrafuzbest

® INp=Lky=nF Ak=1Z



efekt tunelowy

® czastka kwantowa potrafi uciec z uwiezienia mimo ze jej energia nizsza niz bariera potencjatu

® rozpad « - jadro opuszcza czastka o tadunku +2e i energii rzedu 4-8 MeV

® podczas gdy V,» wigksze od tej energii tam gdzie zanikaja sity jadrowe (dla r = 1 fm
Z&? /(4meor) = Z x 1.44 MeV)

® kT = 1.44MeV dla T = 16.87 GK — nie ma takich temperatur , w érodku Storica 15 milionéw
K - fuzja na drodze tunelowania réwniez

® czas zycia izotopu « promieniotwdrczego - réznig sie o 20 rzedéw wielkosci

o .gdykA>>1—T=16E(1 — £)exp(—2rA)



skaningowy mikroskop tunelowy

Control voltages for piezotube

Distan rol
and scanning unit

L]
(a) (b)
Eq
L[]
E
’ ® 7elazo na miedzi, IBM
L[]



schemat AC

Schemat Cranka-Nicolson:

W(x, t+df) = W(x, ) + & (HW(x, t + dt) + HY(x, 1))

zapewnia stabilno$¢ dla dowolnego kroku czasowego i dlatego — kontrolowang doktadno$é

® wada schematu jest konieczno$¢ rozwigzania uktadu réwnan liniowych - schemat nie dziata
jak proste podstawienie

® powyzsze - staje sig powazne, gdy w Hamiltonianie pojawiaja sie efektywne wyrazenia
nieliniowe, zalezne od funkcji falowej lub gestosci prawdopodobienstwa

przydatby sie stabilny schemat jawny — A. Askar, A.Cakmak, Journal of Chemical Physics, 68,
2794-2798 (1978)



° ihZ¥ = H.

. ihw = HW(t, x), jawny schemat Eulera,
niestabilny niezaleznie od dt

o jpMLHdt) V(LX) _ 1 (Hy(t, x) + HWY(t + dt, X)) - schemat P
CN, niejawny, stabilny niezaleznie od dt [

® schemat do catkowania — krok na podstawie wartosci funkcji ze
$rodka przedziatu, znoszenie btedéw i w konsekwencji °

doktadno$¢ jak dla trapezéw N
A P

t tadt

t tdt

t t+dt




° ih% = Hv. ~
o jpHAN_V(LX) _ (¢, x), jawny schemat Eulera,
niestabilny niezaleznie od dt, rzad doktadnos$ci pierwszy LR

o jpMLHd) V(LX) _ 1 (Hy(t, x) + HWY(t + dt, X)) - schemat 1
CN, niejawny, stabilny niezaleznie od dt, rzad doktadnosci drugi

o jpMLidt) V(oY) — Hy(t, x) - schemat Askara, jawny, rzad -
doktadnosci drugi °

® wszystkie trzy schematy spéjne z rbwnaniem Schroedingera 3
(spdjny, znaczy w granicy zerowych krokéw odnajdujemy //\
wiasciwe réwnanie rézniczkowe)

® pierwsze dwa: jednokrokowe, ostatni: dwukrokowy U vt



schemat AK

° I-h\ll(Hdr,x)z—d;ll(l—dt,x) _ HW(?, X)

® Y(t+dt,x)=WV(t—dtx)+ %—ngW(t, x) - schemat nazywany dla ogéinego réwnania
rézniczkowego zwyczajnego (zaleznos¢ od czasu) schematem leapfrog

® schemat jest dwukrokowy - wymaga znajomosci dwoéch chwil czasowych aby policzy¢ trzecia

® analiza stabilnoéci von Neumanna (V = 0)
e w(x, =" Ak exp(ikax)

° At+dl AI at 2,‘;54’ (

Sn? [2 cos(kdx) — 2])

* postulat: AL = MAL, o = ’:6’1:‘2

® M2 — 2iaMy [cos(kdx) —1] =1 =0



schemat AK

. ptrdt t o _ _dth
postulat: A" = MkAy, o = e

® M2 — 2iaMy [cos(kdx) — 1] — 1 = 0, cos = cos(kdx)
* A=4(1- az(cos —1)2)

® My = ia(cos —1) & /1 — a?(cos —1)?

® oile pod pierwiastkiem > 0, to Vk|My|? = 1

° 1 >az(cosf1)2,1 >a?x2% a< 15

2

. ar< g

co jesli liczba pod pierwiastkiem jest ujemna? a?(cos —1)% > 1

jesli 3k|Mx| > 1 - niestabino$¢

2
|Mi|? = (a(cos—1)i a2(cos—1)2—1)

® modut dla’+ - wiekszy od 1 na pewno - niestabilno$¢



schemat AK

® przy hw = 0 schemat stabilny dla
at < 22 wyniki dla hw = 1meV




schemat AK

® dla dx = 2 nm (j.at. 2/.05292), m = 0.067m,
(j-at. .067)

° ’”Z"gz = 47.58 j.at.czasu (dla CN liczyliémy i
2048 j.at. czasu)

2h ® typowe dla schematéw jawnych:

® uwaga 1: o krytycznym dla stabilno$ci kroku
czasowym decyduje krok przestrzenny

® uwaga 2: im gestsza siatka w przestrzeni tym
drobniejszy krok potrzebny dla czasu (typowe
dla schematow jawnych)

® uwaga 3: jesli potrzebna gesta siatka nie

. . mamy petnej kontroli nad doktadnoscig w

s Tmm o funkcji dt - nie mozemy z niej zrezygnowad,
bo tracimy stabillno$é

® uwaga 4: jesli gesta siatka - lepiej rachunek
ze schematem niejawnym - cena zwigzana z
URL do zaptacenia




schematy r6znicowe dla R.Schroedingera

ihdY = Hv.
CN:
W(x, t+dt) = WU(x, t) + L (HY(x, t + dt) + HW(x, 1))

: niejawny, wymaga rozwigzania uktadu réwnan w kazdym kroku, jednokrokowy,
bezwarunkowo stabilny

AK: W(x, t+dt) = W(x, t — dt) + 2L HW(x, 1)

i

jawny, dziata jak podstawienie, dwukrokowy, stabilny gdy dt < mz"gz (dla czastki w prozni)

im drobiejsze dx tym mniejszy krok df wymagany, zmniejszenie dx przy statym dt moze
spowodowaé niestabinos$¢, czesto brak mozliwosci kompromisu: doktadno$¢ / szybkosé
rachunku



schemat AK

® odpowiedZ na pytanie z konca wyktadu: uwzgledni¢ potencjat oscylatora harmonicznego
’”“’:)‘2 w analizie von Neumanna - redukcja kroku krytycznego dla stabilnosci

® W(t+dt,x)=V(t— dtx)+ 2LHY(t, x)

® Y(x,t) = Z Ak exp(ikdx)

* f(x) = >, aexp(ikx) E ak, exp(iknx), przy czym k = n=X, f(x + 2L) = f(x), pakiet
falowy ma sig miesci¢ od —L do L

, 2 —1)lnl2
parabola od —L do L: x? = Z ay, exp(iknx), z a0 = &, a, = 2(—;2) 7
p

. At+di AI dt 2tht ( [2 cos(kdx) — 2] + ™2 ak)

2d2

2 2
o M2 — 2y, (ﬁ [ — cos(kdx)] + %ak)* —1=0

A=A\, p 4 M= L. £ /1 D02

jak w prézni: [Mx| < 1 wtedy i tylko wtedy gdy pod pierwiastkiem liczba dodatnia

h

ograniczenie : Vk : df? < 8—2 czylidt <

—.
h2 mwe ay
m;xz [1 —cos(kax)]+ —
® najsilniejsze ograniczenie na krok czasowy ma a, zero skladowa potencjalu parabolicznego:
zmienia sie jak L2. dla stanu podstawowego oscylatora < x2 >= L. Ogolnie: im wyzsze w

tym silniejsza poprawka na krok czasowy.




ukfad zamkniety: powr6t do warunku poczatkowego

® warunek poczatkowy: gaussian w

N ) . .
nieskoriczonej studni potencjatu w mechanice klasycznej: tw. o powrocie

Poincaré - uktad zachowawczy, ograniczony w
przestrzeni fazowej, po pewnym czasie zbliza
sie dowolnie blisko warunku poczatkowego

oz ® w mechanice kwantowej: uktad ograniczony,
oo dyskretne widmo energii - tutaj studni
nieskonczonej, skonczona liczba stanéw
witasnych w danym zakresie energii.

o W(x, f) = ZL Cn exp(—iEnt/ R)thn(X)
. * o= [T vs(x)W(x, t = 0)dx

. ® w naszym przypadku ¢, = Apsin(nmx/L) to
i A ) 2
* ewolucja (poziomo - potozenie w nm, pionowo funkcje studni nieskonczonej, £, = 77>

- czas w ps), okazuje sie periodyczna
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w naszym przypadku , = Apsin(nwx/L) to
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® dokfadny
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® dokfadny
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® dokfadny

Powrot Poincar
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® dokfadny

Powrot Poincar
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® dokfadny

Powrot Poincar

1¢nl
0.120911119468709
1.283991472474891E-013
9.183006059675980E-002
5.29690 02

E(meV)
3.438881134222107E-002
0.137546927627644.
0.309449397643555

o.

2.320480987763714E-002
7.720626353576380E-003
1.950947841633239E-003
3.744187117074755E-004
5.457417313918639E-005
6.041478145494365E-006

1.68342206982430
2.78100492588015
4.15099119453381
5.79205550254967
7.70261022619612
9.88080702716933



Powroét Poincaré

miedzy 7 a 9 - brak wyraznej r6znicy,
zbiezno$¢ dlabazyzn=1,3,5,7

Y(x, 1) = cnexp(—52)bn(x),

E, = E r?

WGP =3 (IenlPlen(x)?) +

2R (CmCh by exp(—i(Em — En)t/h)))

AEq T =2nh, T = 2E5

Amn = (m? —n?)E; dam,ne1,3,5,7,
Amn € {8,16,24,40,48} E;,
im wigksza A, tym szybsze oscylacje.

Wszystkie « sg ze zbioru sg wielokrotnoscia
8.

zobaczmy na poprzednich slajdach, ze okres
nie zmieniat si¢ gdy dodawali$my kolejne
wyrazy do bazy, rzadzi superpozycja dwéch
najnizszych stanéw

dla AEj; =8E; — T = 15ps.

1Sl
0.120911119468709
1.283991472474891E-013
9.183006059675980E-002
5. 2

E(meV)
3.438881134222107E-002
0.137546927627644
0.309449397643555
0.4 15

2.320480987763714E-002
7.720626353576380E-003
1.950947841633239E-003
3.744187117074755E-004
5.457417313918639E-005
6.041478145494365E-006

1.68342206982430
2.78100492588015
4.15099119453381
5.79205550254967
7.70261022619612
9.88080702716933



Przejscia

® Reguty wyboru dla uktadu 1D, symetria: parzysto$¢

o V= Vy(x) + V(x, 1) = V(x) + eFoxsin(wt)
o jpMLLlEd)_VOCh 1 (H(t 4 dt)W(x, t + dit) + H()W(x, 1))
® H=Hy+ V(x,t)



przej$cia promieniste

Excitation
energy, eV =3

13.6 T

107 * najbardziej efektywne sprzezenie :
dipolowe (Wpn,|xW,), jego wartosé
decyduje o tempie relaksacji, ktére jest
niezerowe gdy zmiana parzystosci,

Al = +1 oraz Am = 0, 1, (przejécia
dozwolone, reguty wyboru dla przej$c)

pozostate przejécia: zabronione wg regut
wyboru




przejscia

maksymalne obsadzenie

° V' = Wy(x) + V(x,t) = V(x) + eFoxsin(wt), V(x) - 5
studnia potencjatu

® Hoyn = Entpn

® H = Hy+ V(x,t), Fip = 1kV/icm.

® WU(x,t=0)=1y, E,=Ef x n?, Ep =2.2meV.

® £, — Ey =6.6meV

® F3— Ei =17.6meV,17.6/2 = 8.3 meV

ustalamy w, rozwigzujemy do T, patrzymy na

0 15
Shbar w(meV)

maksymalny rzut na stany wtasne |(W(x, t)|¢n)|? o =
(prawa strona)
® po prawej widzimy przejscie jednofotonowe (fiolet) do Z
pierwszego wzbudzonego. N
¢ jednofotonowe do drugiego wzbudzonego jest 1
zabronione przez reguty wyboru, lecz wida¢ o3
dwufotonowe ® 10ps T ferwmen ©



przejscia

brak jednofotonowego do drugiego wzbudzonego,
podobnie jak dwufotonowego do pierwszego

0 15
Shbar w(meV)

wzbudzonego (symetria/reguty wyboru) N =
® jednofotonowe: i — k: element macierzowy przejécia

(@111
e dwufonotowe: i — n — k elementy przejécia przez ol

trzeci stan (¢i|x|¢n) (#n|X|d«). Dwa fotony potrzebne, o

stad ich energia siw dwukotnie nizsza niz réznica -

energii stanu poczatkowego i koncowego =

Przejscie dwufotonowe do pierwszego wzbudzonego
jest zabronione przez reguty wyboru - podobnie jak
jednofotonowe do drugiego wzbudzonego

0 T W s
$hbar w(mev)




dla piku (6.6 meV)

przejscia

1 1
T—
A =
0.9 s\ 09 i
08 08
07 07

obsadzenie

S

maksymalne obsadzenie
2R88¢%

5
tps)

dla potowy (3.3 meV)

AAS A2 AN =

obsadzenie

04
03
02
01
A AN AN
o 1 2 3 4 6 7 8 9

Shbar w(meV)




Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

V(x,t) = eFoxsin(wt)
H=Hy+ V(x,t)
Hovn = Entn

ihg¥ = HW(x, t) rozwigzanie dla V = 0

W(x, 1) = > cnexp(— 52 )pn(x)

rozwigzanie dla V # 0 - poszukiwane w bazie funkcji wtasnych Hy (dobry pomyst, gdy vV
"mate")

xt)fzx (8) exp(— Ent yopn(x)

zamiast rozwigzywac réwnanie Schroedingera na siatce réznicowej, poszukajmy jego
rozwigzania w tej bazie, ustalmy gérna granice sumy, wyznaczmy cn(t)



Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

® znamy Hovn = Eppn

problem zalezny od czasu:

® H=Hy+ V(x,t)

® mamy rozwigzac: ih g = HV(x, t)
WX, 1) =3 en(t) exp(— 52 )on(x) - wstawic do R.S.:

® iy (eh(t) exp(— 52 n(x) — 52 en(t) exp(—Flun(x)) =
S (Ho + V(X B)en(t) exp(— 52 )bn(x)

o inYy ™ ch(t) exp(— (— Enlyepn(x) =37 V(x, thea(t) exp(— Enl)pn(x)

® do tego miejsca brak przyblizen




Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

iRy ep(t) exp(— B8 ypn(x) = 327 V(x, t)ea(t) exp(—Z2 ) (x)
do tego miejsca brak przyblizen : pierwsze przyblizenie - skonczona baza
IEZ /(1) exp(— 'E”' Yn(x) =~ Z V(x, t)ca(t) exp(— ’E”t)wn(x)(*)
po ograniczeniu K mamy

= i Y en(t) exp(— B )bn(x) — DK V(x, 1)cn(t) exp(—E8)yhn(x)
chcemy aby residuum (reszta R(x)) byta "mata" R(x) ~ 0

potrzebujemy sposobu na wyznaczenie c,(t) - tak aby R(x) ~ 0 metoda kolokacji, metoda
najmniejszych kwadratéw, metoda reszt wazonych, metoda Galerkina

wyrzutowaé réwnanie albo reszte R(x) na elementy bazowe, zazada¢ znikania
(ortogonalnosci btedu do bazy)



Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

® H=Hy+ V(x,t) rzutujemy
o in Yy cn(t) exp(— SR wn(x)) = o V(x, Den(t) exp(— 52 wn(x)) | x (¥k(x)]
o in YN ch(t) exp(—EE) Wk (X)|n(x)) = Dk enlt) exp(— 521 (1 () VX, D] hn(X))
o inY N ch(t) exp(— 58 )b = Y cnlt) exp(—Z8) Wi (1)

® jhc)(t) = Z cn(t) exp(— M)Wkn(t)

® problem algebraiczny z rézniczkowego - do rozwigzania



Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

H= Hg + V(X, t), Ho’lbn = En’(/Jn
R2Y = HY(x,t), W(x, ) = Z‘: Ca(t) exp(— )by (x) - wstawié wyjdzie:

in%? =N (1) Win(t) exp(—i(En — E)t/h) ()
Win(t) = (x| V(X, 1) |¢n)
uktad réwnan algebraicznych (*) rozwigzujemy np. metoda trapezéw (odpowiednik CN)

K
S = 0D = LS ()W) exol(—iEn — Bt/ @

K
+2:—,h Z Colt + dt)Win(t + 0t) exp(—i(En — Ex)(t + dt) /)

n

K
dt
ck(t+dt) — o7 Cn(t + dt)Win(t + dt) exp(—i(En — Ex)(t + dt)/h) =
n
K

ck(t) + 2‘7—; Cn(t) Win(t) exp(—i(En — Ex)t/h) (3)




Rachunki w bazie funkcji wtasnych Hy

[ ]
d K
Gl ) — o Y Grlt+ AWt + o) el —i(Er — Bt + )/ = ()
d K
it
o) + 5 Z () Win(t) expl(— i(En — E)t/B) ®)
® wersja macierzowa my, = —2% Win(t + dt) exp(—i(E, — Ex)(t + dt)/R)

® wersja macierzowa Ox, = H- Win(t) exp(—i(En — Ex)(t)/h)

1+ my M m3 S My My ci(t+ dt)

Moy 14+ my Mg cee MyN—1) mon Co(t + dt)
° Mgy Map 14+ms ... mMyn—1) Mgy ca(t + at) =

My My M3 S Myt 1+ mw Cn(t + dt)

1+ 044 012 013 S O1N-) oin ¢ (1)
021 1+ 02 023 coe o OyN—1) O2n (1)
031 032 14033 ... Oyn-1) O3y ca(t)
Oni On2 On3 ... Onn—1) 1+ own en(t)

® macierz gesta, ale mata



Przejscia - rachunk w bazie

° V(x, )= =
K iEnt o0
K cnexp(—E2t)yn(x) oo
o K— g~
B os
2 o
)
P 4 T T Ee e e
. °* K=6
o T e e e .
e K=3 B oe
| g
= G o
o 2o
e Fos
G o g
- o
g“ oz 4 R
g, ® tutaj zbiezno$¢ juz dla 3 elementéw
n w bazie (!) Krok czasowy wymaga
rozwigzania réwnania 3x3 a nie np.

0o 2 s

hbar w (meV) 100x100 jak w metodzie réznicowej



Przejscia - rachunki w bazie

¢ W(x, 1) = crexp(—E2)yn(x)

jeden krok czasowy: rozwigzanie uktadu réwnan 3x3 zamiast N x N, gdzie pudto L = NdXx,
np. 200.

® w 3D metoda réznic skonczonych jest bardzo kosztowna obliczeniowo

dla N czastek mamy w MQ: 3pN wymiaréw (Feynmann- komputer Turinga nigdy tego nie
obstuzy)

® informacja o rozktadzie przestrzennym - w funkcjach bazowych - tutaj funkcje wtasne Hy, ale
uzywane wiele r6znych, dopasowanych do problemu, lub z ambicjg do uniwersalnosci

® rachunek w bazie funkcyjnym - metody wariacyjne, metoda elementéw skonczonych

® metoda Galerkina dla bazy ogéinej



Przejscia - rachunki w bazie

® ingY = HU(x, 1)

® widzieli$my problem zaburzenia zmiennego od czasu

® H=H+ V(x,t)

® baza funkcji wtasnych Hp dobra tj. szybkozbiezna, gdy V(x, t) mate

® przykiad skrajnie inny: pakiet elektronowy w drucie kwantowym. Nad drutem metalowa
powierzchnia.

075T -075T  075T -0.75T
4 ! N v

o TT@ @ O] )
600| L4
500 no metal \with metall -
o ® ) ) E
w00 8
::% g ‘ ‘ 400 600 800 1000 1200 1400
T . y [nm]
£ © Q) © L
mé P ¢ ® R. Kalina, i inni Phys. Rev. Lett. 102, 066807 (2009)
o ® metal - przez tadunek dodatni indukowany na powierzchni ogniskuje
o 0 pakiet tak, ze potencjat wytwarzany przez sam pakiet - do policzenia
O 8 o® metodg obrazéw, problem nieliniowy, nie ma mowy o V/(x, t) jako
zaburzeniu
) ® potrzebna baza ogdlna - bez zatozenia o Hy

60 100 <100 100 106~ 160 700 100
° x[nm]



Przejscia - rachunki w bazie

® ihZ¥ = H(x, W(x,t)

* V= Z'n( cn(t)fa(x) gdzie baza funkgji f, nie spetnia zadnych zatozen poza tym, iz tworzg
zbidr funkcji liniowo niezaleznych

® ih ZK (D fa(X) = Z cn(t)H(x, t)fr(x) rzutowanie (metoda Galerkina) na f,

ih Zn SmnCp(t) = Zn Hmncn(t) rzutowanie (metoda Galerkina)
® Son = (fmlfa),

® Hpn = (fm|Hfy) rozwigzujemy metodg AK

I D D T (

® albo CN

. mz S A —n(®) 1 Z (HmnCn(t) + HmnCn(t + dt))



Przejscia - rachunki w bazie

- i ml:amuvng T T T l
2z ¥ refecied 7
0w
5 il .
o - ; “;\ 'J.’-‘L | S transmitted N

—250 0 250 500 750 10001250

y [nm] +B
(a)
L S T o] 2

B= +0.4T incoming p 1
2 [B=-041 i o (a2 !
c L reflected s |
= e ZHPNN i J - ; ® T(B)=T(—B)poniewaz T + R = 1 oraz

500 250 0 250 500 : 750 R(B) = R(—B) - relacja mikroodwracalnosci

(b) y [nm]

® gobra: pakiet bez metalu, na dole - pakiet
samozogniskowany



Przejscia - wyniki rachunki zaburzen

o V' = Vo(x)+ V(x,t)

® V(x,t) = eFyxsin(wt)

® AoVt = HV

o H=Hy+ V(x, 1)

® Hovn = Entn

® rozwigzaniedla V =0

© W(x, 1) = cnexp(— 52 )un(x)

® rozwigzanie dla V # 0 - poszukiwane w bazie funkcji wtasnych H, (dobry pomyst, gdy V
"mate”)

¢ W0 = 7 enlt) exp(— B yy(x)

® rachunek przyblizony dla c,(t) dla stabego V, tzw. rachunek zaburzen



Slajdy z pakietow falowych w pierscieniu



przyktad: rozpad 3" a orbita elektronowa

® 5B 4 He+ ety

to nie wyszlo: niech bedzie jakis knock out ze wybity protoniz 2 na 1

zaktadamy, ze w stanie poczatkowym jadro boru wigzato jeden tylko elektron

albo lepiej - pole elektruczne !!! zimna emisja

ale to dupa - odstawiamy

zamiast tego jest gaussian nie ma gaussiana albo nic

w stanie poczatkowym i koncowym uktad ma symetrie sferycznag

2
SH=-3VE o2 id (2P PO 0) -

r

przy rozpadzie Z zmieni sie z 5 do 4

ewolucja funkcji falowej wymaga podania warunkéw brzegowych. warto$¢ na jadrze bedzie
zmienia¢ z czasem, aby pozby¢ sie tej zaleznosci: funkcja pomocnicza W = @, gdzie W(r)
to funkcja falowa, a v funkcja dla ktérej wykonamy rachunki

52 52
— 1190y Zy _ 1 19%¢ Z _ 1
¢ HV=—3753 —77—7(—5?—7‘#)—7’"/’

o
° ihdY = HV
o inZL = hy
® warunek poczatkowy Z = 2: W(r, t = 0) = V2 exp(—r)

czyli (r, t = 0) = V2rexp(—r)



