Metoda elementow skonczonych, problemy dwuwymiarowe

Q2

problem modelowy:

—Viu+ agu = f

X

w Q
warunki brzegowe:
I, &
w(x) = gp(x) nar, Dirichleta
Ju ( ) nal N
—~ — gN\T N eumana
ov

problem ma jednoznaczne rozwigzanie,
jesli
brzeg I, nie ma zerowej dlugosci.



Przyblizenie brzegu

gdy skomplikowany brzeg:
skonczona liczba elementow
(trojkatow, czworokatow itp)
opisuje problem tylko w sposéb
przyblizony

= przyblizone warunki brzegowe

gdy brzeg opisany funkcja wielomianowa
problem mozna opisac przypisac za pomocq
skonczonej liczby elementow krzywoliniowych



—Viu+ agu = f
Stabe sformulowanie problemu z funkcja wagowa w(x)
/ (—Vgu + a,ou) w(x)d) = / f(x)w(x)dS
Q Y/

Catkowanie przez czesci, 2 i wiecej wymiary

Tw. Gaussa

/A-dF:/V-AdQ
I 0

strumien pola wektorowego przez zamknietg
powierzchnie = dywergencja pola wewnatrz objetosci
ograniczonej powierzchnig

Q2

A niech bedzie
potencjalnym polem wektorowym A = Va

]va-dr:/v-vadﬂ
r Q)




/A-dF:/V-AdQ
I Q)

a,b — dwie funkcje skalarne
t0Zsamosc:
V- (aVb) = aV?b + (Va) - (V)

scatkowac po objetosci

/ V- (aVD)dQ = / AV bdT
Q I

catkowanie przez czesci

/ aVhdl = /Q aV2bd) & /Q Va - Vhds Chowaneprec
I

W 1D
db a—da, ——dx

dx? v dx dx

_f v> da db

catka brzegowa w 1D: brzeg sklada sie z dwoch punktow



wracamy do stabej formy réwnania rézniczkowego

/Q (—VQU + CL()’U) w(x)dS) = /Qf(l)UJ(L)dQ

tw. G-G

/ aVbdl — / aV2hd0) + / Va - VbdO
I Q Q)

- [ (Fupwan = [ (Vo) (Voo ~ [ (Vuyudr

I'

redukuje rzad pochodnych
/ (Vu - Vw + aguw) d€) = / fwdS) + / wVudl’
Q Q r

na czesci I': w. brzegowy na wartosc u.

Catka po I' znika jesli w(na I')=0 . U Galerkina — w takie jak funkcje bazowe.
Jesli rozwigzanie u nie znika na brzegu, catka brzegowa istnieje i trzeba sie z nig
uporac.

W dalszej czesci wyktadu — metoda elementow brzegowych, gdzie tego typu catki omawianie



Pierwszy problem:

uziemiona skrzynka potencjat u=0

y=+1

p(x,y) = exp(=50(x” + y*))

—
=]

x=-1 x=+1



Pierwszy problem:

1)

2)

==} )

4)

x=-1

\VALY

x=+1

podzieli¢ ptaszczyzne na elementy
(zaczniemy od czworokatnych el.)
wybrac funkcje ksztattu

policzyC macierze sztywnosci

i wektory obcigzen dla

wszystkich elementow

ztozy¢ globalng macierz sztywnosci
i globalny wektor obcigzen



rybrac funkcje ksztaktu X X
1D m-1 m
najnizszy rzad na kwadratowym elemencie: 1 1
biliniowe funkcje ksztattu element
u4
] o u, ¢, =1/2-1/2

¢, =1/2 +1/2 &

u(&1, &) = w1 d1(&1, §2) + uad2(&1,§2) + usds(&1, §2) + uada (&1, &2)
o, B H U,

1 B1(61,6) = 71— &)1 + &)
05 =
a0 .
05 R I
s o0 05 1 J
. ?3(&1, &) = 1(1—51)(1—52) :
1 0.5
' kazda z funkcji ksztaltu: h . z
S osigga wartos¢ 1 w jednym za naroznikow |
0 zeruje sie w pozostatych LU0 08
-1 ‘ £

L0500 081 1

3 1
b1 (€1, &) = 1(1+£1)(1+£2) D2(&1,&2) = (1 + &) (1 — &)



wyzszego rzedu: iloczyny funkcji bazowych Lagrange’a w obydwu wymiarach
np. kwadratowe w x, liniowe w y

Bmmy uléné) Zu (&1.6)

h1(6 &) = 26 +1) x LD

o —EB—Ey

Ug
(-1,-1) (0,-1) (1,-1)

OO O O O —
r~ B o> oo

0.2

itd.

O OO O O O —
[ — - _ - -
- ~ B o> oo

L opEL ) = 56+ 1) < (6 - D&+ )




3) transformacja elementu z przestrzeni referencyjnej

(X15Y4)

)
YD) g o (LD

('1"1) 5

/ - (1,-1)
(X3’y3) 1‘2:(X2,y7)

wzajemnie jednoznaczne mapowanie ??? Jak to zrobic?




3) transformacja elementu z przestrzeni referencyjnej

(X15Y4)

)
/ gy, M— ()

('1"1)

e
r,=(X,,Y,)

wzajemnie jednoznaczne mapowanie:??? Jak to zrobic? - zaskakujgaco tatwo

r(§) = iri@(f) ( :yU ) N ;4; ( Yi ) GSHS)

1=1

(X3,Y3)

biliniowe funkcje ksztattu (do mapowania zawsze, nawet gdy
uzywane sg pozniej wyzsze)

D1(61,&2) = 4(1+51)(1+€2) b3(€1, &) = (1—51)(1—52)
$2(&1, &) = 1(1+51)(1 — &) Da(&1, &) = 1(1 — &)1+ &)



transformacja elementu do przestrzeni referencyjnej

:; 24: Z 9i(&1,&2)
()-2() \

skladanie naroznikow
: w kazdym tylko 1 funkcja nie znika

].0 ' | ' | ' |

| Gy () ) | N
MN 00_ 7

0.5 F 4

10 A I N
1.0 -0 0.0 0.5 1.0

x :




co sie dzieje z przekatnymi?

przeksztalcenie
nie jest liniowe i
nie zachowuje
__ rownoleglosci
prostych

1

O_

transformacja elementu do przestrzeni referencyjnej

element wklesty
wnetrze mapowane
na zewnetrze,

nie chcemy takich
elementow.

majq by¢ wypukle



element wklesly niedobry -mapowanie nie jest bijekcja

2.0
1.8
1.6

X

1.4
1.2

1.0 1 I 1 I 1 I 1
1.0 05 00 05 10
él

/

liczone wzdhluz antydiagonali




Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 1. tozsamosc

(;’)i(yz)@(a &)

1=1

(Dl(fl 59) = (1 -+ 51)(1 + 52) ’53(51 ’S‘?) — (1 - 51)(1 - 52)
P2(&1,&2) = 1(1 +&)(1 = &) a(81,&2) = 1(1 — &)1+ &)

., 1 (€55
(1,1)
(-1, 1) . ) (-1,1) & [ ] (1,1)
(%,:%,) . ,
(-1,-1) & g 1-1) (-1-1) g B (1.1
1
T =7 [(1+ &)1+ &)+ (1+&)(1—&) — (1 =&)(1—&) — (1= &)(1+ &)

v= 2204+ &) - 201 - &) = &

4

=)0+ 6) — (1 &)1 - &) — (1 &)1 — &) + (1 — &)(1 +&)]
1
4

y =720 +8&)-201-8&)] =&



Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegdlne 2 powiekszenie

(2,2) (€S
('2’2)
1. 1) ] ] (1,1)
(-1,-1) [ 0 (1-1)
(-2,-2) (2,-2)



Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 3 przesuniecie

(SRS
(0,2) (2,2)
L] L] -1,1) B m (L)
(XI’XZ)
] N CL-1) g g (1-1)
(0,0) (2,0)
1
=7 2O+ +HE)F20+4)1 - &) =4 +1
1
Y =7 21+ &)1+ &) +2(1 - &)1+ &) =8+ 1



Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 4 obrot

4: (0,sqrt(2)) (SRS

3: (-sqrt(2),0) 1: (sqrt(2),0)

(1) 4 8 )
2: (0,-sqrt(2))

$=%(\6(14‘51)(14‘52)—\@(1—51)(1—52)) ng(glJrg?)

y = i (—\/5(1 +&)(1— &)+ V21 = &) (1 + 52)) Yy = @ (=& + &)

2

()= (o D (8) o



Macierz sztywnosci-catkowanie w przestrzeni f=-p(x,y)
referencyjnej

/ (Vu - Vw +%fw) d$) = / fwdQ) + /%Ldlﬂ
Q 0 r

bo tego nie ma w rownaniu (Poissona)

fl 52 ZUZ¢Z €1 52 Galerkin: W = ¢j (517 £2>

bo warunki brzegowe

do macierzy sztywnosci

7 Oz dx Oy Oy
DP; B Dp; 0&1 n 0o; 0o

Ox  0& dx  0& Ow

Vorve, (h 0% ax)x(;ask ax)+(;ask oy )" ;a@ 0y




| | 0d; &), DO ; ()&= i Op; O&y, DO ()&= I
V(%V() — ——— | X J — - — bt
| " (ZA: 0&. Ox ) (Z 0&. Ox i ZA: 0& Oy 8 Z 0&. Oy
potrzebne

O& . O, k=1,2 amamy x(5,, 5,) iy(5,, &)
ox ()y

oe, 91 dr ox \ !

oxr Oy _ 0&  0&

08 02 — |\ 9y 9y

Ox Oy 3 &
081 I8 | dy Oz
Jx oy _ dEo 0éo
082 &2 Oz Oy Jdy Ox __ Oy Ox
dr Oy 0E1 0o 91 D& 23] 23|

—

Jakobian



06 0% | T ox oy _ 9y dx | _9y Oz
Oz Jy D6, 0&5  0&1 0& ¢, 9&
. 4
— i\C15C2
(y) ;<yz>¢(££)

b1(£1, &) = (1+51)(1+52) 0361, &2) = (1—&)(1—52)
P2(&1,&2) = 1(1 +&1)(1 = &) 01(&1, ) = 1(1 — &)1+ &)

%:£(1+£2) %:i(l‘F&) g; i(x1+x9—x3—:c4+£o(:c1—xﬁx;—m))

?9?2 N %(1 &) ?%2 _ —%(1+€1) a:é %(1‘1x21’3+x4+€1(1’1x2+x3x4))
‘ ‘ ;

% __%(1_52) %%(1&) 8@&;1 §(11+Jz—13—J4+Ef>(11—f>+/3—14))




0&1 0% 1 Oy _ Ox

oz Oy _ 05 IEo
o 06 | = oo —oror |y or
Or Oy 9&1 0&2 0&1 0&2 06 23

Jakobian (mianownik)

1

J = gfx (77 —2y) (ys — y2) + (22 — 23) (Y1 — ¥y))
{ zalezy od ksztaltu i rozmiaru
+—8o (21 —22) (yy; —ys) + (23 — 24) (y1 — y2)) e.lementl% W przestrzeni
61% fizycznej
+g (o —a5) (g — ye) — (24 — 22) (41 — s))

Jakobian dla powiekszenia

1. (a,a)

(_asa) .

(-a,-a) O g (a-a) -



(0,2) (2,2)
[ (]
4 1
(Xl’XZ)
3 2
[ [
(0,0) (2,0)

J =

1
g'gz (21 —x4) (ys — yz2) + (22 — 73) (y1 — ;)

1

-1, 1) B

(EpSr)

('1,'1) I

+582 (21 — ) (v — ys) + (25 — 24) (Y1 — y2))

8
1

+< (21 —23) (yy — y2) — (27 — 22) (Y1 — ys))

8

8 (11



Jakobian dla obrotu

4: (0,sqrt(2))

(€S

-1 B
1: (sqgrt(2),0
3: (-sqrt(2),0) (sart(2),0)
('1"1) B
2: (0,-sqrt(2))
1
] = gfi ((zr — 24) (ys — y2) + (22 — x3) (Y1 — vy))
1
Jrg&z (21 —22) (yy —ys) + (23 — ) (y1 — y2))

1

J

8 11



Ogolnie, przy transformacjach zachowujacych ksztalt [kwadrat=kwadrat] J=const

1
— o 2
-1
-1 1
1 1
s=[as= [ ae [ dgie)=1
—1 —1
J: S / 4 stosunek pola elementu fizycznego

do pola elementu odniesienia (J=czynnik skali)

gdy transformacja=rozciggniecie jednego z kierunkow, powiedzmy x razy a

1

-1

rowniez wtedy jakobian = const



zaleznosc J od wspotrzednych referencyjnych
gdy rozne fragmenty elementu majg wchodzic
do calki z rozng waga, tj.,

gdy element fizyczny nie jest prostokatny

zawsze jest tak, ze catka z J(§1,52) po elemencie odniesienia
= Pole elementu fizycznego



Jakobian transformacji biliniowej
S=(atb)/2*h=3.5/2*2 ktora nie zachowuje ksztattu

-1,1
’ d 0.5,1

S=/ds:/_11 ¢, /_lld&J(sl,&Q):M

)
h
_1,_1 1,'1
Lo 078 0.78
S 35! (27 —xy) (ys —v2) + (22 —23) (1 — uy)) o8 0.8 .
1 .—0.82 0.82 - mnilejsza
+=Co (lxy —22) (Y —Y3) + (25 — ;) (Y1 — Yo —0.84 0.84 ] ”»
85 ((7y o) (Y —ys) + (23 — ;) (1 — y2)) { ot 0.84 ,waga
1 _ _ _ . +—0.88 0.88 I A
g (o —23) (wy — v2) — (2 — 22) (41 — ys)) 09 0.9 Pun,ktOV.V
' —0.92 0.92 - Z gornej
—0.04 0.94 7 ..
\, 096 0.96 czesci elementu
| referencyjnego
1 7

8
1 1

7

d d&aJ = —

/1 51/1 62J(61,6) = 5



Macierz sztywnosci:

rozniczkowanie w przestrzeni fizycznej zapisane
we wsp. referencyjnych

ViV, = E .. | ¢ E e AL E e o | ¢ E e AL
GV ( IE, Ox ) ( O¢, Ox * &, Oy o0&, Oy

1 1
By = [ dei [ des, oo,
1 1

w catkowaniu : przy przejsciu do wspotrzednych referencyjnych uwzgledniamy
jakobian.



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

W naszym przykladzie
wezmy szesnascie kwadratowych elementow: elementy, biliniowe funkcje ksztaltu
Lagrange’a
4
(1,1) [ m1
element m
3 o 2

vy = —1+mod(m—1,4)Ax

m — 1
yl =1-— v{
_om dzielenie integerow
— Ay (bez reszty)
m
= Ya vy =x; + Ax
e M Smeo . m ,
Ly = ys =Yy — Ax



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

) , . elementy, biliniowe funkcje ksztattu
Macierz sztywnosci:

Lagrange’a
Vo,-Vo, = ——— | X — | x A
ner (ZA: O 81’) (zh: 0, Ox ! ZL: I, Oy Z}L: e
4
R3] [ w _ox - m
gr Ty | — | 9% oo
o0& du | T 7\ by o
Ox Oy o0& 0&1
N\ ' n>
nie zalezy od m (ten sam ksztatt i rozmiar)
1 ¢ odkreslam zera
J = 35! ((zy —2y)(ys —yo) + (20 —23) (y1 —yy)) P
1
+§5£ (27 —22) (yy —ysz) + (25 —2) (Y1 — y2))
1
+< (21 —23) (yy —y2) — (7 — 22) (U1 — y3))
3 t ' t t
Ar  Ax -Ax Ax

J = Ax?/4



ox 1

. Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
851 4 (331 T —r3 -2t & (Il RS 2?4)) elementy, biliniowe funkcje ksztattu
or 1 4
9% 4(1’1—$2—l’3+$4‘|‘€1(l’1_Qf’2‘|‘$3_l’4)) " -~
2
oy 1
0%, Z(JlJrJz—B—AJrfO(Jl—J9+13—J4))
8\ 1 1 i u 2
';Z
9%, Z(jl — Yo — Y3+ ys+ &y — Y2 +ys — ya))
O 1 l 081 081 1 ﬂ __ Oz
or _ 2 (2Az) Ox Ay _ 0&o 0&9
96 4 0 0 | T\ by or
I Ox oy 0&q o0&
i
08
a,
dy _

851 &1 0& Az 2
dy 1 ‘ %% :—42(7&):(5 2)




Vﬁi'vfbv: — — — il
v = (ot (Liem ) (Tan (L

0 o,

851 ;1 2 () Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
P g“; P 5% — %x 9 elementy, biliniowe funkcje ksztattu
D Dy Ar Lagrange’a

(2 90, 2 Jo, 2 J¢; 2 09,
ViV = (Aa: a&) (A:c 8&) ' (Afc 6’52) <Al‘ 5’5)
o, A (0009 | 0¢i 09,
VCbz vaj — A2 (851 851 T 852 afz)

wszystkie elementy majq
<— ten sam ksztalt i rozmiar

1 1
Em = f a6, / 160 V6V 6,
1 1

odpowiada im ten sam

Jakobian
1 1 wszystkie lokalne macierze
E?:. — / d& / d§2 (agb 8¢3 8¢3 ang ) sztyzz]vnoéci sq identyczne
- 1 0&1 08 352 S



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

_ ] : d& / : d£2 (8@ a@j a¢1 a@y) ilementy,’biliniowe funkcje ksztaltu
- 1 0&1 0&; 352 US e jge(: TR

1/3

/d&/ d§2(16 +§2) (+§1)>—

2
3
EQQ_/ dél/ df?(ﬁ —52) (1+§1))—§

EBS — E44 —

1
4

1/6

Eu—[ da/ d@(—ﬁlw Ga+ar) = -3
EB/ d&/ d&( (1-¢)- 1(151)) -



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

( A —1 =2 =1 \ ilementy,’bﬂiniowe funkcje ksztattu
o l 1 1 1 _9 agrang(;a
6l -2 -1 4 -1 N 1
\ -1 -2 -1 4 )
30 2

skladanie globalnej macierzy sztywnosci

1) globalna numeracja wezlow sasiednie: -1
naprzeciwlegte -2

Potrzebne funkcja
nadajgca weztowi lokalnemu i
z elementu m numer globalny

nr(i,m)

1=nr(4,1)
2=nr(1,1)=nr(4,2)
3=nr(2,1)=nr(3,4)

13=nr(2,6)=nr(3,7)=nr(1,10),nr(4,11)




skladanie globalnej macierzy sztywnosci Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
elementy, biliniowe funkcje ksztattu

1) globalna numeracja wezlow Lagrange’a

nr(i,m) funkcja
nadajgca weztowi lokalnemu i
10 z elementu m numer globalny

1=nr(4,1)
2=nr(1,1)=nr(2,4)
3=nr(2,1)=nr(3,4)

20 13=nr(6,2)=nr(7,3)=nr(10,1),nr(11,4)

75 petla po elementach m=1,16

petla po weztach lokalnych k=1,4

petla po weztach lokalnych 1=1,4

identyfikacja numeru globalnego wezta
i=nr(k,m)

j=nr(l,m)

S(i,j)=S(i,j) +E(k,])




-2
-2
-2

e -2 -2
-2

0]
-1

0
-1

-1

-2
-2

0
0

-2

0

6 -1 -2

0

-2
-2 16

6 -2 16

0]
-2

0]
-2

-2

-2
-2 16

0]
0]

-2

0

0]
-2

0]
-1

0]
-2
-2
-2

0]
-1
-2

1
0]
0]
0]

2
0]
0]

0]
0]

-2
-2 16

-2 16
(0]

0

(0]
(0]
-2

(0]
-2
-2

-2
-2
-2

-2
-2 16

0]
0]

-2

0

-2
-2
-2

-2
-2
0
0

-2

-2
-2 16

6 -2 16

0
-2

0
-2

-2

-2
-2
-2

0
0

0
-2

-2
-2 16

0
0

-2
-1

0

0

S=1/6 x

rzedu N.

h w macierzy NxN

Ow niezerowyc

liczba element

(przekrywanie tylko funkcji ksztattu sgsiednich elementow)

MES produkuje macierze rzadkie

= 80GB

(double)

r’

ow

100 000 —» N2x 8 bajt

macierz gesta przy weztach N



Prawa strona=calkowanie po elemencie w przestrzeni referencyjnej

/ (Vu - Vw +9¢w) dQ) = / fwdS) + /yémﬂ“
Q 0 r

1 1
. ] a6, / Ao p((1.€) (€1 ) 0161, &)
—1 —1 -

tu zaleznosc od elementu m-ukryta

2) Caltkowanie numeryczne po T ;" i.
kwadracie _. — Z m ) 0i(&1,&2)

!
i—1 Yi

.l .l 1
I = ./1 A& '/1 déaf(&1.&2) = '/1 d&y Z w f(&1. &) = Z Z'u’?l'u’?rlff(flvgff)

3) Skladanie prawych stron w globalng F

petla po elementach m=1,16
petla po weztach lokalnych k=1,4
identyfikacja numeru globalnego wezta
i=nr(k,m)
F(i)=F(i)+P(k,m)

Gaussa N, punktowa Gaussa N, punktowa



4) warunki brzegowe

Su=F

S-macierz 25x25
F-wektor 25

szukamy wierszy macierzy S
odpowiadajgcych weztom brzegowym
1-6, 10-11, 15-16, 20-25

[wiersze te majq 4/6 i 8/6 na diagonali,
wspolne dla nie wiecej niz 2 elementow]
wpisujemy 1 na diagonali,

zero — wpisujemy do macierzy F



Wynik:

wydruk po diagonali
(dokladny i MES
z biliniowymi f. ksztattu)




MES (16 kwadratowych elementow z biliniowymi
funkcjami ksztattu) a MRS

Dokladny
MES - funkcje biliniowe 25 wezlow
MRS - 25 wezlow (dramat)

000

-1.00 -0.50 0.00 050 1.00

przekroj po diagonali



100 identycznych elementow:

nadal widoczne Scianki

003 —

odstepstwa doktadny/MES

At wyjscie: zagescic
wcigz widoczne

elementy w Srodku pudia
o lub zmieni¢ funkcje ksztattu
na ciggle z pochodng

002 —

A

002 —

001 | 0.02 —

MRS przy tej samej liczbie
oo weztow

001 —

oo — 1 T T T T
-1.00 -0.50 000 050 1.00
0.00 —

-1.00 -0.50 0.00 050 1.00



podzial przestrzeni na nierowne elementy: domek z kart (plaskie sciany)

globalna numeracja wezlow:

numeracja elementow
2
1
1
5
| 2
1| og| 4 8
g 7
3
3
4

z gory wiadomo, ze w rezultacie dostaniemy ptaskie Sciany



problem z odwroceniem rownania

003 —

Dla biliniowych funkcji |
ksztattu, w kazdym z elementow:

, , 002 —

0“u 0“u 0

or?  Oy? |
002 —

zamiast

Vu = —p(xz,y) oo

doktadne
MES 16 kwadratowych
elementow

“g ciggle = po diagonali

% przerywane = po y=0
.,‘

0.00



Wynik:

wydruk po diagonali
(dokladny i MES
z biliniowymi f. ksztattu)




100 identycznych elementow:

nadal widoczne Scianki

003 —

odstepstwa doktadny/MES

At wyjscie: zagescic
wcigz widoczne

elementy w Srodku pudia
o lub zmieni¢ funkcje ksztattu
na ciggle z pochodng

002 —

A

002 —

001 | 0.02 —

MRS przy tej samej liczbie
oo weztow

001 —

oo — 1 T T T T
-1.00 -0.50 000 050 1.00
0.00 —

-1.00 -0.50 0.00 050 1.00



podzial przestrzeni na nierowne elementy
+ biliniowe funkcje ksztaltu - domek z kart (plaskie Sciany)

globalna numeracja wezlow:

numeracja elementow
2
1
1
5
| 2
1| og| 4 8
g 7
3
3




Baza bikwadratowa: dodatkowe wezty

globalna numeracja wezlow naroznych:
numeracja elementow

1

1,1)

19_1)

Wezly wierzchotkowe numerujemy jak
poprzednio. Mapowanie wtedy bez zmian.

a1 14 T X; . .
WEZI0OW ( ) ) _ Z ( " ) @(fl;&) mapowanie wclgz

uzywa funkcji
biliniowych



bikwadratowe funkcje ksztaltu

D,=5(E-1)/2

D= EE+1)/2

(-1-1) gl & s




Bikwadratowe funkcje ksztaltu w elemencie odniesienia

0.8
0.6
0.4
0.2

0.2 ¢

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

"
-
s,
L
)

jakobian i transformacje
pochodnych/catek bez zmian
(mapowanie bez zmian)

:/ d@/ A& "™ (£1,£)V g; - Vg

Vg,V

w35

E™

4]

gz afk

) (2

agg agk
0. Oz

#)

0g; 08y,

&, Oy

&

& dg; 0%
—1 afk dy

)



Wyniki:

funkcje biliniowe bikwadratowe r. dokladne

0.020

- doktadny
0.01% i bikwadratowe
ook biliniowe

i po diagonali
0.005
0.000 L L L B

1005 00 05 1.0




Rozwigzanie ciggle z pochodna:

(bikubiczne) funkcje Hermita

w dwoch wymiarach 5 parametry weztowe na wezet

T | 1 3 L.
u,=u(x,) u,=u(x,) ; 91 = 5 15T 153
o u,’=u’(x,) S u,’ T’ (x,) iy L3 |
| | - ) === ==&
N ‘ 2 4 1
-1 1 ! 0 | 7
u(€) = wdR(€) + uloh(€) + uSed(€) +udod(€) o =1 -E— €+
1 Jm 1 2 3
Oy = (—1-86+& +&7)

J =dx/dg 4

Q—

4 parametry weztowe na wezel:

1) wartosc¢ funkcji

2) pierwsza pochodna w kierunku x
3) pierwsza pochodna w kierunku y
4) druga pochodna mieszana



O Q—

00 .00 _ 00 . 00

1 4 parametry weztowe na wezel:  uy ,uy, Uz, uy
1) wartosc¢ funkcji wl® udl )l
. 2) pierwsza pochodna w kierunku x o ol o1 o1
2 3) pierwsza pochodna w kierunku y Uy, Uy s Ug s Uy
4) druga pochodna mieszana 9111111l
0 Ui, Uy, Ug 5 Uy
3 1 2 .

1D u(§) = i (§) + 1 (§) + uydh(€) + upes(§)

op w(é, &) = udY(E)d9(&) + uilos(£1)d5(&) -



8 z szesnastu funkcji Hermite’a




25 weztow, 100 parametrow weztowych

0025 dokladny
0020 L doktadny
Hermite’a - 100 p.w.
LS po diagonali
1.010 b
0.005 F o
0,000 11—

1005 00 05 10



Optymalizacja ksztattu elementoéw: przyklad dla bazy bikwadratowe]

1 jak dobra¢ optymalne rozmiary o/[3?
1
> metoda elementow skonczonych,
jak kazda Galerkina, ma charakter
wariacyjny
B ¢ v
2 Vou = —p(x,y)
3 7
3
3

) 12\ oz 2\ Oy pla, y)u(z,y)| dedy

warunek na optymalne a/3: a=min



or

1 /ou\® 1 [0u)”
o Z/gzm [5 (E) + 2 (E) — p(a, y)u(fl?,y)] dxdy

w elemencie m:

w( (€1, ), y(61,82)) = > ' on(x(61,&2),y(61.&2))
k \
/ / dé, / désJd przy czym zaleznoSC x i y
- - ,0d xi zalezy od m
Doy, O Dy, OE: 1 Aoy O Aoy O
2 (Z d&i ()“1,.1 + ()52 E);) 2 (Z ()ﬁi (;Ul C)&Z (;UQ)
—p(2(&1, &2), v, 52))2%@;;}

’ \ Sc=F
1
a

=3 Y Sy — Y ey
bl k

21 fou\?
3 (5) e y)u(ﬂ?.»y)] drdy




Optymalizacja ksztattu elementow: wyniki dla bazy bikwadratowej

al«, ey
(f) Optymalne elementy (narozniki)
110 -@ ‘ ‘ L ‘ \ \ ! ¢
0.50 — . . L
o0
0.00 — . . L
B 050 —f ® L L
100 ’ ‘ i i ’
takl kSZta}t 100 050 0.00 050 100
zostatl
wybrany . zoptymalizowan
do poprzednich “ , Zopty y
rysunkow
S=-6.15e-4 doktadny
dokladne minimum funkcjonatu R ~
-6.274e-4 1




Metoda elementow skonczonych dla dwuwymiarowego rownania wlasnego

HVY, = E,V,

podejdziemy dla problemu, w ktorym znane jest rozwigzanie analityczne

H ! 62+82 +1(2+ 2) 2D oscylator h i
g _— _— —\r oscvlator narmoniczn
o\ a2 a2) 2 Y ) ’

separacja zmiennych

H=H,+H, \Ij’n('xay) — %(50)%(9)

Hoi(z) | Hyts ()
Gle) )

E=1/2+]

=5 1D oscylator:

vi(x) = exp(—a°/2)hi()

d’L
dxz®

E,=E+E,

hi(x) = exp(a?) exp(—z7)



bikwadratowe funkcje ksztattu:

U (2,y) = Tchb (z,y)

\ po weztach w ramach jednego elementu
po elementach

2 i S 6
) 5 1115 cigglosc:
C211 — C112
8 11— 12
9 ‘ 6 | Ce —Cg
3 C311 — C124
lokalna/ [
numeracja L
weziow J 4 - zapewnimy ja
globalng numeracjq

weztow i odpowiednig
konstrukcjg macierzy

- element 12



082Mo01UaZ21[qo efpnd IeTWZO1

Rachunki dla siatki elementow 10 na 10, wierzcholki=
bikwadratowe funkcje ksztattu granice elementéw

pozostate
wierzchotki

elementy kwadratowe,
identycznego ksztattu

e 6 6 6 o6 o o o

L AR AR AR 2 warunek brzegowy:

e 6 6 6 o o o o . . ,
znikanie wektorow

406 wiasnych

IR IR I WtedY'

® © ¢ ¢ ¢ © 0o o rozmiar pud}a

L LR LR LR obliczeniowego=

G G b bbb
G G b bbb
PP S
PP PSP
G G G bbb

EEEEEE parametr wariacyjny



Uo(zy) =) ) erdi(ry)

_ A «— Dbrzenumerowanie
v (:C’ y) o Z CiPi ($7 y) jest tyle funkcji ile wezléw

1 globalnych
narysowane -
tylko funkcje narozne
1 1 5
jedna ¢. sklada sie z
w istocie z czterech @), 2L

HC — E S C uogolnione rownanie wlasne do rozwigzania

/

macierz Har.mltonl.anu o macierz przekrywania
(odpowiednik macierzy sztywnosci) [ESc — odpowiednik wektora obcigzen]



Hc=ESc
1 ( 02 s

Hij = (¢i, Hoj) = (¢, (5 5.2 1 a,yQ) + % (22 +92)> i)
Sij = (¢4, ¢5) T. v

ij Yy

Lokalne macierze sztywnosci (Hamiltonianu) + lokalne macierze przekrywania

lokalna macierz energii kinetycznej

1
T = 3 Voi(z,y) Vo;(z,y)drdy
Sm

kwadratowe, identyczne elementy
identyczne macierze, niezalezne od elementu




Macierz potencjatu:

o 1 _5
Vi = 5] d&/ Ao Tmi(€1. &) 05(&1, &) (2(&1. &) + y(&, &)7)
1 1 /

zalezy od elementu,
bo mapowania x/y(§,,&,)

od m zalezg

1 1
s = /_ 6 /_ RV RACHATHCNS

/

od elementu juz nie zalezy



Skladanie macierzy:

A% XX X8 XR XX XX XX X8 XX X8

® 6 0 06 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0

4
K
4
4
| 9°0:0:0:0:0-0-0-0-0-4
<
4
K
4

AR AR EX XX XX XX XX XX XX XR
AX XR XX XX EX XX X XX XX XX

0

v |v h A 4 Y v T vl v

-

2

wszystkie 212 wezlow ponumerowane

w sposob jednoznaczny

dodatkowo

lg(i,m) = numer globalny wezta i w elemencie
m

do 1 m=1,100
do 2i=1,9
do 2j=1,9

H(lg(i,m),lg(j,m))+=H(,j,m)
S(lg(i,m),lg(j,m))+=S(i,j,m)
2 continue

1 continue

np. dla tego wezta zsumujemy
przyczynki od funkcji w 4 roznych
elementach



Warunki brzegowe

-------------------

ooooooooooooooooooo
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo

zerujemy,
potem
H,,=-1410
S,=1

chcemy, zeby funkcje wiasne znikaly na brzegu
jak?

wyrzuci¢ wszystkie funkcje ksztaltu z bazy

z brzegu [pozostate funkcje ksztattu = 0 na weztach
brzegowych]

albo

(wersja dla leniwych)

Zerowanie: odsprzegnie

_ . wezly brzegowe od catej

reszty.

dostaniemy wartoS¢ wtasng —1410
zdegenerowang tylu krotnie ile
jest weztow brzegowych

rowniez: mozna po prostu skreslic
te kolumny/wiersze z macierzy




Wyniki / optymalizacja rozmiaru pudta obliczeniowego

6 na 6 elementow 10 na 10 elementow

I L L

|2\ N

Wartosc wilasna
T;
Wwartosc wlasna

rozmiatr rozmiar

bikwadratowe funkcje ksztattu, 9 na element.
elementy identyczne, kwadratowe



pudio obliczeniowe 3 na 3, 10 na 10 elementow:

A=1.0011 A=2.0077 =3.014 %=3.0459

z A
= Lwm

(1,i)=(0,0) (1,0) 0.1) (1,1) 2,0) 0,2)
E=E+E=i+j+]

U (2, y) = vi(2);(y)

gdy 6 na 6 elementow i pudio za duze

i : ' -
\ ] L
h N
W 8 t
Vg N 03 4
4 2 D t 7
’ : / o
o . 02
T . , ;
B ~
Ea > o r L
;\\ > N L
e »
- + L

granice elementow widac,
(0,0) gdy elementy zle dobrane




czy warto sie trudzic,
czyli, czy FEM skuteczna w poréwnaniu z FDM?

HV, = E,WV,

1 [/ 0° a L, ,
2 8x2+8y2 +§( )

L (0, (z+de,y)+ ¥, (z —dz,y) — 2V, (z,y) i U, (2, y + dy) + Vula,y — dy) — 2V, (2, y)
2 da? dy?

| =

+— (2 + ) W, (2, y) = BV, (z,y)

[

o

§

ponumerowac wezty,

— (np. tak jak w rownaniu przewodnictwa cieplnego),

rownanie roznicowe zapisaC w postaci rownania wlasnego

macierzy o strukturge:

N\

\\\

N




Dla porownania metod: MES i MRS liczba weztow identyczna: 13 na 13, pudlo 3 na 3

e

MRS widmo MRS blagd MES widmo MRS biad

0.976 -0.024 1.003 0.003
1.929 -0.071 2.015 0.015
1.929 -0.071 2.015 0.015
2.833 -0.167 3.026  0.026
2.882 -0.118 3.075  0.075
2.883 -0.117 3.075 0.075

|

przyklad szczesSliwie sie
zakonczyt dla MRS, ale to przypadkiem
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