Projekt: MES dla oscylatora harmonicznego 2D

6 grudnia 2022

Harmonogram

1. 18.10.2022 — zadanie 1 oraz 2

2. 8.11.2022 — zadanie 3 oraz 4 i 4a
3. 22.11.2022 — zadanie 5 oraz 6

4. 6.12.2022 — zadanie 7

1 Hamiltonian
W
2m 0x2  2m Oy? 2

zm = 0.067mg oraz hw = 10 meV. Chcemy znaleZ¢ przyblizone rozwiazanie réwna-
nia wlasnego

H=T+V =—

(z® +4?), (1

H\I/n(z) == EH\I/"(I)’ (2)

z wykorzystaniem bazy funkcji liniowo niezaleznych

N
U, (x) =Y cfgilw), 3)
=1

gdzie n to numer stanu wlasnego. g; to funkcje ksztaltu rozpigte na weztach w metodzie
elementéw skonczonych.
Wartosci i funkcje wlasne znajdziemy rozwiazujac uogélnione réwnanie wtasne

Hc = ESc. 4)

Elementy macierzowe dane sa przez Hj; = (g;|H|g;) oraz S;; = (g;|g:)-
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Rysunek 1: Elementy wygenerowane dla N = 2, L = 100 nm. Na czarno podana jest
numeracja elementow, a na czerwono globalna numeracja weztéw. Kolejno$¢ numero-
wania jest obojetna. Prosze traktowaé wybér jako przyktad.

2 Elementy i buchalteria wezlow

Wygenerujemy (2N + 1)? weztéw roztozonych na siatce kwadratowej o rozmiarze
L x L. Weztom trzeba nada¢ tzw. numery globalne, ktére na rysunku 1 zaznaczone sa
kolorem czerwonym. Kwadraty, w ktérych naroznikach sa wezty to elementy, ktérych
numery na rysunku 1 zaznaczone sa kolorem czarnym. Kazdy kwadratowy element ma
bok o dtugosci a = L/(2N).

W kazdym elemencie nalezy ponumerowac¢ wezly lokalnie (rysunek 2). Sposéb
numerowania globalnego na rysunku 1 jest przykladowy, numerowanie na rysunku 2
jest utrzymane w tekscie ponize;j.

Potrzebna nam bedzie tablica odsylajaca z elementu & i z danego wezta lokalnego
i, taka ze nlg(k, i) to numer globalny wezta o numerze lokalnym ¢ w elemencie k, tak
zenp. nlg(11,1) = 13, nlg(11,2) = 14, nlg(11,3) = 18, nlg(11,4) = 19.

Zadanie 1 Napisaé program generujacy siatke (2N + 1) x (2N + 1) wezl6w, oraz
siatke elementéw, przypisujaca lokalny numery weztéw do ich numeréw globalnych.
Do punktacji: przyja¢é L = 100 nm, N = 2, a« = L/(2N). Wypisaé tabelg: numer
elementu (od 1 do 25), numer lokalny wezta (od 1 do 4), numer globalny wezta (od 1
do 25), wspotrzedne x oraz y wezla.
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Rysunek 2: Kazdy element w swojej przestrzeni referencyjnej jest kwadratem o boku
2. Lokalna numeracja wezléw i ich wspétrzedne. Tej numeracji prosze si¢ trzymaé, w
zwiazku z wyborem funkcji ksztattu.
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Rysunek 3: Wewnatrz elementu funkcja falowa jest rozpieta na czterech funkcjach
ksztattu. W wezle 4, g (§;) = 0dla k # i oraz g;(&;) = 1 dlak = 1.



3 Element w przestrzeni odniesienia i funkcje ksztaltu

W kazdym z elementéw bgdziemy catkowaé elementy macierzowe po przejSciu do
przestrzeni odniesienia. W przestrzeni odniesienia kazdy z elementéw jest kwadratem
o wspétrzednych € = (&,&) € [—1,1] x [~1,1]. Dla elementu k przejscie z prze-
strzeni odniesienia do przestrzeni rzeczywistej ma postac

~

Z nlg(k,i)9i 51752) (5)

gdzie ¥ = (x,y) a g, to funkcje ksztattu zdefiniowane jako

9n1(€) = h&)f(&) (©6)
92(&) = fo(&)fi(&2) (M
93€) = f&)f(&) (8)
91(§) = fa(&1) f2(2), )]
oraz
1—
fi(§) = TE (10)
1
(e =135 ()
Przy tak zdefiniowanych funkcjach ksztattu mamy gl(é) = 6(i,1) (rysunek 3).
Dla elementéw utozonych jak na rysunku 1 mamy
. xnlg2(k,1) (1—&)+ :L’nlgz(m) (1+8&) 12)
y = ynng(k,l) (1 . 62) + ynlg2(k73) (1 + 52) (13)

Gdy jesteSmy w elemencie k funkcja falowa rozpigta jest na czterech funkcjach
ksztattu zwigzanych z naroznymi weztami. Funkcja falowa w punkcie £ —  w ele-
mencie k dana jest wzorem

4
v (77(3 € Qk) = Z Uoig(k,)9i (€1, €2), (14)
=1

Zadanie 2 SprawdZmy jak wyglada funkcja jesli w weztach przyjmiemy ¥,, =

(2, yn) = exp(—22 (22 + y2)), gdzie n jest globalnym numerem wezta. Przyj-
mujemy L = 100 nm, fiw = 10 meV, N = 2 oraz N = 10. Wyprowadzi¢ do pliku
wartoSci funkcji w pudle w sposéb nastgpujacy:
W kazdym elemencie prébkujemy warto$¢ funkcji falowej w przestrzeni odniesienia ze
skokiem 0.1 w &; oraz &;. Wyliczamy potozenie w przestrzeni rzeczywistej wg wzoréw
12-13. Wewnatrz kazdego elementu funkcja falowa jest rozpigta przez cztery funkcje
ksztattu wazone’ jej warto$cig na weztach wg wzoru (14). Wyniki powinny by¢ jak na
rysunku 4.
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Rysunek 4: Po lewej: funkcja falowa rozpigta na funkcjach ksztattu wg zadania 2 dla
N = 2, srodek: dla N = 10, po prawej doktadna funkcja falowa.

4 macierze lokalne

4.1 macierz przekrywania

Sji = (g;l9:) = / / drdyg;(z,y)9i(z,y).

Catke mozna rozpisa¢ na sumg przyczynkow od elementow €,

ﬂ—Z/ dxdyg;(z,y)gi(z,y).

Calkowac tatwiej w przestrzeni odniesienia. W ramach jednego elementu zdefiniujemy
lokalng macierz przekrywania 4 x 4

k a?

b= | st @6 eade,

gdzie a?/4 to jakobian przejscia ze wspétrzednych (x, %) do (&1, &s).

Gdy uwzglednimy potencjal bedziemy mieli pod catka wielomiany stopnia 4 w
kazdym z kierunkéw scatkowane po przedziale od -1 do 1 w &; oraz &,. Jednowymia-
rowa catke potrafi policzy¢ dokladnie tréjpunktowa kwadratura Gaussa:

[ s = Zwkf (1),

gdzie py = —\/é,p2 = 0,ps = \/2, w1 = 5/9, wy = 8/9, wy = 5/9.
Catka s ; przy naszym wyborze elementéw jest taka sama dla kazdego k. Wzér
Gaussa Zastosowany w obydwu kierunkach daje

3
G;
5 = Sji = 4 Zzwlwngj plapn)gz(plapn)

=1 n=1



Zadanie 3 Policzy¢ i wypisaé elementy lokalnej macierzy przekrywania. Wynik,
jaki powinien wyj$¢

42 21
g 1] 241 2
492 1 4 2

12 2 4

4.2 macierz energii kinetycznej

Macierz )

n?_, h
Tji = (95| — %V l9i) = %<V9j|vfh>

korzystajac z antyhermitowkosci operatora V. Podobnie jak wyzej wyliczamy lokalne

macierze energii kinetycznej, wykorzystujac fakt, iz % = %% = 2 d‘g oraz do =

24¢;.
_ dg; dgi , dg; dgi
=5— | d&d&
d&y d&y d§2 d&o
Calkujemy kwadratura Gaussa ]ak wyzej

dg; dgi dg; dg;
t?l =lji = Z Zwlwn ( ’ |pz7pn : |pz,pn + - |pz,pn dgl |p1.pn

Dwupunktowy iloraz réznicowy pochodnej dokladnie zrézniczkuje nasze funkcje
ksztattu, np.

9j(€17§2)‘ _ 9iPupn +B) = gi(p1,pn — A)
d€2 Pi1,Pn 2A

Zadanie 4 Policzy¢ i wypisa¢ elementy lokalnej macierzy przekrywania. Wynik,
jaki powinien wyjs¢

4 -1 -1 =2
P11l -1 4 —2 -1
om6| -1 -2 4 -1
-2 -1 -1 4

t =

4.3 macierz energii potencjalnej

... liczymy podobnie do macierzy przekrywania z tym, ze lokalne macierze energii
potencjalnej sa r6zne dla kazdego elementu

p o a® mw?

v = T 2 /Qk (2(&)* + y(&2)?) g;(€1,&2)9i(&1, &2)dEdEs.

Do wyliczenia x(&; ) oraz y(&2) uzywamy wzoréw (12) i (13).

Zadanie 4a Dla L = 100 nm i NV = 2 proszg wypisa¢ diagonalne elementy ma-
cierzy potencjatu wydzielone przez elementy macierzy przekrywania v’ /s;; (w meV)
dla elementu, ktérego numer na Rysunki 1 jest 11.



5 skladamy macierze globalne

Globalne macierze sktadamy sumujac elementy lokalne z odestaniem ich do global-
nych numeréw weztéw

petla po wszystkich elementach k

petla po i1 od 1 do 4

petla po 12 od 1 do 4
S(nlg(k,il),nlg(k,i2)+=s(il,1i2)
H(nlg(k,11),nlg(k,i2)+=t (il1,12)+v(k,11,12)

6 narzucamy warunki brzegowe

Narzucamy warunek znikania wszystkich funkcji falowych na brzegu. Wystarczy, ze
zadbamy, ze interesujace nas stany znikaja na koricu pudta. Aby to osiagnaé wystarczy
odsprzeggnaé wezty brzegowe i wyrzucic je do zakresu widma, ktéry bedziemy ignoro-
wacé w analizie rozwiazan.

Macierze globalne S oraz H Znajdujemy wezty brzegowe (na rysunku 1 : brzegowe
sq wezty 1-5, 21-25, oraz 16,20,11,15,6 1 10). Jesli wezet ¢ jest brzegowy, to zerujemy
cala kolumne i wiersz ¢. Nastgpnie wstawiamy na diagonali S;; = 1, a na diagonali
H;; = —1410. Po diagonalizacji dostaniemy zdegenerowany stan -1410. Stany fizycz-
nie interesujace pojawia si¢ dla dodatnich energii.

Zadanie 5 Rozwiaza¢ réwnanie wiasne He = ESc. Zbadaé 15 najnizszych, do-
datnich warto$ci wtasnych energii w zaleznosSci od L oraz .

Zadanie 6 Narysowac funkcje falowe dla 6 najnizszych stanéw dla optymalnych
wartoSci L oraz N. (optymalne N: takie, ze dalsze jego zwigkszanie nie zmniejsza
zauwazalnie energii. optymalne L: dla ustalonego N szukamy L, przy ktérym energia
jest minimalna). W tym celu: dla kazdego stanu przypisujemy wartosci funkcji w we-
ztach i dalej postepujemy jak w zadaniu 2. Wartosci funkcji falowych w wezlach dane
sa przez odpowiednie sktadowe odpowiedniego wektora wlasnego, tj. ci' to warto$¢
funkcji falowej w wezle ¢ dla n tego stanu wilasnego.

7 ewolucja w czasie

Ewolucja w czasie funkcji falowej dana jest przez réwnanie Schroedingera

L OU
ihs = HY. (15)

Rozwiazemy go w bazie funkcji ksztattu

Uz, t) =) dp(t)gr(z). (16)

N



Cata zaleznos¢ od czasu jest niesiona przez zespolone wspétczynniki rozwinigcia dy, (¢).
W metodzie CN dyskretyzacja czasu ma postaé

dt
U(x,t+dt) = ¥(z,t) + i (HU(z,t +dt) + HY(z,t)). (17)
i
Po podstawieniu rozwinigcia w bazie funkcji ksztaltu oraz wyrzutowaniu réwnania na
I-ta funkcje ksztattu dostajemy uktad réwnan liniowych na d(¢ + dt),

dt dt
{S — mH} d(t +dt) = {S + %H} d(t). (18)
Macierze hamiltonianu i przekrywania policzyliSmy wyzej. Zadanie 7 Jako warunek
poczatkowy wstawimy superpozycje stanu podstawowego i pierwszego stanu wzbu-
dzonego d(t = 0) = ¢; + ca. Policzy¢ i narysowaé x(t) (hint: zbudujmy elementy
macierzowe operatora potozenia X podobnie jak budowaliSmy elementy macierzowe
dla potencjatu: liczymy macierze lokalne (catkujemy z), a potem sktadamy globalna.
Witedy

z(t) = df (£)Xd(t). (19)

x(t) powinien oscylowa¢ z okresem T' = £%, gdzie AE = E, — F). Przyjac dt =
100 [jednostki atomowej czasu]. Czy to odpowiednio maty krok? Jak bardzo mozna
powiekszac¢ krok czasowy?

Uwaga: ze wzgledu na degeneracje pierwszego stanu wzbudzonego nie mamy kon-
troli nad forma wektora wtasnego, ktéry moze by¢é dowolna superpozycja xi)y oraz
y1o. Moze zdazy¢ sig¢ sytuacja, w ktérej x(t) bedzie state, wtedy w warunku poczat-
kowym proszg uzy¢ d(t = 0) = ¢1 + cs.

Narysowac zdjecia funkcji falowej w ramach jednego okresu (4 rysunki wystarcza).



