w strone metody elementow skonczonych

przypomnienie: metoda wazonych reszt

_ Rozwigzanie dokladne (silnej postaci rownania)
Lu_f (na Q) — jest ,,trudne”.
Bu=g (na d €2) szukamy rozwigzania przyblizonego w bazie funkcji

N
0 = Z ¢;v; () (rozwigzanie w podprzestrzeni wektorowej
P rozpietej przez wektory bazy)

Dzialajac operatorami L i B na rozwigzanie przyblizone
dostajemy funkcje resztkowe (rezydualne) zamiast zera:

Lu—f=r __  zalezy nam, aby reszty ris byly jak najmniejsze
Bi—g=s
C wyznaczamy z wazenia reszty. / r (J, )w j (,1,) dr = 0

V

7

dla metody Galerkina bierzemy funkcje bazowe jako wagi: w;=v;



powyzszy przyklad: baza wielomianow okreslonych na catlym pudle obliczeniowym.
Z wielu powodow jest to zty pomyst.

Wysokie potegi wielomianow niewygodne w uzyciu: catkowanie, efekty Rungego,
powod najwazniejszy:
S bylaby gesta, problem nie do rozwigzania przy duzym N.

SY=F

Galerkin z bazg funkcji roztacznych przestrzennie—metoda elementow skonczonych

Metoda elementow skonczonych: funkcje roztgczne tak, zeby S = rzadka
1(t)

A

o) @ o

0 : 1 A— : — [
n—2 n n+ +2

najprostszy wybor funkcji ksztattu(*): baza ,.kapeluszy”
zbieznos¢ dostaniemy w przestrzeni funkcji odcinkami liniowych

(*) trzecie pojecie z zargonu MES






Element(*), wezty(*), funkcje

1 1., Ksztattu
vi(x) | wezty
' | | > W kazdym elemencie:
/ X mamy 2 funkcje,
X, X, X\ ) : :
i-1 kazda z innym weztem zwigzana

element K. dlugosci element K_, , dlugosci
h=x-x, hiy = XX funkcje bazowe i brzeg

Li—Tj—1

vl(gj) = Lit1 =L T C Ki—l—l

Li+1—L4

0 v ¢ KK T | |

( -2, r C K1 T / |
|

n
U = E YiUs; > Dla jednorodnych warunkéw Dirichleta
i—=1 koniecznie mamy
=0

yPierwszeZYOstatnie



. . R
a:’ _xz‘—l v e K, baza odcinkami liniowa
Li x%—l} MES
Xq —
vi(z) = < m T e Kin
0 & K; | K11
N UK pochodna na weztach
, 1 rec K — nie istnieje, ale to
, i Ti1 ! przy catkowaniu
v () = < T T € Kip bez znaczenia
. 0 v & K |JKin
S L L’“ ) niezerowe tylko dla
17 —— ( UZ . Uj i=j, i=j-1 oraz i=j+1 [bez przekrywania
J ) 2 .
catka znika]
Tit1
o / Ti41 / /
Si = vi(@)vi(w)|, " - / daxv,(x)v,(z)dx
x

) (1)
1—1 i

|
1 1 1 M@ el o)
I
i
i




S@j — (L"U?;j ’Uj)

Li+1—T4

371'_171'1 z € K,
niechj =i+1 vi(z)=¢ —— r € K
0 ¢ KilJKin

i Li42 d TN d s
vy (2)v; 44 (7)da
:E.

Lj4+1 ViViig
Sii41 = / dav;(2)vi 4y (v)dx
T

i-1 1 i+1 i+2

gdy jedna pochodna
dodatnia druga ujemna
1 1 1
Siint = —(—o 0 X X (wa — ) = 5
Li+1l — Li Lig1 — Ly / i+1
S. . — i « dlugos¢ elementu o numerze
i

=1 = h. wiekszym z dwdch indekséw S



Macierz sztywnosci dla n weziow
1 2 3 4
+ warunek y,=y =0 L
[ |

h, h, h,
/ 1 0 0 0 0
I —(éi— ) 1% 1 (l) 0
s | ¢ e —(ot) oo O
1 1 1
wiersz n-1-» 0 0 0 +— —(—++
\ 0 0 0 0 0
Ti41
F=(v,f) I = ] vi(x) f(x)dx
Ti1
Lq Tit1 - -
T — Ti_1 —X + X1
R “Lpade+ [
r;, g i — Li—1 T Lit+1 — Ly

po elemencie K, po K.,




Macierz sztywnosci dla n weziow
1 2 3 4
+ warunek y,=y =0 L
[ |

h, h, h,
( 1 0 0 0 0 . 0 \
s _(E;F 7o) 1% 1 (1) 0 0
S = ( hs —(ot) oo O 0
WierSZ n_1—> O T 0 O hnll _(hnll %) E
\ 0 0 0 0 0 1
Ti41
Fi:(vi’f) Fi = / ’Uz<l)f(£l/)dsb
Ti—1
i o - Tit] . X
X — Ui — + Tt
R [ e L (0)da
r;, g i — Li—1 T Lit+1 — Ly

po elemencie K|, po K.,

dla rownoodlegtych weztow S jak macierz metody RS (razy h=dx),
ale wektor obcigzen F — nie! w MRS mielibySmy F =f(x,) dx




Li g e Litl _ 4
F; = / il flx)dr + / v Mﬂf(w)dw
€T

Li — Lj—1 T, Lit1 — X4

dla f(x) = - sin (71x)

P sin(a;m) . {sin(.-x_z:_m) sin(wia7m) sin(z;7)

2 (.‘I.'.z- — T ) 2 (.'If.g'. — X 1) T (I"-z'- — Li+1 ) 7 (‘I"'i- — Lit1 )

warunki brzegowe (jednorodne Dirichleta): forma S oraz F,=F =0

ten URL wyglada prawie jak dla MRS...
zobaczmy wyniki



( 1 0 0 0 0 0 \
A I :
1 L 1
( moo —sta) om0 .
. | 1 1 1
0 0 0 hap—1 o ( R 1 E) H

Uktad rownan z macierzg trojprzekatniowg — przypomnienie.
Jak rozwigzac?




Dekompozycja LU mecierzy trojprzekatniowej

S=LU (LU - trojkatne) by as co 0
(LU)Y:F S = 0 bg (3 C3
UY=x
Lx=F - najpierw rozwigzujemy ten L0 0 ... 0
uklad dwuprzekatniowe
-
(1000 0 ...0) (a0 00 0
B, 100 0 ...0 Jooee 000
0 0 3 Cg 0 RN 0
L=|104810 0..0 U = =
/
O 0 0 ... 0 Oy Cn—1
\0 00... 0 5, 1) L0000 0 a
i
ap = dy bi = iy dla i>1

0 0\
0 ... 0
0 ... 0
0 bn a'n/
bez zmian



Wynik: rownoodleglte wezty

% _ _ sin(rz)

— = — SIN\7TXT

dx?
010 — dOk}adny | B}Qd:
. MES o
0.20 | | | | R \




0.20

MES (rownoodlegte wezly) a MRS (wezly w tych samych punktach):

MES dla laplasjanu

bez pochodnej z funkcjami
liniowymi: w weztach
wynik doktadny !!!




znikanie btedu MES (1D, liniowe f.ksztaltu) w weztach
zachodzi rowniez dla nierownomiernego rozktadu weztow:

0.10

0.05 —

- _ biad:
przesuwamy wezel oo
-0.10 | l | T I T I
1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
Dla MRS: dla nier6wnomierne;j siatki 001 / /
musielibySmy uzywac - \/
niesymetrycznych ilorazow o T —

-1.00 -0.50 0.00 0.50 100

[jak widzieliSmy] nizszej doktadnosci



blad: Rownanie Poissona,

: funkcje ksztattu liniowe
001 \/\ wynik MES dokladny w wezlach
o /7/ MES: produkuje oszacowanie

1 \\< / wyniku rowniez miedzy weztami

v MRS: tylko w weztach

-0.01 T T T T T T T |

MRS: wartosci w wezlach,
sq dokladne TYLKO
w granicy Ax—0

dowdd doktadnosci MES w tej wersji - za pare folii



nastepne laboratorium d*u

Tz —p(x)

p(:lj) p— e}{p(—GOiEZ)

100 — 012 —

rozwigzanie (bardzo) dokladne
1 MRS: gesta siatka

0.80 —

0.08 —

0.60 —

0.40 —
0.04 —

0.20 — IO

0.00 — 0.00 T ‘ ‘ ‘ i ‘

-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0



0.12 —

0.08 —

0.04 —

. rozwigzanie

metodq elementow skonczonych
z liniowymi funkcjami ksztattu
na dziewieciu weztach

rozwigzanie MES w te] wersji
(liniowe fcje ksztaltu 1D)
jest dokladne w wezlach

odchylenia: tylko miedzy weztami




06

80
12

60

08

A0

04
20

00

&

dla porownania: MRS
/ na 9 — ciu weztach

o/ NE s

uwaga — na rysunku - dla MRS
A A punkty taczymy liniami tylko dla ilustracji

dla MES z liniowymi funkcjami ksztattu
polaczenie punktow: ma znaczenie dostowne

v, &

-0.50 0.00 0.50 1.00



0.12 —

0.08 —

0.04 —

PERE A LTI odstepstwo
S miedzy wynikiem MES
a dokladnym

0.00 0.50 1.00



100 —01r

0.08 —
rozwigzanie MES w naszej

bazie jest odcinkami liniowe

a rozwigzanie dokladne
jest liniowe tam gdzie p=0
0.04 —
wniosek: tam gdzie p=0
wystarczy jeden element!

pomyst: przesungC wszystkie wezly poza brzegowymi do obszaru gdzie nie znika
gestosC tadunku — tam gdzie u zaokraglone.
wiemy juz, ze przesuwanie czerwonych punktow pojdzie po krzywej dokladnej.



x1=-x9=-1 zacieSniamy wezty wokot x=0

T, = _ba: —+ 7’_2b i=2,8

Kryterium wyboru weztow? (bx)

przy okazji dyskusji metod relaksacyjnych dowiedzieliSmy sie,
ze najblizsze prawdzie jest rozwigzanie, ktére minimalizuje
funkcjonat calki dzialania

wykorzystajmy dziatanie jako kryterium jakosci rozwigzania
w metodzie elementow skonczonych

d2u

da?

= —p(x)



1
- (Fheon) - (e f i
4 7 -

1 8 8
= | —= b Az -:-iF-i 1
¢ 2 Z i | (Z ‘ ) A = / ol (x)v;(x)da

| i=2,j=2 i=2 - LU
! !/ /
= —/l-t;,i(:z)zj(z)dz
c1=c9=0 (warunki brzegowe) B
1
do oceny jakoSci wyboru weztow uzyjemy FJ - | . pla)t J( v)da

macierzy A i F, ktore i tak musimy wyznaczy¢
aby wyliczy¢ c.



funkcjonat dzialania a wybor potozen weztow:

numer iteracji MRS

0011Z;.OOOO 15000 20000 25000 30000 35000
-U. 1 I 1 I 1 I 1 I 1
-0.0114 —\ / —
_ | o
00116 — —

~—

201 pkt

-0.0118 —]

dzialanie w relaksacji MRS

-0.0120 T | 1 |
0.00 0.25 0.50

bx

0.75

1.00



010

.80

08

60

A0

04

20

00

rozwigzanie dla
optymalnego bx:

czerwone: MES
niebieskie: wynik dokladny
czarne: niejednorodnosc¢ rownania

0.00

0.50 1.00



wybrane narzedzia MES umozliwiajace

jej automatyzacje w wiecej niz 1D:

1) macierze sztywnosci pojedynczych elementow

oraz ich

2) sktadanie do globalnej macierzy sztywnosci

3) przestrzen odniesienia i jej mapowanie do przestrzeni fizycznej



Przestrzen referencyjna [odniesienia]

element w przestrzeni
odniesienia

v

R y=-1
element w przestrzeni fizycznej <= - 1

w 1D
Problem fizycznie zadany jest na siatce [X,,X,,Xs,...Xy]

Rachunki (catkowanie elementow macierzowych)
dla kazdego elementu chcemy przenies¢ do przedziatu (-1,1)

Element K, =(x, ,, x,) — (-1,1)
mapowanie z (-1,1) do K
x=(x_,*tx )2+(x -x_ )2§& gdzie & z przedziatlu (-1,1)

Modelowy operator

7 052:17Jr d N
—ao— +a1— + a
2 dx2 Ve v

bedziemy catkowac jego elementy macierzowe w przestrzeni odniesienia



2, . . £ .
7 dx L d n Calkowanie macierzy sztywnosci w
— @2 A 1= A a0 przestrzeni referencyjnej

element macierzowy catkowany w elemencie [fizycznym]

Lm4+1
Crn = / —auy(2)v (1) + ayvg(x)v () + a()Ug'(.I')Uj(.r)‘dl'
Tp

catke i pochodne przenosimy do przestrzeni odniesienia:
X(§) =Ky X2+ (XX, )2 § J =(x,-x_ )2

d:[f pole elementu fizycznego

skala transformacji m-tego elementu: j SR
m pole elementu odniesienia

(czynnik skali, jakobian) d&
1D: J niezalezne od &
w 2D: zobaczymy,

ze nie zawsze tak jest

dy el t zmieni
transformacja pochodnych: lg y Sement zimieia
swoj ksztalt w mapowaniu.

() = du(z(§)) _ du(f) df d“(f) 1 w 1D: odcinek -> odcinek]
S dx ¢ dv de

przy transformacji: granice catki
zmieniajq sie na—1,1, poza tym dx=J d&




Calkowanie macierzy sztywnosci w
przestrzeni referencyjnej

Lm4+1
Crn = / —av;(2)v(w) + arvi(v)v;(v) + agvi(v)v,(v)de
Tp

Sy - Q@) _ du©) d _ du) 1
CUE T T Tde de . de

X(E ) =%+, 2+ (X, )2

n = [ (@75 +anl( €)1+ al€)ey(©) ) Tude

o= || ~ati€ ()7 + i€ ) + aoni(€)0y(O) Fud

catkowanie wektora sztywnoSci: catka (f,v;) transformuje sie jak wyraz z a,.



odcinkowo liniowe funkcje ksztaltu w przestrzeni odniesienia

(-1
Ti—T5 1 xr € Kz
/UZ('CU) = 9 % T < Ki+1
0 v ¢ KilUKip

\

X(E) (%, Y2+ (X, X)/2 &
W elemencie i+1 V(x(8) =1/2-172 &
dwie funkcje ksztattu Vin(x(8) =172 &+ 1/2

fizyczna v v,
1 fcja ksztattu V.., (X)
vi(x)
Xivg 7
N h :
‘Ki | Ki+1 | | X I<1+1

i+l odniesienia

i-1



Macierz sztywnosci pojedynczego elementu
sktadanie macierzy globalnej

Zmieniamy punkt widzenia: u, u, (parametry weztowe
(z funkcji ksztattu na elementy) X, X, niewiadome)
-1 1 —
v(x(&) =12 -112 ¢ element J,=h/2
v, (X =1/2 &+ 1/2
1( (g)) \um(g):u1m¢1 (&) +u2m ¢2(§)
[ funkcje bazowe :
¢, =1/2-1/2 ¢ wazone
$,=1/2 +1/2 & parametrami

wezlowymi ]



Pokazac¢ w2-11.pdf



Zmieniamy punkt widzenia: u, u, (parametry weztowe

(z funkcji ksztattu na elementy) X, X, niewiadome)
-1 1 _
element Jn=hy/2
\fum(s)wlm(pl (& +u 9, (9
macierz sztywnosci
elementu m ¢, =1/2-1/2 §
[wymiar taki jak liczba funkcji $,=1/2 +1/2 &
ksztaltu na element]
/ X
Em Em | m
Em= =1 D L L
Em21 Em22 EZ] q53( ) qu( )
Im—1
d- d leznos¢ od m np. w J
L= ane 4 a4 a zaleznosc o p.wlJ_
da? dx

X(g) :(Xi+xi+1)/2+(xi+1 B Xi)/2 5

EZJ - ‘11 a2l (5 ) U;’ (5 ) ]L + Clﬂ’i(f )--L?j (5 ) + CL(J'UZ’-(&= )"L‘?Sf (5 ) de’f



Skladanie (assembly) globalnej macierzy sztywnosci

um(E)=u,"¢, (&) +u," ¢,(8) wezty na granicy elementow

obstuguja wiecej niz jeden element

. globalna [U] i lokalna [u] numeracja
|

| i | i > weziow
" ; .2 na przekrywajgcych
2 I | | . sie wezlach:suma
T | } Node 1 2 3 4
Node 1 | | = S o
' : X 0 0|, X
m— 1 12 Node ?T i : /

Em21 Em22 _ :/\ 0 |x U, X

Node 4T | I ‘ 0 0 X [T4 .

macierz globalna S (rozmiar = liczbie weziow)



gl u(x=-1)=0 Przedzial
—— = — sl —1)= (-1,1)
dx* Sm(ﬂ$) u(x=1)=0 Podzielony na 7 elementow
(8 weztow)
Ll1 u
T J =h /2
-1 1 6, =1/2 12 &
u(§=u,¢, (8 +u,p,(d) ¢,=1/2+1/2 &
m ! do; do,
R
—1 Jm df df

2 1

) D 2_

Yo h, 4

m 1 —1
S

(q)H = (— 1)ttt

h m



Skladanie (assembly) macierzy sztywnosci z catek po elementach

1 1 Element 2
B — 1 | | ez
i~ | | Element 3
m 1 _ 1 W : : Node 1
Node 1 : : n — :/
X 0|
dodajemy elementy Node 2 : | X :ﬂ / )
z r6znych macierzy lokalnych | _
ktore odpowiadajq temu samemu weztowi Node %? | /\ . u
/3
Node 4T : : ‘ 0 0 X U,
S + EfH ~ L
mm — 22
. m—|—1
S m,m—+1 — E 1| |2 3 4
[ I
S _ m hz h3 h4
mym—1 — 41421
1 0 0 0 0 0
1 1,1 1
e G ) T ? 0 0
o | = —(E+4) = 0 0
O O O hnlfl o ( h nl 1 %) t



Wektor obcigzen pojedynczego elementu/sktadanie globalnego

Li+1
Ti-1
T — Ti—q —X T Tjqq
R e [
;4 i — Li—1 T Lit1 — Ly
po elemencie K, po K.,
Ui-l Ui Ui+1
| | | (P
| | | pi=""
2
X;. 1+1 Xi+1 PQ

i>x<i::§<ii
o P
Pi= [ H(©)6h(€) S
F;

druga funkcja elementu i
i pierwsza elementu i+1 = ta sama v,(X)

flw)da

7
T2

P

141



o0 potrzebie uzywania wyzszych funkcji ksztattu (i o laboratorium):

P (0 dla ] > 0.2
U , —20 dla x € (=0.2,0)
5 — — P& T) = ’
a2 o) P =490 dla xe(0,02)

L 0 dla x=0

u(1)=u(-1)=0

z liniowymi funkcjami ksztattu: poza weztami
nie uzyskamy dokladnego rozwigzania tego rOwnania
(nigdy nie uzyskamy rozwigzania silnej postaci rownania, druga pochodna
wewnatrz elementow jest zawsze rOwna zeru a ma byc rowna niejednorodnosci
dla rownan elektrostatyki — zrodto potencjatu, dla rownania przew. ciepl. —
zrodto ciepta)

rozwigzanie dokladne:

(—2(x+1) dla ze(-1,-2]
101*2 + 3.6 dla x € (—O.Z 0]

'l.l.-(;If) = —1022 + 3.6 dla €T € (U, 0.2
| —2(x — 1) dla  2€(02,1

e

Odpowiada mu dzialanie a = —0.9666(6)



0.0

-0 .2

-0 .4

0.6

0.8

catka dziatania a rozklad elementow
dla funkcji odcinkowo linowych:

1.0

0.4

0.2

= 0.0

0.2

dokladne dziatanie

-0 .4

1.0

optymalne rozwigzanie
odcinkami liniowe

rozwigzanie dokladne
I ' I ' I

0.9 0.0 0.5 1.0



Funkcje ksztattu wyzszych rzedow:

w(&) = ur1(€) + u2g2(&) + uzps(€) + uada(€)

funkcje ksztattu
C,fl)le (f ) wielomian stopnia n-1, taki, ze gb?; (f j) = 5?; j



Funkcje ksztattu wyzszych rzedow:

w(&) = ur1(€) + u2g2(&) + uzps(€) + uada(€)

funkcje ksztattu
C,fl)le (f ) wielomian stopnia n-1, taki, ze gb?; (f j) = 5?; j

wiemy jak go wskazac:
& — f i wielomian wezlowy
i H = L&) Lagrange’a

]F£T




Funkcje ksztattu wyzszych rzedow:

w(&) = ur1(€) + u2g2(&) + uzps(€) + uada(€)

funkcje ksztattu
C,fl)le (f ) wielomian stopnia n-1, taki, ze gb?; (f j) = 5?; j

wiemy jak go wskazac:
& — f i wielomian wezlowy
i H = L&) Lagrange’a

]F£T

funkcje ksztaltu Lagrange’a: rozwigzanie interpolowane wielomianowo

w kazdym z elementow. jedynie ciggloSC rozwigzania miedzy
elementami. w przeciwienstwie do probleméw z KSN: wartosSci funkcji
w weztach nie sg znane. nalezy je wyliczyc¢. istota FEM.




Elementy wyzszych rzedow:

ﬁ\d‘ (&) = urp1(&) + usda (&) + usps (&)

Jeden element, trzy funkcje bazowe, 3 parametry weztowe

Funkcje bazowe : w danym wezle tylko jedna z nich niezerowa
(co min. gwarantuje liniowq niezaleznosc¢ funkcji bazowych)

— tunkcja bgbelkowa (bubble function) wezel wewnatrz elementu

¢, =5(5-1)/2

6,= §(E +1)12

-1 nsa 0] 0.4 1
s

/

funkcje wierzchotkowe (vertex functions) 1 na krawedziach elementu



100 —

0.80 —

0.60 —

0.40 —

0.20 —

0.00

Funkcje ksztaltu Lagrange’a:

wezly= granice elementow

VUL

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

liniowa baza Lagrange’a

odcinkowo liniowe i kwadratowe

kazda strzatka to wezel
granice elementow czerwone

MNHl

0.80 —

kwadratowa baza Lagrange’a



Macierz sztywnosci

dla kwadratowych {. Lagrange’a ¢1 - 5(5 '1)/ 2

d*u ,
o i sin(7z)
X —
= (S +1)/2
Emo— /1 1 [ dcbt dgbj] 5
) de de
/ _ \ catki wyliczone analitycznie:
| -7 8 —1 «—  ilu punktowego Gaussa
E™ = - 8 —16 8 nalezaloby uzy¢ aby dokladnie
3N, scatkowa¢ m.sztywnos$ci numerycznie?

\ -1 8 -7

I przy rownym podziale

przedziatu E takie samo pi_ ! (VT
dla kazdego elementu g /_1 F(&)¢3(8)Jids

\, [ A,, )
—

=| B,

\ Cm )

liczone numerycznie
metodg Gaussa

lecz P nie! [inny zakres x(&)]

X(§) =Xt X 2+ (X - X, )2 8



Skladanie globalnej macierzy sztywnosci i wektora obcigzen
dla kwadratowych funkcji Lagrange’a

[ A, )

/am bm Cm \

lokalne
m ) P = B
E T dm Em fm i
/' y C /
\ 9m im Jm ) \ Cm
d>es f» |0 0 ... 0 0 0 0
go s |jatas|bs e | O ... 0 0 B,
ol o0l d e fs |0 ..0 0 Cot Ay
S = o Bj
0 0| g3 i3 Ja+asf by ¢4 ... 0 F=
Cs+ Ay
00 0 0 0 ...d,e,f B
o0 0 0 0 0 0 1 g

Liczba wierszy: 2n+1 (n-liczba elementow)



Wyniki dla problemu modelowego

d?u
dx?

= —sin(7x)

funkcje odcinkami liniowe 9 wezlow (8 elementow)
funkcje kwadratowe 9 weziow (4 elementy)
rozwigzanie dokladne

-1.00



2
% — — sin(7z) Funkcje liniowe i kwadratowe
x

101 — funkcje odcinkami liniowe 9 weztow (8

elementow)

funkcje kwadratowe 9 weztéw (4
elementy) [ btad =0 tylko na weztach
granicznych ]

0.00 —

0.00 /\

000 —

jeden rzad funkcji ksztaltu
wiecej:

maksymalny blad
zmniejszony trzykrotnie

rozmiar problemu liniowegg
100 050 0.00 0,50 1 19 bez zmian, ale S

ma wiecej niezerowych
elementow




dla kwadratowej bazy Lagrange’a pochodna jest
nieciggla na granicy elementow

| nieciggla
" pochodna

050 0.00 0.50 1.00



L.aboratorium:

5 (0 dla x| > 0.2
d”u — —p(x) ] =20 dla xe(=0.2,0)
da2 P)=9N90 dla  xe(0,02)

L 0 dla xr=20

4 elementy:

O« 00:0—+0

\/

2 centralne elementy o dtugosci bx
krzyzyki: wezly babelkowe

doktadne

MES dla bx=0.5 (rownoodleglte wezly) widzimy: doktadne

| | | | | | . dla wezlow granicznych

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



[Laboratorium:

(0 dla x| > 0.2
d“u
I —p(;fE) o(z) = | —20 dla z € (-0.2,0)
dr? 20 dla  2€(0,0.2)
L 0 dla =0
4 elementy:

O~ @00~—0

\/

dokladne 2 centralne elementy o dtugosci bx

krzyzyki: wezlty babelkowe

0.00

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
b X

na laboratorium zobaczymy, ze potencjat doktadny odtworzony
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