Rownania rozniczkowe: poza metode roznic skonczonych

- rozwigzania w bazie funkcyjnej

Plan:

metoda kolokacji

metoda najmniejszych kwadratow
metoda Galerkina

formalizm reszt wazonych

metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

do metody elementow
skonczonych



du u(-1)=0
e Rl sin(7x) W(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

I N
u( g;) ~ U(:]j) = ; Ci fi ('213)\ funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie

przy minimalnym N]
wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki c,



u(-1)=0
u(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

I N
u( g;) ~ U(aj) = Z_Zl Ci fi (fw\ funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie

przy minimalnym N]
wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki c,
blad rozwigzania przyblizonego v(x):
jesli u=v, E=0
___, tak dobieramy c; aby E byl ,,maty”
zaleznie od wyboru definicji matosci 3 metody
kolokacji, najmniejszych kwadratow, Galerkina




Metoda reszt wazonych

N
v(z) = Z ¢; fi(x)
1=1
d*v
F(r) = —= + sin(nx
() = g + sin(ra)

1 catki btedu z funkcjami

Rj — ] E(:L’)U)j (l‘)dl‘ ——> wagowymi w,
—1 (musi ich by¢ N liniowo niezaleznych)

Jeden z mozliwych wyborow funkcji wagowych: daje
metode Galerkina: w,=f, (wagi tozsame z funkcjami bazowymi)

E(x) = 2¢1 + 6cox + 12c30° — 23 + sin(7x)

f(x)=(x+1)(x-1)x"!

RJ. = uklad réwnan na C,



Metoda Galerkina
problem rézniczkowy: Au=f

(silna forma réwnania)
1) E=Au-f

N

2) U = Z Cj(I)j

J=1

3) / di@k(L) X

Z (,‘:};((I),rfj A(I)j) — ((I);g, )L) =0 (forma s}aba)
Ac=F uklad rownan na c

Ten sam uklad rownan uzyskamy bez definiowania btedu E,
po rozwinieciu poszukiwanej funkcji w bazie i wyrzutowaniu
rOwnania na element bazowy.



residuum r=Au-f:
(r,v)=0 dlatego r ortogonalne do kazdego wektora bazowego v;

Inaczej mowigc: w metodzie Galerkina rzutujemy rozwigzanie doktadne
na baze

Metoda Galerkina - rownowazna metodzie wariacyjnej,
(gdy ta stosowalna)



metoda wariacyjna (Reyleigha-Ritza)

Na jednym z poprzednich wykladow pokazaliSmy, ze
V2p=—p «— S = min

S = / (%(Wﬁ)g — paﬁ) dv

S —uzywalisSmy jako parametr zbieznosci
metod iteracyjnego rozwigzywania rownania Poissona

Warunek minimum funkcjonatu + baza funkcyjna = metoda wariacyjna RR



metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza
u(0)=u(1)=0

“a P Au=f

1 2
S(u) = / u (%_EZZ g — (J,)) dx 1
0 X S(u) = / u <§Au — f)
Q

iloczyn skalarny w przestrzeni rzeczywistych funkcji catkowalnych z kwadratem

(CL, b) — / CL(J;)b(J;)dJ, iloczyn skalarny:

Q przyporzadkowanie

1 para wektorow -liczba
S(u) = 5 (u, Au) = (u, f)

dodatnio okreslone



metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

Baza: @,P,,P.,,..., P, funkcji spelniajacych jednorodny warunek brzegowy

N
U = CZ'(I)?; — : . . :
E : poszukujemy c; dla ktorych S(u) minimalny w wybrane;
i=1 bazie

1
S(u) = 5(u, Au) = (u. f)



1 metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

S(u) = §(u, Au) — (u, f) N
u = Z c; P, baza funkcji rzeczywistych
i=1

liniowos¢ A

S(u) = %(Z c; P, Z%‘Aq)j) — (Z c; i, f)

1

skalarnego

7

1 .
S(u) _ 5 Z Z C@-Cj(q)@-, A@j) . Z Cz’(q)iy f) liniowos¢ iloczynu
i
dS(u)

de

1 i 1 i R _,
§ Z Z ().j_}f(ij((b.i, A(I)j) + § Z Z Oj,l;cgﬂ((bi, A(I)j) — Z ()i.k‘(q)iv ]L) =0
i i

7

=0

sumowanie po deltach

| | _
S D (P, Ady) + 5 N 6i(®,, ABy) — (D, f) = 0
j 2



metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza
przepisane:

1 1 |
5 Z Cj(q)}f? A(I)j) + 5 Z C-i.((I).i:, A(I)I;:) — ((I)k? }l) — 0
J -

zmiana indeksu i/ j

1 1 |
5 Z Cj((I);;, A(I:»j) + 5 Z (jj((bjﬁ A(I)k) — ((I)k? ]‘) — 0
J J

przemiennosSc iloczynu skalarnego+samosprzezonosc A
3 (@1, AD,) — (B4 f) = 0

Ac=F uklad réwnan na c

Podobnie: zobaczymy na nastepnych zajeciach, ze algebraiczne
rownanie wlasne z rzutowania rownania Schroedingera na funkcje bazowe
jest identyczne z wynikiem kwantowomechanicznego twierdzenia wariacyjnego.



zapis rownania na ¢ w metodzie wariacyjnej Reyleigha-Ritza
- identyczny jak w metodzie Galerkina

ale: metoda Galerkina - bardziej ogolna

tzn.:

dziata rowniez dla operatorow, ktore nie sg
samosprzezone / liniowe / dodatnio okreSlone

tzn.:

dla operatorow, dla ktorych nie mozna (nie jest tatwe)
wskazac odpowiedni funkcjonat do minimalizacji
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