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rownanie witasne H

® ciggta i dyskretna cze$¢ widma energii

stany zdelokalizowane,

widmo ciagte
Va
Vix) . .
prég continuum
[

stany zwigzane, widmo dyskretne

° X1 X2 X
® (1) stany zlokalizowane — dyskretna cze$¢ widma (stany atomowe, studnie kwantowe)

® (2) stany zdelokalizowane — ciagta cze$¢ widma (stany rozproszeniowe, stany niosace
prad, stany Blocha w krysztatach)

® wyktad — zaczynamy od probleméw (1) dla 1D



rownanie witasne H

® stany stacjonarne spetniajg niezalezne od czasu réwnanie Schroedingera = réwnanie
wiasne operatora energii

°* Hv,=EWv,

® zaktadamy, ze potencjat niezalezny od czasu i problem 1D

* H= £ +V(x)

® p=—ihV —ip px = —ihZ
® H= 2m 8)(22 + V(X)



stany zwigzane

o [FEVP+ V(0] v=Ev

® stany zwigzane — dyskretna cze$¢ widma (stany

atomowe, studnie kwantowe)

B y,g widmo dystrene ® energia ponizej progu continuum

® prog continuum: minimalna energia czastki
daleko od wneki potencjatu

® dla V(x — £o0) = 0, prég continuum: Egont = 0:

14

® stany zwigzane E < 0 - potrzebna energia aby czastke uwolni¢ ze stanu zwigzanego
® stany zwigzane: limy_, + o W(x) =0
* wiec [T |w(x)Pax =1

® WV - ciggta z pochodna, catkowalna z kwadratem, skoficzona



studnia kwantowa

® 1970’: epitaksja molekularna, struktury
produkowane z wykorzystaniem materiatéw
poétprzewodnikowych o podobnej strukturze
krystalicznej (gtadki wzrost) i réznych przerwach E
energetycznych.
® Podstawowe problemy MQ, rozwazane przedll Gl
WS - zastosowanie do uktadéw produkowanych
od lat 80 XXw.
® obecnie: diody, lasery, procesory . !
® problemy rozwigzywane na wstepie do QW energy gap
mechaniki kwantowej, odpowiadajg elektronom z ! :
pasma przewodnictwa z masg efektywng
m* = 0.067my. Wysoko$¢ bariery dla pasma YE i
przewodnictwa: 10meV na kazdy procent Al w
stopie, szeroko$¢ rzedu 10-100 nm. AlGaAs Gahs AlGaAs

° A Quantum Well Structure



rownanie Schroedingera w 1D metoda réznic skonczonych

® niezalezne od czasu réwnanie Schroedingera D/O/O_QOGO/O
°* Hy, = E,W¥, (rbwnanie witasne operatora Ll ||

energu) [ [ ‘ ‘ [ [
* H=-£% 1V J x

V(X —AX)+W(x+Ax)—2W(x)

? ~
o & W(x) = W(X—AX)+UZT(:AX)—2W(X) " ATff“)(&) ° FV(X) NG

a2

® algebraiczne réwnanie wtasne

° _% W(X—Ax)+‘4§i;Ax)—2w(x) + V(X)\U(X) _ E\V(X)

® Xi =IiAX+ X, V(X)) =V, V(X)) =V,

° 72% w,4+z,x+2‘—2wf + VW, = Ev,
® Wzér mozna przepisac
® Wiy = —20(E — V)AXPW, — Wiy + 2V,

® aby wykorzystac: potrzebna funkcja w dwéch punktach W, oraz W, 4 oraz energia E,
wyliczymy funkcje falowa dla nastgpnych x

® problem 1): skad W;, W;, 4 ?
® problem 2) skad E ? (w dyskretnej cze$ci widma, nie dla kazdej E istnieje stan wiasny)



nieskonczona studnia potencjatu

® znane rozwigzanie analityczne

® V(x)=0dlax e (0,L)oraz V(x) = codlax & (0, L)

© Hp(x) = — 9" (x) + V(X)$(xX) = Ep(x)

® (Gdzie potencjat nieskonczony (x) = 0

® wewnatrz studni: Hy(x) = 7%w”(x) = Ev(x) - jak w prozni

® (x) = Acos(kx) + Bsin(kx), E = ZK

® ale warunek brzegowy: (0) = ¢(L) =0 — A=0,k,L = nw

® ograniczenie przestrzenne: kwantyzacja warto$ci wtasnych energii
2 2

° E, =1 (”T“) , ¥ = Bsin(ZE x)

® n-liczba kwantowa, n = 1 - stan podstawowy, n > 1 stany wzbudzone.
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o _ k2 Vit
2m

® xi=iAX,V(x) =V, V(x) =V

Vi —2V;
3

A + Viv; = EV;

[ 0 daxe (L)
V(X)*{ oo dlax ¢ (0,L)

N oczek siatki, Ax = gt

Vit = —22(E — V)AXPW; — Wi_q +2V; (%)
Wy = 0 (bo tak)

W, = 1 (bo znormalizowaé mozna potem)
wewnatrz studni V; = 0

E jest do zaakceptowania jesli W(L) = Wy =0

metoda réznic skonczonych dla nieskonczonej studni potencjatu

Wy



® Wiy = —20(E - V)AXPY; — ¥y + 2V

® jednostki atomowe, rachunek dla elektronéw
z pasma przewodnictwa w GaAs
m= m*mg, m* = 0.067, L = 50 nm
= 944.82ag, ag = 0.05292 nm.

® jednostka energii 2Ry = 27.2116 eV.

X-valley,

<100>

Es

metoda réznic skonczonych dla nieskonczonej studni potencjatu

300K Ey=1426V

Ep=1T1eV
Ex =190eV

E, =034eV



metoda réznic skonczonych dla nieskonczonej studni potencjatu

® Studnia nieskonczona, L = 50 nm, 51 oczek siatki. Rysunek: vy dla N = 51.

. . 2 2
® krzyzyki: En = S (”T")
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metoda réznic skonczonych dla nieskonczonej studni potencjatu

® yydlaN =101
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metoda réznic skonczonych dla nieskonczonej studni potencjatu

® yydlaN =101

“fort.23" ——

“fort.24°

o 50
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® warunek W(L, E;) = 0 wskazuje dyskretne wartosci energii, dla ktérych rozwigzania
réwnania réznicowego odpowiadajg stanom wlasnym Hamiltonianu i energie wtasne E,

® doktadna warto$¢ energii : metoda strzatow



® zbiezno$¢ wynikéw numerycznych w funkgiji liczby punktéw siatki N dla 5-tego stanu
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® s dlaN =50

a

“fort.29" ——
Jp—

3

2




® s dla N =500

“fort.29" ——
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® n = 5:zbieznos¢ wynikéw numerycznych w funkcji liczby punktéw siatki (na osi pionowej
meV)

Egnumeryczne
| 1100/
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® zbieznogé O(N~2) czyli O(Ax?)



do wyzszej doktadnosci

* y(x+0x) =

YX) + Axy (x) + Ay () + B2y (x) + BE Y (x) + A2y (x) + A2y (x) + O(aXT)
* y(x—Ax) =

y(x) = Bxy'(x) + Ay (x) — B2y (%) + A—*“y”(x) — A2 yY(x) + &Ly (x) + O(ax)
® y(x+ AX)+y(x — Ax) = 2y(x) + AXPY" (x) + S5 YV () + +55V(x) + O(ax®)
o MOBSEEIEES oy 00 + ARV + 85y (0 + 0(x)
® ogolnie stosowalny iloraz ré6znicowy
° y(x+Ax)—2§§()§)+y(x—Ax) _ y”(X) n O(AX2)



do wyzszej doktadnosci

® 0go6lny przepis dla gtadkiej funkcji:
W =y"(x)+ A12 yY(x) + 36Oy (x) + O(Ax®)

e dla réwnania typu: y’'(x) = s(x) — g(x)y(x) (*) czwartg pochodng y(x) mozemy policzy¢
tak'

* yM(x) = (s(x) = g(x)y(x)"

° ( ) _ S(x+Ax)— g(X+Ax)y(X+AX)+S(X7A2)X—2g(x—Ax)y(x—Ax) 2s(x)+2g(x)y(x + O(AX )

2 —
° % = yﬂ“ﬁ# — 25 (Snt1 —280+8n_1)+ 75 (Yo—19n—1 —2)nGn+Yns19ns1) + O(Ax?)

® zastosowanie do réwnania typowego (*)
o Y _ Yrr1—2nt¥nos

S = It L (sp1—280480—1)+ 75 (Vn—19n—1—2YnGn+Yni19n11) = Sn—GnYn
® czyli
d ynﬂij# - 1172(Sn+1 + 105{1 + Sn—1) + 1172(}/n—1gn—1 + 1Oyngn + ,Vn+1gn+1) =0



metoda Numerowa

° y'(x) = s(x) — g(x)y(x)
i1 =2y Yo
o Lot =Rt b(Snpt + 1080 + Sn—1) + 15 (Yn—19n—1 + 10¥nGn + Yns1Gns1) = 0



Metoda Numerowa do Schroedingera

® roéwnanie typu: y”/ (x) = s(x) — g(x)y(x) (*)
° M# — 15(Snt1 +108n + Sp—1) + {5 (Vn—1Gn—1 + 10¥nGn + Yns1gns1) = 0
® RS 2% - _2m(E_ V(x)yczylis=0,g=2m"(E - V(x))/h?

® dla oo studni V znika wewnatrz

® przepis Numerowa:
® Yo = (1+ 28 m E/R) 7 [24 — w1 — B 1m E — 8L y,mE|
® przepis z ogolnej dyskretyzacji drugiej pochodne;j:

2m E 2,1 )
® pi1 = — = AX“Pn — P + 2¢n ()

o Numerow: 1 = 3, (— 85 m"E)" [24n — Yo 1 — 500 1m"E — 55 pom"E]




metoda Numerova

°® N=>51
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metoda Numerowa
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metoda Numerowa

® n = 5 doktadno$¢ metody strzatéw dla metody Numerowa

0.0025 T T T T
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15000/x/x/x/x x

0.002 4

0.0015 1

0.001 |- 1

0.0005 - 1

E(analityczne)-E(Numerov)

L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
o N

-0.0005




studnia skonczona

® V(x)=Vdalx| > L/2; V(x) =0meVdla |x| < L/2
® U(x + Ax) = —ZFL—’Q(E — V(x))Ax2W(x) — W(x — AX) + 2W(x) 0
® skad V(x), W(x — Ax) ?

® stany zwigzane znikajg daleko od potencjatu, ale nie mozna wskazaé konkretnego punktu
- jak dla studni nieskonczonej. Rachunki wymagaja sprawdzenia rozmiaru pudta.



studnia skonczona

® V(x)=Vdalx| > L/2; V(x) =0meVdla |x| < L/2
® U(x + Ax) = 7%’2(E — V(x))Ax2W(x) — W(x — AX) + 2W(x) 0
® skad V(x), V(x — Ax) ?
® wykorzystaé symetrie
e P - operator parzystosci, réwnanie wtasne operator PW(x) = W(—x) = AW(x), A = +1
e gdy [H, P] = [V(x), P] = 0 funkcje wiasne H sa albo parzyste albo nieparzyste
© rozwigzania nieparzyste : W(0) = 0, W(Ax) = a
@® rozwigzania parzyste : V(0) = b, V(Ax) = b, - zerowa pochodnaw x = 0
skadaib ?



rownanie Schroedingera w 1D metoda réznic skonczonych

® V(x)=Vdalx| > L/2; V(x) =0meVdla |x| < L/2
® Y(x+ AXx) = —%(E — V(x))AX2W(x) — W(x — AX) 4 2W(x) 0

skad V(x), W(x — Ax) ?
P - operator parzystosci, réwnanie wiasne operator PW(x) = W(—x) = AP(x), A = +1
gdy [H, P] = [V(x), P] = 0 funkcje wiasne H sa albo parzyste albo nieparzyste

@ rozwigzania nieparzyste : W(0) = 0, W(Ax) = a

@® rozwigzania parzyste : W(0) = b, W(Ax) = b, - zerowa pochodnaw x = 0
aoraz b - dowolne, dlatego ze funkcje wtasne okreslone z doktadnoscia do statej
multiplikatywnej
funkcje falowe mozna unormowac f_woc X W(x)P=B - v = % , W’ - unormowana
skad E ? z warunku na lokalizacje funkcji falowej (dyskretna cze$¢ widma)

ogélnie W musi pozostawa¢ skorficzona. dla stanéw zlokalizowanych musi réwniez znika¢
gdy x — oco.



studnia potencjatu

® V(x+ Ax) = —%(E — V(x))AX2W(x) — W(x — AX) + 2W(X)
® jednostki atomowe : a, = 0.05292 nm, energia : 2Ry = 27211.6 meV, m = 0.067 (GaAs)
® W(x+ Ax) = —2m(E — V(x))Ax?W(x) — W(x — AX) + 2W(xX)
® stany parzyste W(0) = W(Ax) =1, Ax = 0.5 nm (do programu)

L=60 nm, V=300 meV, E=1.4 meV/ L=60 nm, V=300 meV, E=1.5 meV/

o 300 5000 7 300
Vi Vi
50000 250 0 250
40000 * 200 -5000 200
o _ g _
H B H B
£30000 N 150 £ £10000 150 £
g > g >
20000 100 -15000 100
10000 50 -20000 50
0 < 0 o
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
. xinm] L4 il

® zamiast znikania funkcji falowej daleko od studni mamy eksplozje

® rozwigzanie analityczne dla x > L/2: cexp(kX) + dexp(—kX),Z k = 7#’"(5‘/*5) funkcje
zlokalizowane, ktére mozna unormowa¢ wymagajg aby ¢ = 0, co mozliwe tylko dla
dyskretnych wartos$ci energii.



studnia potencjatu

Lo60 . V=300 maY, E-1.5 meV.

Le60 11, V=300 meV, 1.4 maV

L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka sti

6
10 n Psii(50nm) ——
o

500000

fcja falowa

=500000|t

-1x10° ‘\

-1.5x10°
0 50 100 150 200 250 300
L4 EfmeV]

® Y(x = 50nm) jest ciagta funkcja E. Miejsca zerowe odpowiadaja energiom stanéw
zwigzanych w studni.

zadania: znalez¢ je

film shooting.gif



metoda strzatéw / shooting method

L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od srodka st

1x10° — Psii(50nm)
‘ B
500000 ‘J" \
\ /
ol \ e definicja funkcji F(E) = V(X0 )(E)
1] N T X > 2z z
H | ® problem znalez¢ E dla ktérych F(E) =0
. | | . . £ . RTIY)
Zi00000 / — ® problem rozwigzania réwnania nieliniowego
x108 [ |
-1.5x10° -
0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100
o ElmeV]



metoda bisekciji

® rozwigzanie réwnania nieliniowego: najprostsza z
metod — bisekcja

@® osaczy¢ zero : f(b) > 0 oraz f(a) < 0
O m=2p

® albo f(a)f(m) < O wtedy b :
@ albo f(b)f(m) < 0 wtedy a:=m

O jedli |a — b| > zadanej precyzji wyznaczenia
zera, wracamy do 1)

m

® z kazdym krokiem przedziat, w ktérym poszukujemy zera (doktadno$¢ jego oszacowania)
skraca sig o potowe



L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka stL

15000

10000

feja falowa

5000

psii(50nm)
1

2

-5000
1.445

L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka stu

400

1.45 1.455 1.46
EfmeV]

1.465 1.47

1.47¢

300

e

fcja falowa
R
8
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Psii(50nm)
[

a

-700
1.469

1.4695 1.47

® kolejne wezwania funkgiji

E
1.469531210
1.469140584
1.469335897
1.469433553
1.469482381
1.469506796
1.469519003
1.469525106
1.469528158
1.469526632
1.469525869
1.469526250
1.469526441

W(50nm)
-4.0105
317.15
156.56
76.274
36.132
16.060
6.0249
1.0072
-1.5017
-0.24725
0.37996
0.66357E-01
-0.90447E-01



stany wtasne

L=60 nm, V=300 meV' 60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka studni

7 7
p— 300 110 ‘ ] X1
i I nieparyate
09 o fort 3t
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o7 200
o 06 g -
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® parzyste i nieparzyste zera - naprzemiennie
stan podstawowy parzy parzy: p!
L=60 nm, V=300 meV L=60 nm, V=300 meV
1 300 2 N P 300
S [ FE 18 v
08 A o R 3 °
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najnizszy parzysty stan wbudzony ® najnizszy stan nieparzysty



® najnizszy parzysty stan wbudzony

fdja falowa

L=60 nm, V=300 meV
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stany wtasne

- ® zwr6éE¢my uwage na zmiane znaku drugiej
: pochodnej na skoku
2
o — LRy = (E- V(x)V



) =60 nm. V=500 meV - ® dobry moment by przypomnieé forme
0sl f FE rozwigzan analitycznych dla potencjatu
osf | 250 skonczonego

P a0 o _Ev2y— (E- V(X)W

5o : ] o8 ® po lewej E > V = 0 po prawej

02 : . s E < V =300
04 . ; i
00 Rl 1o ® w studni dla parzystego: ¥ = A cos(kx),
08 | © k = ~2IE
12 0 ® poza studnig z prawej stron:y

° 0 5 10 15 20)( - 25 30 35 40 45 —
o V = Bexp(—kX), k = 7V2m;\/E)

® najnizszy parzysty stan wbudzony



warunki brzegowe, studnia, przebiegi

L=60 nm, V=300 meV/ L=60 nm, V=300 meV

20 300 015 = 300
‘,, i | vy
d

16 250 ‘ 250

" | 200 0.05 200
« 12 s _
g B 3 o e 1503
‘; 8 ‘ ‘505‘ & R ‘>E’
e ‘ 100 005 ‘ N 100

B

2 ‘ 50 01 Sy 50

0 SNSRI

2 0 o ‘50 5 10 15 20 25 30 35 40 45D

0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 Y ol
xfnm]

najnizszy stan nieparzysty ® pierwsza pochodna (iloraz réznicowy)

® druga pochodna nie jest ciagta
o g2y — [E— V(x)|V



warunki brzegowe, studnia, przebiegi

L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od érodka sti L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka st

1X10° — P Ty — Pi(Sonm)
\ 3
/o \ 3
500000 / \ 15000 N
/ \ N
« OJ \, - S ©10000
s | / \\\ /,, o
Sso0000f| | — £ 5000
“1x108 0
-5000 2
-1.5x10° 0 10 20 30 20 50 60 70 80 90 100 ° 1.445 1.45 1.455 1.46 1.465 1.47 1.47¢
L4 Elmev] EfmeV]
® Kazda funkcja gtadka w matym przedziale (w duzym zoomie) zachowuje sie jak funkcja

liniowa.
® Mozliwos$¢ przyspieszenia rachunkéw z wykorzystaniem linearyzacji funkcji nieliniowej -
metoda Newtona-Raphsona



metoda Newtona-Raphsona (stycznych, Newtona)

L-80 rm, V=300 meV, funkca falowa w odglosi 50 m od érocka s

L-60 rm, V=300 meV, fukciafiowa w ocoglosei 50 m od rodka s

rozwinigcie w szereg Taylora f(x) = f(xo) + (X — Xo)f' (X)|x0 + &5 X° '(X)|x0 + - - -

szukamy f(x) = 0, xo to okolice zera f(x), jesli jesteémy blisko (x — xp)? - zaniedbywalne
w poréwnaniu z wyrazem liniowym (x — Xp)
rozwiniecie w szereg Taylora 0 = f(x) ~ f(xo) + (X — xo0)f'(xo)

7(Xo)
"(x0)

procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera Xp;1 = Xp —

liczymy 0 = f(xo) + (X — X0)f'(x0) — X = X0 —

f(Xn)
1"(%a)

w przeciwienstwie do metody bisekcji wykorzystuje nie tylko znak funkcji, lecz jej warto$é
oraz pochodng (wysoko$é nad osig i nachylenie wykresu)




metoda Newtona-Raphsona

9 bxo

metoda N-R sprowadza sie do linearyzacji funkcji i przewidzenia, gdzie liniowa funkcja
przetnie 0§ x

jestesmy w punkcie xo - prowadzimy prosta, ktéra przechodzi przez punkt (xo, f(x)) oraz
ma nachylenie dane przez f'(xo)

réwnanie prostej : F(x) = f(xo) + (x — x0)f' (X0)-

szukamy jej zera: dostajemy przepis jak poprzednio:

procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera Xp;1 = Xp — ,f,((xx”))
A

uwaga: dla funkgcji liniowej procedura uzyskuje doktadny wynik w jednej iteracji (tempo
zbiezno$ci bisekcji w ogéle nie zalezy od zachowania f(x) w okolicach zera).



metoda Newtona-Raphsona

9 bxo

procedura iteracyjnej poprawy oszacowania zera Xp1 := Xp — f'/((f("))
n

V(X E
dla naszego problemu E,.1 = E, — ﬁ *
OE n
nie mamy analitycznego wyrazenia na mianownik, ale mozemy go przyblizy¢ przez iloraz
réznicowy np.
V(X ,E) VY (Xoo , En) =V (Xoo s En—1)
° ‘E ~
OF n En—En1
zobaczmy: ze wzoru (*) wynika, ze przyblizenie mianownika nie moze zmieni¢ punktu
zbieznosci iteracji E~, dla ktérego musi znika¢ licznik utamka




metoda Newtona-Raphsona

L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka st

o] I * Ent = En— mg ()
DB,
m:m ® kolejne iteracje
S AN E v(50nm)  no
g o e 0.500 957476.8 1
o ) 2.50 -691046.8 2
o S 1.66 -152145.9 3
| 1.424 36988.0 4
° 1.471 -138342 5
L=60 nm, V=300 meV, funkcja falowa w odleglosci 50 nm od $rodka stut 1 4695407 _1 1 85 6
soomn] ) 1.46952632 3.85E-003 7
40000 S 1.469526330 1.82E-008 8
o000 S ® zagrozenia dla iteracji: (1) start daleko od
- g zera, gdzie np. pochodna znika
o N, ® (2) bardzo blisko zera mamy symbol
. nieoznaczony 0/0 zamiast pochodne;j.
oo ® zaradzié (1) - zaczynaé od bisekgji (2) nie
T e e e e s liczy¢ za doktadnie
OV (X, E) V(Xoo s En) —V(Xoo ; En_1)
S |E, E,—E,;



studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® V(x)=0daxe (—-L/2,L/2),V(x)=Vdlax > L/2
¢ E<vi=VEVE. ) _ vomE.
® stany parzyste:
x<-L/2 | |xl<L/2 | x>L/2 |
W = Aexp(kX) ‘ W = cos(kx) ‘ Aexp(—KX) ‘
® stany nieparzyste:
x<-—=L/2 | |xl<L/2 | x>L/2 |
W = —Aexp(kX) | W=sin(kx) | Aexp(—rX) |
® parzyste:
® ciggtos¢ funkgji: cos(kL/2) = Aexp(—rL/2)
® ciggto$¢ pochodnej: —ksin(kL/2) = —kAexp(—kL/2)
® ktg(kL/2) — k=0




studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® parzyste (L = 60 nm, V = 300 meV) :
® ktg(kL/2) — k=0




studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® parzyste:
° ktg(kl/2) — k=0




studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® parzyste (L = 60 nm, V = 300 meV) :
® ktg(kL/2) — k=0

Ty —

005

® miejsce zerowe (stan podstawowy): E = 1.42521 meV

® rbznica wzgledem rachunku metoda réznic skofnczonych E = 1.46952 meV
o efekt: (1) skonczonego Ax

® (2) problem opisu studni prostokatnej na siatce réznicowej



studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® (2) problem opisu studni prostokatnej na siatce réznicowej
V(x)




studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

® | musiby¢ zgrane z Ax

® Ax = L/n, gdzie n - integer

® rachunek na potowie siatki (stan parzysty)

® [ =60nm

® Ax = L/120, 120 oczek siatki dla x > 0, pudto do 120nm,
e dla x > L/2 (60 oczko siatki) wstawiamy V = 300 meV

L=60 nm, V=300 meV

AAAAA,Q
5 %3 & 8
N @
R g
g 8

v o N s o ® 3

fcja falowa
@
2
V(mev)

0
5 10 15 20 25 30 35 40 45
x[nm]

°

® wynik: 1.4695 meV (zamiast 1.4252 meV)



studnia skonczona, rozwigzanie doktadne

Vx| > L/2
® rozwigzanie na siatce: V(x) = V/2;|x| =L/2
0;|x| < L/2
e e 0 oV

@ V2

AX
* + L +
(] L2

® wynik: 1.4501 meV (zamiast 1.4252 meV)

‘ | }



metoda iteracji w czasie urojonym

metoda strzatéw jako metoda do rozwigzywania réwnania wtasnego H jest ograniczona w
swojej stosowalnos$ci do probleméw jednowymiarowych

do dowolnej liczby wymiaréw stosowa¢ mozna iteracje w czasie urojonym
réwnanie Schroedingera ih% = Hv (%)

réwnanie wtasne operatora energii Hy, = Eptpn

ewolucja w czasie stanu wlasnego V,(x, t) = exp(—i%)wn(x, t=0)



metoda iteracji w czasie

® zaczynamy od czasu rzeczywistego

® réwnanie Schroedingera ih% = Hv (%)

® réwnanie wlasne operatora energii Hyn, = Eptpn

* ewolucja w czasie stanu wiasnego Wn(x, t) = exp(—iZ )y, (x)

® baza fcji wiasnych H jest zupetna i ortonormalna,

® zupetna: kazdg funkcje ciagta z pochodng i catkowalnej z kwadratem potrafimy rozwingé:
f(x) = Zn Cntn(X)

® ortonormalna: (¢n|9Ym) = f: Yo (X)Ym(X)dX = dmn

® poniewaz zupetna: dla dowolnego warunku poczatkowego W(x, t = 0) znajdziemy takie
Cmy 28 W(X, t=0) =" Contbm(X)

® poniewaz ortonormalna: ¢, = ff; V(x, t = 0)y, (x)dx (dlaczego?)

® r. Schroedingera jest liniowe, wigc: W(x, t) = Zn CnPn(X) exp(_,‘%



metoda iteracji w czasie

zaczynamy od czasu rzeczywistego

rownanie Schroedingera ih &Y = HW (*)

réwnanie wtasne operatora energii Hy, = Eptpn

ewolucja w czasie stanu wlasnego V,(x, t) = exp(—i%)wn(x, t=0)

r. Schroedingera jest liniowe, a baza fcji wlasnych jest zupetna i ortonormalna,
® Y(x,t=0)=1" cripn(X)

°cp= f_""oo W(x, t = 0)h (x)ax

© W(x, 1) =y Crhn(X)exp(—i5)

czas urojony t = —it (**) (tzw. rotacja Wicka)

® W(x,7) = Crtbn(X)exp(—5T)

jesli poczekamy odpowiednio dtugo, W(x, 7) — ¢ exp(—E‘TT)m (x) — C(7)¥1(x), gdzie
E; - energia stanu podstawowego




metoda iteracji w czasie urojonym

rownanie Schroedingera ih &Y = HW (*)
réwnanie wtasne operatora energii Hy, = Eptpn
W(x,t) = Zn Cntpn(x) exp(—iEeh)

czas urojony t = —it (**)

W(X, ) =Y Catbn(X) exp(— 5T)

w miare uptywu urojonego czasu 7 z funkcji W usuwane stany o wysokiej energii

po pewnym czasie V(x, 7) — C(7)¥1(x)

w praktyce - poszukujemy stanéw ),

wstawiamy (**) do (*)

—h& = Hv

iloraz r6znicowy pochodnej w =— H“’,ET)
V(T +dT1) = V(1) — L HY(T), nazwiemy d7/h =
V(T 4+ d71) = V(1) — aHVY(T)

film multigrid.gif




metoda iteracji w czasie urojonym

® Y(r +dr) = V(1) — aHV(T)
® V(x,T+d7r)=
W(x,7) = a [VOW(x, 7) = 5oz (W(x — dx, 7) + W(x + dx, 7) — 2¥(x, 7))]
® V(7 +d7) := V(T + d7)/(V(T + d7)|W(T + dT))
* (E) = (V|HY)
® warunki brzegowe: W(+x) =0

L=60 nm, V=300 meV'

TohaeT T o 00
aipha=s i
aipha=10 004 i
250
% 0035
1000 x, 008 200
E ) £ 0025 s
B . k| 1502
Kl N g 002 ‘ s
g &
2 100 % 0015 100
&
g
= 001 i y o
g 0.005 1 3
0
10 . e <0 20 o ERCEC
sinm)

® zbieznos¢ : start od funkcji falowej
. 1 s = o oo 79000 zlokalizowanej w catosci w srodkowym
fleracia punkcie siatki




metoda iteracji w czasie urojonym

Filmy
® : zbiezno$¢ od starty d 'delta’ dla o = 5 [start-od-delty.qgif]

® : zbieznos¢ od bardziej skomplikowanej funkcji falowej (sin(x) + cos(3 * x)) dla o« = 5
[strange-start.qgif]

® : o = 10 - oscylacja [od-delty-tau-10.gif]
® jesli usunaé normalizacje : mamy albo zanik funkcji falowej, albo eksplozje

® stabilno$¢ iteracji w czasie - dla dowolnego schematu liniowego rozwigzywania réwnania
czastkowego — mozna zbada¢ analizg von Neumanna



optymalne «a

1000]

sredria energia [meV]
#

T 0 00 o o oo
o iteracia

dla matych parametréw « zbiezno$¢ przyspiesza gdy parametr ro$nie

az do wartosci krytyczna « przy ktérej energia nie tyle eksploduje, co osiaga warto$¢
maksymalng dopuszczong dla rozwigzan normalizowalnych na siatce

warto zna¢ wartos$¢ krytycznag



analiza von Neumanna

® V(x,T+dr)=

W(x,7) = a [VOW(x, 7) = gz (W(x — AX, 7) + W(x + Ax, T) — 2W(x, 7))
© W(x, 7+ dr) = W(X,T) + agzls [(W(x — AX,T) + W(x + AX, T) — 2¥(x, )]
zaniedbujemy V, usuwamy normalizacje z iteracji

filmy bez normalizacji i potencjatu dla o« = 5.7 oraz o = 6.1 .

analiza von Neumanna dla x; = jAx
® V(x,7) =, At exp(ikjAx)
V(xj, 7 +d71) = Zk ATIT exp(ikjAX)

twierdzenie Parsevala - dla dyskretnej transformaty Fouriera : norma wektora W, oraz Ag
sg proporcjonalne, wiec W eksploduje wtedy i tylko wtedy gdy eksploduje Ax

analiza eksplozji w przestrzeni wektora falowego bardzo prosta

podstawiamy wyrazenia do schematu réznicowego, wykorzystujemy niezalezno$¢ liniowa
fal ptaskich exp(ikx) - opuszczajagc sumowanie po k, dzielimy przez exp(ikjAx) dostajemt:

o ATHIT — AT (1 + B (exp(KAX) + exp(—KAX) — 2))

° A;*d* = MiA;, gdzie Mk = (1 + 3 (exp(ikAX) + exp(—ikAx) — 2)) - wspbtczynnik
wzmocnienia

hZ
® przy 8 = A5 AxXE



analiza von Neumanna

* B=ogm
® My = (1+ B (exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2)) - wspdlczynnik wzmocnienia
® Vi|Mk| < 1czyli—1 < 1+ 28(cos(kAx) — 1) < 1

® —2 < 20(cos(kAx) — 1) < 0 (prawa zawsze spetniona)

® 1 > B(1 — cos(kAXx)) wyrazenie w nawiasie w najgorszym razie réwne 2

°*1>28—-p3<1}

mAx?
® a<g n2

® w jednostkach atomowych przy Ax = 0.5 nm — (0.5/.05292), m = 0.067 (GaAs), h = 1
® ograniczenie o < 5.98



metoda czasu urojonego cd.

Potrafimy prowadzi¢ iteracje w czasie urojonym tak, ze funkcja falowa osigga minimalng
mozliwg warto$¢ oczekiwang energii, réwnej energii stanu podstawowego

(") V(T + dT1) = V(1) — aHV(T)
A stany wzbudzone ?

Mechanika kwantowa: stany stacjonarne to stany wtasne operatora hermitowskiego

stany wtasne operatora hermitowskiego tworzg baze ortogonalng,
tzn. dla Hym = Emtpm mamy (Pm|n) = m,n

® (Ym|pn) = fab dxip(X)n(x) - iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji catkowalnych z
kwadratem

dla stanéw wzbudzonych: iteracja z ortonormalizacja: po ustaleniu N — 1 funkcji wtasnych
prowadzimy iteracje (*) dla stanu 1y z dodatkowg ortonormalizacjg do N — 1 wczeéniej
wyznaczonych stanéw

W rozwinieciu: W(x, 1) = Zn Cnn(X) exp(,EnTT)

ortonormalizacja usuwa c, dlan=1,2,... N — 1, tak aby uzyskac zbiezno$¢ do E,



metoda czasu urojonego cd.

® jteracja z ortonormalizacjg
® (1) liczymy Wn(7 + d7) = Wn(T) — aHVN(T)
® (2) ortonormalizujemy,

® petlapodlan=1,...N—1

® (2a) liczymy ¢, = (Wn|Wn)
N—-1

® (2b) odcinamy przyczynki od nizszych standéw wtasnych ¥}, := Wy — Zn:1

dzigki czemu (Wj|W,) =0dlan < N
® (2c) Wy =Wy

ChV¥n,

® (3) normalizujemy Wy, wracamy do (1), chyba Ze osiagneliémy zbiezno$é.



metoda czasu urojonego: wyniki
30 "fort.87"
AN

® iteracja z ortonormalizacja
* (1) liczymy Wn(T + d7) = Wn(T) — aHWN(T)
* (2)
® (2a)liczymy ¢, = (Wp|Wy)dlan=1,.. . N—1
o @)Uy =wy— Y e,
® (3) normalizujemy Wy, wracamy do (1), chyba ze
OSIagne“smy Zb|eZnOSC. 00 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
] iteracia
o filmy: iteracja do drugiego i trzeciego stanu, zwréci¢
uwage na utrzymywang w czasie iteracji
ortogonalno$¢ do wczesniej ustalonych stanéw

srednia energia [meV]
@

o




strategia iteraciji

mAx?
hz

® z analizy von Neumanna krytyczny parametr iteracji: o <
® im drobniejsza siatka tym wolniejsza zbiezno$¢

® widzieliSmy, ze doprowadzenie uzbieznienia do konca jest stosunkowo powolne: bardzo
mate poprawki do gtadkiego rozwigzania (wida¢ na filmach i na E od numeru iteracji)

® gtadka czes¢ rozwigzania mozna oszacowaé na rzadsze;j siatce i to jest stuszna
koncepcja bo: (1) iteracja na mniejszej liczbie punktéw jest tansza, (2) a « mozna
radykalnie zwiekszy¢ dla wigkszego Ax

® metody wielosiatkowe (multigrid) znane najlepiej dla iteracyjnych metod rozwiazywania
czastkowych réwnan eliptycznych



metoda wielosiatkowa

1000

srednia energia [meV]

1 10 100 1000 10000
fteracia

mAx?
h2

z von Neumanna: a <
w programie, ktéry wygenerowat te wyniki o = 0.8%;2

start od delty w siatce 2Ax = 1 nm (fiolet)

po uzbieznieniu - przepisanie na siatke Ax = 0.5 nm - w brakujacych puntkach érednia z
sgsiadéw

znacznie mniej iteracji na siatce gestej




metoda wielosiatkowa

3

siatkp 0.5nm zageszczona @
L siatkh 0.5nm od poczatku

[meV]
S
N R o o

® N

srednia energia

e

SIS

1 10 100 1000 1000¢
iteracja

® powigkszenie



metoda wielosiatkowa

siatka 0.5nm zagesiczona @
siatka 0.5nm od potzatku
1[ad66

® 0 rzad wielko$ci mniej iteracji na gestszej siatce
potrzeba

® mozliwe wigcej niz 2 poziomy siatek

® w 1 wymiarze koszt iteracji jest rzedu N, przy siatce
N x N w 2D rzedu N?

® metody wielosiatkowe umozliwiajg rachunki
142 i rozsadnej doktadnosci dla realnych probleméw

N
=)

o

srednia energia [meV]
IS
R

1 10 100 1000 10000
iteracia



pasma w krysztatach

2p (carbon)

25 (carbon)
3s (silicon)

[ ]
(=}

Carbon  Silicon

I 4N levels
L

Internuclear distance

@ krysztat jako uktad o periodycznym potencjale dla elektronéw poziomy atomowe

przechodzg w pasma
® w kazdym pasmie tyle pozioméw, ile atoméw w krysztale

@® miedzy pasmami przerwy energetyczne



krysztat

potencjat dla elektronéw z pasma przewodnictwa

w GaAs / AlGaAs - laser kaskadowy



1D czas urojony ponownie

® sztuczny krysztat

/\ "/\\, n N

W d v 05 fL = =
B S0 oo mowo  oow oo sonoot

‘ b o iteracia

energia

Vime)

® jteracja w czasie urojonym: bardzo
powolna - funkcja z trudem w
iteracji przechodzi przez bariery

® cdn

[ ] T 0 E o o
® wielokrotna studnia kwantowa, supersie¢



® Metoda standardowa do rozwigzywania problemu wtasnego: diagonalizacja Hamitlonianu
® EISPACK, LAPACK, ARPACK, FEAST, etc..



diagonalizacja Hamiltonianu na siatce

® Hv, = E,V¥, (rbwnanie wtasne operatora energii)

° H= % + V(x) (zaktadamy, ze niezalezny od czasu i problem 1D)
® algebraiczne réwnanie wiasne
P W(X—Ax)JrUg;rAx)—ZW(x) + V(X)\U(X) _ E\U(X)

2m
® przy numeracji V(x,) = W, oraz x, = nAx

h2 Wn 1 =2V, 4V,

¢ — R+ VoV = EV,

® wersja macierzowa
hiy h2 sz .. hyv—ry v vy vy
Moy ha hs ... han_1) hen vy Vs

° h3y  hw hss ... hyn_1) han L] =E L]
hvi hne By .o hyv—1)y  hww Wy Wy

® wezmy drugi wiersz n = 2

h2 Wy —2W,+V,
¢ — A + VeV = EVp
2

b 3
hot = hyg = — 555

’»2
® he=rae+ Ve



diagonalizacja Hamiltonianu na siatce

® wersja macierzowa

h? K2
mAXE ;g Vi ;Zmsz Oha e 0 0 vy
~ ZmAx NG ht Va ;Zmsz ce 0 0 $2
0 —W vy + V3 . 0 0 3 =
. o o e
0 0 0 o T 2mAx? mAx? + VN
vy
vy
E V3
Wy

® drugi wiersz n =2
B2 W, —2U,+ W .
® —znae T VeVo=EV:
r2
® e =hes = —ne

h?
® hee = ppe + Ve



diagonalizacja Hamiltonianu na siatce

® wersja macierzowa

h2
mAx2 t Vi - ~2mAxE th s 0 0 Wy
2mAX2 Na t Va ;22mAx2 t 0 0 $2
0 v mae TV o 0 0 8 -
o ",
0 0 0 e T 2max? mA)(2 + VN
Wy
L)
E V3
Wy

® pierwszy wiersz n = 1
2 —
° ,L% 1 Viwy = Ewy

2m

rZ
® Mg = _ZmLsz
h?
* = gme + Vi

® brakuje w macierzy Wy —czyli Wy = 0 - warunek znikania funkcji falowej na brzegu
wpisany w forme macierzy,

® podobnie Wy, 1 =0
® rozwigzan - tyle ile punktéw na siatce



diagonalizacja Hamiltonianu na siatce

wersja macierzowa

K2 K2
mAx? ;:; V1 ;Zmsz th o 0 0 Wy
~ 2mbxe MAXE ;g Va 2 2mAR e 0 0 $2
0 N ezt Vs 0 0 3
s o .
0 0 0 o T 2max? mAx? + VN

macierz rzadka: tréjprzekatniowa, w 2D, 3D - pie¢ i siedem przekatnych
® o wydajnosci diagonalizacji decyduje stosowana biblioteka numeryczna

® dla macierzy rzadkich procedury iteracyjne (ARPACK, FEAST), ktére wymagajg podania
wyniku mnozenia wektora przez macierz. Catej macierzy - z mnéstwem zer - nie
przechowuije sie w pamigci.

® Dla 1D - ztozono$¢ nie jest problemem, ogélne biblioteki (LAPACK, nawet Numerical
Recipes) wystarcza



wigzanie

e film : wiazanie.gif

® poza studnig wraz z wigzaniem zmienia sie funkcja falowa z trygonometrycznej na
eksponencjalng

® zasieg penetracji - nieskonczony tuz pod progiem wigzania

® Hy = Ey,dla V < E:exp(dikx) gdzie k = /22(E — V)
® Hy = Evy,dlaV > E:exp(£rx) gdzie k = i—T(V —E)



® wyniki: studnia potencjatu
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® studnia potencjatu
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sztuczny krysztat
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po lewej 2 najnizsze poziomy, po prawej najnisze poziomy z 1-szego i drugiego pasma



sztuczny krysztat
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® v=200,2,1, po prawej na dole 2 najnisze poziomy z 1-szego pasma dla v=1meV




sztuczny krysztat
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® "defekt" - domieszka w krysztale, stan podstawowy zlokalizowany , w "przerwie", nastepny
(2-gi z kolei) zdelokalizowany po "krysztale"



