adwekcja rzadko wystepuje w formie czystej
przewaznie: tacznie z dyfuzja

na razie znamy tylko dyfuzj¢ numeryczna

y . , Adwekcja=unoszenie
dzis$: dyfuzja prawdziwa
Dyfuzja+tadwekcja: wystepuje
w problemach transportu masy i energii ‘ N ‘

(ol

Dyfuzja=znoszenie gradientu koncentracji

t
@ -




adwekcja-dyfuzja pytu :

przewaga dyfuzji
e
przewaga

"% adwekji




dyfuzja: jeden z mechanizmow transportu ciepta

przekaz ciepla: transfer energii napg¢dzany gradientem
temperatur 1 dazacy do jego zniwelowania.

Q otoczenie

- uklad \
c1epio U(Tt) energia . P

wewnetrzna

praca

QO = tempo przekazu ciepla J/s
P = dW/dt = tempo pracy wykonywanej
przez uktad

=P+
[-sza zasada termodynamiki: Q=pP+dU/dt

ciepto dostarczone do uktadu = praca wykonana przez uktad + zmiana
energit wewngtrznej uktadu



Q=P+dU/dt

Q otoczenie
uktad \
Q=P+dU/dt
P = dw/dt
AW—pdV B O=p dV/dt+dU/dt

Dla uktadu o statej objetosci dW=0
Q=dU/dt=mc dT/dt (c,= ciepto wlasciwe)

mechanizmy przekazu ciepta:

przewodzenie (prawo Fouriera)
konwekcja (prawo Newtona) \
promieniowanie (p. Stefana-Boltzmanna)

promieniowanie

przewodzenie



1) Promieniowanie

Ciato doskonale czarne (wsp. odbicia 0)

150

5

E (\Thmax e = 0.2898 em- K Prawo Stefana:Boltzmana
NI

£ . 4
: o' ex(T)d\ = oT

< 1001

g

Q

(=1

,:;; % nieskonczone

L g

E @

2 solf2

=1 >

: T T

= <

= 1 o v 2

g g

(=} O

= a,

— 4. T 4
0 ] 1 Q_A o (T] _TZ )

0O 1 2 3 4 &5 6

]

Wavelength, A microns or tm

dwa osrodki potrafia wymieniac
energi¢ przez promieniowanie nawet
gdy préznia migdzy nimi

Prawo Wiena: A T=const



2) Konwekcja (unoszenie ciepta)

— Too —/J_\/B%‘gﬁ
= — /_"//

Ciepto z ciata do otoczenia: przewodzone do warstwy granicznej, nast¢pnie
unoszone przez osrodek zewngtrzny

Prawo chlodzenia Newtona [transfer ciepta proporcjonalny do AT]

@ _
Z:q_h(Tc Too)

\
/ Wspoétczynnik transferu ciepta. Zazwyczaj h(AT), rOwniez
Strumien ciepla funkcja predkosci ptynu optywajacego ciato
J/sm?



3) przewodzenie (dyfuzja)

Prawo Fouriera:
q=—kVT Strumien ciepta proporcjonalny 1 skierowany przeciwnie
do gradientu temperatur

W og6lnym przypadku: przewodnosc¢ cieplna k = k [r, 7.
Stata materiatowa:

A T, :é :; Przypadek stacjonarny (g=const)
; ; 1D. Temperatura od (x) =
N odcinkami liniowa przy braku zrodet.
T
T2 ka >kb
b a b
X

Faktycznie dla kazdej substancji £ zalezy od 7, my be¢dziemy pracowac
w powszechnie uzywanym przyblizeniu k=<k> #k(T) (punkt pracy)



Rownanie przewodnictwa cieplnego 1D, k=const

AX
q=—kVT §
.S
o ¥
= <
— 85| —
or, |z & oT
Q O ‘ 8, & Qout kA O ‘CU—I—ACU

Wypadkowy strumien ciepta emitowany przez element materiatu:

oT
| Ax |:I;
Q=0Q Qi = —kA 893 s 0x 1% A\ o
out m , "

W granicy Ax—0

0°T dU
_qd A, Y
@ g ox? * dt



Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji ciepta) 1D, k=const

2
T
0= —1AZlnq = —d—U

Ox? 1 0T O*T

Uktad nie wykonuje pracy, Wtedy = —
AU or o / a0t Oz
T = Meo s = pAAajc

wniosek: rownanie dyfuzji ciepta — wynik prawa Fouriera i I-szej zasady termodynamiki

dla dyfuzji materii - inaczej - z rOwnania ciaglosci (z rOwnania zachowania materii)



dyfuzja dla materii:

z rOwnania ciagtosci: a—i +V-j=0

unoszenie:

J= p(I‘, t)V(I‘)

o,

—plr,6) + 7 - [p(r, 6)v(r)] = 0

roOwnanie adwekcji

Jj=p(r,t)v(r) — k(r)Vp(r.t)
)

dp

ot

r. adwekcji - dyfuzji

prad zwigzany z wyroOwnywaniem
stezen (prawo Ficka — odpowiednik Fouriera
masa temperatura )

j=—k(r)Vp(r,1)

dp
— — V- |k r.t) =0
2~V [kVp(r )]

roOwnanie dyfuzji

+ V- [p(r,t)v(r) — kVp(r,t)] =0



Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji ciepta) 1D, k=const

O0*T dU
Q=hAgatt ="y 10T 92T

Uktad nie wykonuje pracy, Wtedy = —
/ a Ot 02
oT

dU o1’
— = Mmec— = pAAajc

P

Problem chtodzenia w 1D (dla ktorego Fourier wprowadzit swoj szereg)

W chwili poczatkowe;j
ciato ma temperaturg T,

T(x,t=0)=T,
Nastepnie umieszczone
w kapieli o temperaturze T,

T(x=0)=T(x=1)=T,
Jak przebiegnie chlodzenie jako funkcja (x,7) ?

e




Problem chlodzenia w 1D

1or _o°T T(x,t=0)=1
o Ot Ox?
T(O,t) — T(l,t) = ()

Metoda separacji zmiennych:
Szukamy szczegdlnych rozwigzan postaci: T(x,1)=C(t)X(x)

180_162X_ \
aC Ot X Ox2

Czes¢ przestrzenna:
X// L —)\X z X(0)=X(1)=0
(rownanie wlasne) X n — S| (n'm;‘ )

A=\, = (nm)°




X, =sin(nrz) A=\, = (n71)’
Czes¢ czasowa

1 oC,

— — (nﬂ') 2 (tez wlasne, ale pierwszego rzedu)

aC,, Ot
Cp(t) = exp(—a(nm)?t)
T, (5,0=C,(0)X,()

Rozwigzanie ogolne:

T(x,t) =) a,exp(—a(nm)’t)sin(nmr)
T

a, dobrane tak aby spetniony byl warunek poczatkowy



a, dobrane tak aby spetniony byl warunek poczatkowy

Z a, exp(—a(nm)?t) sin(nrx)

1
T(x,t=0) =) a,sin(nmz)| x sin(mmzr) / dx
n J0

1 1
/ sin(nwa) sin(mrxr)dr = §5mn

= 2/ 0) sin(nmx)dx
2 2
Dla T(x,t=0)=1:  n = — cos(nm)|,—y = =——((=D)"=1)
= 1 nieparzyste
Ap = |
0 n parzyste
Tla,t) = 3 exp [—al(2k + 1)m)2] sin((2k + 1))

~ 2k +1)7

tempo stygnigcia — ¢y = —[ / S|
pe



T(x,t) =) a,exp(—a(nm)’t)sin(nmr)

niezaleznie od startu
rozktad 7 po pewnym czasie
bedzie mial ksztatt sin(/ix)

Wszystkie gwattowne zmiany
przestrzenne zostang szybko
wygladzone

—

s

0

t= 191

t=13

P X




10T 9°T ou &

, —=D—

a ot da? " Ot Oa?

metoda Eulera: U Uy

Ly

2)
3)

4)

zmiana oznaczen na bardziej typowe dla rownania dyfuzji

DAt

n+l _ n
’ i Ax?

mn mn n

[przedni czasowy, centralny przestrzenny |

dla rownania adwekcji schemat z przednim ilorazem czasowym i centralnym
ilorazem pierwszej pochodnej byt bezwzglednie niestabilny

pokazalismy, ze numeryczna dyfuzja stabilizuje schematy jednopoziomowe
dla rownania adwekcji schemat Eulera nie zawieral numerycznej dyfuzji

1 whasnie dlatego byl niestabilny

teraz dyfuzja jest rzeczywista (nie numeryczna)

podejrzewamy, ze schemat ma szanse na bezwzgledna stabilnos¢

... sprawdzmy



analiza von Neumana metody Eulera dla rownania dyfuzji

ou 0%u DAt

n+l __ n

E — D&CQ metoda Eulera: ;= u; + Ag2 (U;]+1 +uji_y — 2uj )

Z Ay exp(ikjAx)

DAt
Az

APt = A7 4 (exp(ikAz) + exp(—ikAx) — 2) A}

Wspodiczynnik
wzmocnienia modu k&

DAt
M, =1+ A (exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2)




M =1—

DAt
Ax?

2D At
Ax?

M, =1+

(1 — cos(kAx))

warunek stabilnosci [M,|<1

2D At
<1- A (1 —cos(kAz)) <1
2D At
< — N (1 — cos(kAz)) <0

0 < 2D At
- Azx?

(1 — cos(kAx)) <2

0 < (l-cos) < 2 \

(exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2)

Euler bezwzglednie stabilny jesli:




Krok czasowy a stabilnos¢ schematu Eulera

At=(0.01)2/2

Ax?

At < =2 Ax=0.01, D=1
— 2D

At=(0.01)2/1.9

0000000000000000000

0000000000000000000

000000000000000000

0000000000000000000




DAt
n+1 n n n n
uj — uj -+ —372 (’(,Lj 1 -+ uj—l — QUJ)

2
Arj<A—aj

Uwaga:

1) dla krytycznego kroku czasowego schemat spetnia zasade maximum
(wystarczajaca dla stabilnosci)

2) dla granicznego At u znika z prawej

strony, a dla wigkszego At zmienia znak z kazdg iteracja
(co jest zrodlem niestabilnosci)



Dokladnos¢ Eulera dla rownania dyfuzji

Czarne: btad z At krytycznym

Metoda Eulera 1 wynik doktadny
czerwone = z 10 —krotnie mniejszym

dla kroku granicznego:
T ) 00E -4 -
0L00E +1
20084
400E-4
S00E4

BO0E-4

00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

0.5

0|

Whniosek: krytyczny At jest wystarczajaco maty
aby liczy¢ z wigkszym krokiem — schematy niejawne



liczba charakterystyczna dla stabilnosci schematu:

o DAt

n n n
— (U +u; —2u-)
J A2 ( J+1 J—1 J

vdt

odpowiednik liczby Couranta o = d_
xXr

np.. warunek stabilnosci schematu upwind 0< 0. < 1 wynikat z kryterium CFL i tw. Laxa

jak wyglada kryterium CFL dla rownania dyfuz;i??
fizyczna a numeryczna przesztos¢ punktu w rownaniu dyfuzji ?

dla rownania adwekcji : przesztos¢ fizyczna P = punkty lezace na charakterystyce



vor _ o1
a Ot Ox?
Zan exp(—a(nm)*t) sin(nmx)
= 2/ = 0) sin(nmx)dx

fizyczna domena zaleznosci w rownaniu dyfuzji ?

uzyjemy T(0,t)=T(1,t)=0

Dla x=0: rozwazmy dwa warunki poczatkowe
1) T,(x,t=0)= sin (7x) : rozwiazanie: T(x,t)=sin(mx) exp(-ot* 1)
2)  T,x,t=0)= sin (rx) dla x<1/2
=sin (;tx) + sin (2ntx) dla x>1/2

TQ(CIS‘,t)

=2 [
il

1

12

k=1

sin(27x) sin(krx)de ———

120 —

T,(x,t=0)

= Ti(x,t) + Z by exp(—a(km)?t) sin(krx)

b= -4/3x, b,=1/2, b,=4sin(rk/2)/x (k-4)




fizyczna domena zaleznosci w rownaniu dyfuzji ?

120 —

0.4 - 160 —

0.40 —

S L A A

1 0.00 0.20 0.40 0.60 0.60 1.00

pytanie:

Po jakim czasie punkty

na lewo od x=0.5

13- - poczuja, ze warunek poczatkowy
po prawej stronie pudia

jest inny?

inaczej: czy punkt x=0.5,t=0
. ————a— ——=======—= nalezy do domeny zaleznosci

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0. 0.7 0.8 0.9 1 .
punktu x=0.1, t=dt, gdzie dt-mate? ?




fizyczna domena zaleznosci w réwnaniu dyfuzji ?

T2-T1
0.5 0
001
04 006/4\ i
40‘ - ~
0.01 \0’006\ -0.04
. -0.02 . I
H . \ %, 0.2
-0.
0 .
02- T Y%\ | 0.3 6
oy, 0.5
0.1 L
0.68
00 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 0.6 0.7 0.8 0.9 17 084
-1
im bardziej zage$cimy poziomice wniosek: w rownaniu dyfuzji
tym blizej pojawia si¢ osi t=0 pewien (niewielki) wpltyw

na rozwiazanie w kazdym punkcie np. x=0.1
ma warunek poczatkowy zadany dla

x>1/2. To co jest na prawej stronie

pudta na lewa przenosi si¢ natychmiast dla t>()

dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata potowa czasoprzestrzeni!



dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata potowa czasoprzestrzeni!
ilustracja

drobiny pylu (czerwone kropy) w cieczy (czastki H,0— niebieskie kropki).

W chwili poczatkowej caty pyt jest zlokalizowany w jednym z naroznikow.
Srednia koncentracja pytu— opisywalna réwnaniem dyfuzji.
Ruch pojedynczej czastki pytu przypadkowy (ruchy Browna)

o “o0 , 00
.. .. .. ..

o, \/o /, \/

Istnieje mate lecz niezerowe prawdopodobienstwo, ze jedna z drobin
znajdzie si¢ niemal natychmiast w przeciwlegtym narozniku

w wyniku szczesliwego zbiegu okoliczno$ci

(zostanie popchnigta kolejno przez wiele czasteczek wody)

dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata potowa czasoprzestrzeni!



dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata potowa czasoprzestrzeni!

Ale, ale —
Mowilismy, ze schemat Eulera jest stabilny (czyli musi by¢ zbiezny [tw. Laxa])

Pamigtamy, ze przesztos¢ numeryczna punktu w Eulerze jawnym
to stozek (trojkat 1D) a nie potptaszczyzna?

A warunek konieczny zbieznosci CFL?



zgodnie z CFL WK zbieznosci jest aby numeryczna domena zaleznoSci zawierala
fizyczna numeryczng. domena zaleznosci dla rownania dyfuzji ze schematem Eulera ?

DAt
U?H _ u? + A (u;@+  + u?_ - Qu?> W.stab.Eulera-

v

przesztos¢ trojkat o polowie kata rozwarcia ©=arctan(Ax/At)

trzymajmy r=DAt/Ax*zafiksowane zmniejszajac jednoczesnie obydwa kroki Az, Ax
O=arctan(D/r Ax) gdy Ax — 0 : kat dazy do n/2 — obejmuje cata przesztosc¢
CFL spetione (WK), dla stabilnosci potrzeba jednak aby r nie byto wigksze od 72



Niejawny wsteczny schemat Eulera

DAt
1
metoda Eulera: u;” = U;L + g A2 ( j1 u - 2“?)
pochodna przestrzenna liczona w n-tym kroku czasowym
(gdy u znane)

.. dla stabilnosci potrzeba jednak aby r=DAt/Ax? < 7
CzytacC: jako ograniczenie na krok czasowy

wsteczna metoda Eulera:
n+1 n DAt (

u; " = u; —+ N

n—{—l L+l oo n+tl

pochodna przestrzenna liczona w n+1/-szym kroku czasowym
(gdy u jeszcze nieznane).

Metoda niejawna, konieczne rozwiazanie

uktadu rownan liniowych na (n+1) krok czasowy.

n—}—l ~ANg L At
P+ (L4 29)uf™ —yujl = uf

N




0 0
9 0
(L+2v) —
0 0
0 0

Co z warunkami brzegowymi u,=u,=0 ?

n+1%_(1%_2ﬁ)un+1

0
0
0
(14 2v) g
-y (1+2y))
~ n+i

( u-n.—i—l \

ug+1

u2+1

“qth

n+1

=y

one sg zapisane w pierwszym 1 ostatnim wierszu roOwnania
- zobaczy¢

wsteczny schemat Eulera

a1
uh

0T
Ug

UN_ 5

\ )

~ DAt
AN




Stabilnos¢ wstecznego schematu Eulera

Ax? 2

= = 2
Al=25 XT3 Atzggxl()
1.0
0.9
8. 8.0 0.5 1.0

Czerwone doktadne
Czarne wsteczny Euler

Zachodzi podejrzenie, ze wsteczny Euler jest stabilny dla dowolnego
kroku czasowego - sprawdzmy



Stabilnos¢ wstecznego Eulera dla rownania przewodnictwa cieplnego

n,+1 ~ Yol n+1 T
i+ (L4 29)ufT —yully = !

DAt

analiza von Neumanna daje M,
kryterium stabilnosci: \

1

<1
[—vexp(—ikAx) + (1 + 2v) — vexp(ikAz)|| —

7y exp(=ikAT) + (1+27) = 7 exp(ikAa)| > 1



Stabilnos¢ wstecznego Eulera dla rownania przewodnictwa cieplnego

|—vexp(—ikAx) + (1 +2v) — vexp(ikAx)| > 1

(14 27) — 2vcos(kAx)| > 1

1+ 2v(1 —cos(kAx)) > 11lub < —1

To pierwsze zawsze prawdziwe

DAt

Wsteczny Euler = bezwarunkowo stabilny

Obydwa Eulery - pierwszy rzad doktadnosci czasowej [btad dyskretyzacji rzedu pierwszeg
btad lokalny drugiego]

DAt
n+l _ n n

Poprawi¢ schemat

un+1 U?l £+ DAZL (H?H—l un U-nJrl o 2_.u-rz+1> mieszanC metody
Lj A2\t T o = 2l




Schemat Cranka-Nicolsona

DALt
Buler: o™t = uj + g (e s — 20)
CN: A
t ‘
y(t + A1) = y(t) + - (J(O) + [t + A1) + O(AF)
DAt
n+1l __ n n—+1 n—|—1 n+1 n 0. N
w; " =y + T (“;H +ui T = 2w duly g +uy o — Zu.j)
Do uktadu réwnan: DAt
| p—
U Ax?
Y on+1 AN\, 1 n+1 1 n — A\ ﬁf R



Schemat Cranka-Nicolsona

7t n+1 ) n+1 T on
——ui 4 (1 +y)u] —§uj+1 Eu_jl_|_(1_
((147) —v/2 0 0 0 0\ [ u
—7/2 (1 + a-".) _ﬁl,f’g 0 0 e 0 UEH'I
0  —v/2 (1+7) —/2 0 0 ujtt
0 e 0 0 —_ ;fZ (1 _I_ ) _,Tff“z ur}z—l—l‘3
\ 0 0 0 0  —/2 (1+9) )\ ui")
[(1-) //2 0 0 0
/2 (1=v) ~/2 0 0
U /2 (1—=~) ~v/2 0
0 0 0 /2 (1—7)

~

V)’

0
0
0

n _|_

J

[ )

r\

o) u3+1

P
s

2T
Usq

Un_o

\ UN-1 ]



Rownanie dyfuzji ciepta 3D ze zrodlami

wspotczynnik przewodnos$ci zalezny od potozenia

\ T
V- (kVT) + G = pc—-
~ x Ot

N\

gestose 1 ciepto wlasciwe
zalezne od polozenia

zrodto ciepta

Kilka wlasnosci rOwnania



Rownanie dyfuzji ciepta 3D ze zrodlami

oT

W jednym kawalku materialu (k=const), w stanie ustalonym

VQT — —g “— 1. Poissona,

k

stan ustalony w uktadzie jednorodnym w dwoch kierunkach y,z
T N a% N a‘% g
Ox? /éyQ /ﬁﬁ k

4
= %x +Cx+ D

C, D — z warunkow brzegowych

1D + brak zrodet ciepta = T liniowe od brzegu do
brzegu



Warunki brzegowe na kontakcie 2 materiatow

oT
AkNT) + ¢ =
V- (EVT) + ¢ = pc— 5

w stanie ustalonym, roznice w gestosci i1 cieple wlasciwym nie maja znaczenia

wazny tylko k, w 1D:
dk dT d*T

— — + k(x — —
dx dx ) g da?
kontakt dwoch materiatlow
k, Ciaglosé ¢
I dT’ . dT’
17 — h2——
$ k, dx dx
T H EH
1 / AN
R i Z lewej Z prawej
1, ogolnie: pochodne normalne
do powierzchni kontaktow
b a b




Konwekcyjne warunki brzegowe

o1
on

WT —Ty) = —k

+«——  Jatem moze by¢
na odwroét

Tiony Tingy




J=30

N
2D
;=J5ﬁ TO
J
- 15 -'\f:_eo
"~ ; " T2
oT OT ok
V- (kVT) +q = pCa jeden materiat: BN = % + EVQT

Cranck-Nicholson 2D: laplasjan rozpisany na n-ty i n+1 szy krok czasowy

T =15+ Afiﬁ + Afzpc% (T, + Ty = 2T + 1y + 1 = 277

41 41 an—+1 n+1 T n+1 amn+1
Y T + T = 20 + T + T — 2177)



N
na scianach wewngtrznych
budynku zadajemy T=T,_
P
j=15 TO 7 : vy 1 e 1
(podobnie dla ,,zmarnowanej” ¢wiartki
A poza budynkiem)
i=1 i=15 v\;':‘eo AT™'=BT "+c
j=I
, " T2

CTZ :Tbc

w [ tym wierszu A dajemy jedynke na diagonali, poza tym zera
caly /-ty wiersz B dajemy zero, a =T,



Na krawe¢dzi budynku 0T
konwekcyjne wb. Al D _ka_n
n >
(1,j) na prawej krawedzi: N iJ)
7 (T T ) — L Tf’-j - Ti—l] _
A XY Lo) = —NR A7 w [-tym wierszu A /l
I I tylko diagonala ij) v 0
(h- 4 A—)TZ ;- A—Tz—lj — hT, 1 poddiagonala
X * X ;
T wyliczane z tego rownania zamiast WB
(i’}]; ?;lna kr?fdz I Ly — 15 j 11 or_ or
( iy 0) - Ay on Ay
(h+ A_.’L')Tij — A, L = o



konwekcyjny warunek brzegowy na naroznikach:

oT
W(T = T,) = k%

j=30

“u




1-szy rachunek
doskonale izolowane
sciany zewnetrzne:

w chwili poczatkowe;j
pomieszczenie w temp +1
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