Stany stacjonarne w potencjale periodycznym
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zamkniety uktad wielu barier/studni

potenc (met)
Vimew)
E(meV)
.

soml numer poziomu

poprzednio badali§my sztuczny krysztat sktadat sie ze skonczonej liczby studni w studni
nieskonczonej (tyle stanéw w pasmie ile studni)



otwarty uktad wielu barier/studni

badali$my réwniez skonczony uktad wielu studni i transport przez niego w zaleznoéci od

energii
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problem o symetrii translacyjnej

Vime)

potendal (mov)

® wezmy nieskonczony uktad o symetrii translacyjnej = = " ™
® jeden okres "krysztatu" R = 180 nm czyli 18dx, z dx = 10 nm
® 9 oczek w barierze, 9 oczek w studni



twierdzenie Blocha

® jeden okres "krysztatu" R = 180 nm czyli
18dx, z dx = 10 nm

® twierdzenie Blocha: funkcje wtasne elektronu w potencjale periodycznym o okresie R
mozna przedstawi¢ w postaci:

o Wi(x) = exp(ikx)uk(x),

® gdzie ux(x + R) = uk(x)
WV - fala Blocha, u - funkcja okresowa, k - krystaliczny wektor falowy

| W |2 - gestosé prawdopodobienstwa dla funkcji falowej Blocha ma periodycznosé
potencjatu krystalicznego

® stany z k oraz k + G sa rownowazne o ile G to wektor sieci odwrotnej



problem o symetrii translacyjnej

® jeden okres "krysztatu" R = 180 nm czyli 18dx, z dx = 10 nm

® 9 oczek w barierze, 9 oczek w studni

® twierdzenie Blocha W (x) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = ux(x)
® poszukamy rozwigzania w formie: \Il;('j = exp(ik/H)U{(

® /- numer komoérki elementarnej, j numer atomu w komoérce

R
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problem o symetrii translacyjnej

S ‘ " o Wl = exp(ikIR) U,
o o | wi e dla komérki/ = 0 W/ = o]
. " " ] ® poza weztamij = 1oraz j = 18:
J ‘ HWIZ® = Hu
zu o e o
[ ]
* H/ = 2r_nZ)2r2 (L/ + U - 2u{() + V(j)U/, - forma macierzowa jak wyzej dla sztywnych
warunkéw brzegowych, dla petnej funkcji falowej w
* dlaweztaj = 1 sasiad z lewej strony W, 2/=0 = wi=""/=18 — exp(—ikR) U
H\IJL 0,j=1 _ 2;2)(2 (uk exp(—ikR) + Uk — 2Uk) +V U,l
® podobnie
e dlaweztaj=18 sa15|ad z prawej strony W} 0/=1% = =11 = exp(ikR)u}

H‘ULZO,]:18 —

ZmA)(2

(ul? + exp(ikR)uy — 201°) + Vigul®



problem o symetrii translacyjnej

® macierz Hamiltona w pierwszej komoérce H\IJL:0 = Hux = Exuk

dlaj #1181 HY =t (u’;‘ +u 72%) + V() pray t = A

.
Zmax
® dlaj = 1RV =t (uLs exp(—ikR) + U2 — 2u;) + Vi)

® diaj = 18: HW S — ¢t (u,i7 + exp(ikR)u) — 2u;“) + Vigu)®

* forma macierzowa

—2t 1V t 0 0 texp(—ikR)
t —2t 4V, t 0 0
. 0 t —2t Ve ... 0 0
texp(ikR) 0 0 t —2t 4 Vig



problem o symetrii translacyjnej

® po lewej "krysztat z 9 studni", po prawej co studni
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numer poziomu akmaxt

® Kmax = %, Vk(X) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = uk(x)
® exp(i(k + 2kmax)R) = exp(ikR), dla 2knax R = 27



problem o symetrii translacyjnej
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® Kmax = %, Wk(X) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = ux(x)
exp(i(K + 2kmax)R) = exp(ikR), dla 2kmax R = 27



problem o symetrii translacyjnej

® Kmax = %, Wk(X) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = uk(x)
® exp(i(k + 2kmax)R) = exp(ikR), dla 2knaxR = 27

tutaj V=0
3

25

. . o
® warunki periodyczne bez potencjatu  ° os ' 15 2
o n2k2  h(kEn2kpe)®
2m 2m
. P . e _ h2k2
e dla czastki w prézni znamy relacje dyspersji:Ex = %55

® zwigzek rozwigzania z danym k a pozostatymi pasmami



czgstka w prozni

® Kmax = %, Wk(X) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = ux(x)
exp(i(K + 2Kmax)R) = exp(ikR), dla 2kpax R = 27

® poréwnanie: warunki periodyczne bez potencjatu

dla czastki w prozni wiemy exp(+iKx), z ELx = EK® oraz pLK = £hK

2m

natomiast +hk nie jest pedem. +hk kwazipedem lub pedem krystalicznym

kwaziped: k + G oraz k sg réwnowazne, gdy G wektor sieci odwrotnej

w jednym wymiarze G = n2%



czgstka w prozni

® Wy (x) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = uk(x)

® dla czastki w prézni wiemy exp(£iKx),z Exx = z—’;f

® +hK to ped, natomiast +=hK to kwaziped

® naktadamy na préznie warunek periodycznosci — |

® ponizej funkcje Uk z diagonalizacji dla 3 najnizszych pasm dla k = Kmax/2 = 7 /(4R), w ramach
jednej "komérki elementarnej” - przyjetej bez zwiazku z potencjatem, ktéry jest 0 wszedzie

® na rysunkach: czesci rzeczywiste Uk (X) (z diagonalizacji, krzywe pt "Bloch” na rysunkach) oraz

czg$¢ rzeczywista fali ptaskiej uk (0) exp(iKix), przy czym K = + Z'SQE L dla pierwszego (lewy),

drugiego (Srodkowy) i trzeciego (prawy) pasma (diagonalizacja produkuje stany wlasne o
niekontrolowalnym czynniku fazowym).

® wstawione do réwnania k = 7 /(4R), ma wptyw wylacznie na forme periodycznych warunkéw
brzegowych dla U, nie na sens calego rozwiazania W.

® zwiazki: Ky = k, Ko = (k — G), Ks = k + G, gdzie G = %’



czgstka w prozni

® Wi(x) = exp(ikx)uk(x), gdzie ux(x + R) = uk(x)
® Wi (x) = exp(iKx)
® ped K i kwaziped k

o
* zwigzki: K1 = k, Kz = (k — G), K3 = k + G, gdzie G = 2%

® K dla czastki w prézni decyduije o kierunku ruchu, k - nie

® kierunek ruchu elektrondw, zgodny ze znakiem, predko$¢ pasmowa v = %Vk E(k)



funkcje Blocha i Wanniera

Bloch functions Wannier functions

Vi) Wolx)
] ® funkcje Blocha (zdelokalizowane) i Wanniera
(zlokalizowane na jonie)

wiefd L ® Wanniera - zblizone do orbitali atomowych

‘}LW _._TP— ® Bloch Wy = exp(ik - r)uk(r)
e Wannier: Wg(r) = - Do exp(—ik - R)wi(r)
i

(WR(N|Vr(F)) = drp
®  Marzari et al. Rev. Mod. Phys. 84 (2011)




metoda ciasnego wigzania

® rozwigzania réwnania Schroedingera w bazie orbitali
atomowych (LCAO) [funkcji Wanniera]

® stany wtasne krysztatu:
2
(~EV2+ UM —E)w(r) =0
Bloc:k:(xlr;c(mns War::::funchens ° U(r) _ Zn V(r _ Rn) Jest Suma potenc]ak’)w
atomowych (+ zaleznie od przyblizenia elementéw
oddziatywania elektron-elektron)

e " ® chcemy znalez¢ W w bazie orbitali atomowych

‘}LW *_T}X— [funkcji Wanniera] W = >~ GmaWE(r — Rn),

® tutaj dodatkowo - m numeruje orbitale atomowe

Vi) waolX)
Tf&' ® po wstawieniu W do réwnania Schroedingera i
° RN wyrzutowaniu na orbitale atomowe (funkcje
® Marzari et al. Rev. Mod. Phys. Wanniera) dOStajemy

* HV =EV
® elementy macierzowe Hpmn,mnw =
EmSm,m On,w + (VR (r — Rn)|HIWF (r — Rn)) =

EmOm,m On,n + tm,mm e




funkcje Blocha i Wanniera

® dwie podsieci trojkatne
(A,B) - ewentualnie sie¢
tréjkatna z bazg

® W okolicach punktu
neutralno$ci tadunkowej
na powierzchni Fermiego
- orbitale p; (tylko 1 orbital
na jon sieci, nizsze stany
tworzg silniejsze wigzania
i nie podlegajg zmianom).




metoda ciasnego wigzania dla grafenu

Bloch functions Wannier functions

) wilx)

) )

?

Fiey

o (EVEHUM -E)w(n =0
©w=3, ok, (1)

® zatozenia metody ciasnego wigzania (p,|pm) = dmn (jak dla funkcji Wanniera)

® (pn|Helpm) = Epzdlam=n

® (pn|Hc|pm) = tmn dla jondw, ktérych funkcje sie przekrywaja

® w najprostszym przyblizeniu t,, = t dla najblizszych sgsiadéw i 0 dla kolejnych.
® dla orbitali p, t jest izotropowe. Ep; = 0 (wyb6r poziomu odniesienia)



metoda ciasnego wigzania

obond = bond

\ ® komdrka elementarna
grafenu sktada sig z
dwdch atoméw A, B

Wi (r) = exp(ik - F)UL(F)
j=AB

R = ma; + nay
Ug(r+R) = u(r)

* US(r+R) = ug(r)




metoda ciasnego wigzania

® komérka elementarna
grafenu skiada sie z
dwéch atomoéw A, B

Wi (1) = exp(ik - F)ul(r)
j=AB
R = mas + npaz
A _ A
U (r+R) = y(r)
* ud(r+R) = uf(r)

o HWE = twA 4w 4wt

o HWE — twA 4+ twA exp(ik - ay) + tWA exp(ik - ap)

o HVA = twB 4 B 4 "

o HUA = twB 4 w8 exp(—ik - ap) + W5 exp(—ik - ay)



metoda ciasnego wigzania

o HWE — twA 4 1WA exp(ik - ay) + tWA exp(ik - ap)
o HWA = twB 4 tWB exp(—ik - ap) + tWB exp(—ik - a1)
e t=_-27eV,a; = a(\/§, %)

a, = a (\/5 —%), a=0.246 nm

wA 0 1(1 + exp(—ikay ) + exp(—ikap)) wA _ wA
’ H( v )7( (1 + explikar) + explikas ) 0 ’ )( ve ) E( v

® wpasmach: WA = +W5 - pseudospin

® wpunktach K, K’ - liniowa relacja dyspersji -
fermiony Diraca

®  grafen - poimetal, na rysunku po lewej widaé
szesciokatna strefe Brillouina

k1(Pi/a)

K2(Pifa) .



periodyczne warunki brzegowe

® W poprzednim przyktadzie: zaktadamy k liczymy E
® mozliwe podejscie odwrotne: zaktadamy E, liczymy k

()

* B i (praca mgr) za M.

physica status solidi (b), 245, 623 (2008)

® forma macierzowa

0 0 0 o :
1 Yy, 2
° HY = Bu—2 Hu—1 Bu—1 0 0 Yy
= v
0 Byi H, Bf o0 Wy

® H, - macierz Hamiltonianu wewnatrz jednego komorki elementarnej
® B,_; macierz Hamiltonianu tgczaca komérke u — 1 z u



periodyczne warunki brzegowe

>
(a) o Bl
Fr2s. el
sesessess .
=t =2
! B
E =0 H
(b) | | m
AW
o >
AN LN A
(]
0 0 0 0 .
T Y, o
s Bu-z Huo-r By, 0 0 Yy g
Yy
0 Bu—1 Hu BI 0 \|Ju+1

¢ dla uktadu periodycznego mozna opusci¢ indeks komérki u - bo wszystkie komérki sa
identyczne, potencjat powtarzalny, wigzania miedzy komérkami podobne



periodyczne warunki brzegowe

H H
T o wi

(b) wf 1
S (- ! e 1
°

0 0 0 o0 :
i Yy 2

H B v,
o HY = B 0 0 ‘; 1
u
0 B H Bf o0 Wy

® H - trojprzekatniowa jak poprzednio
® B - tylko jeden niezerowy element — ktéry ?



periodyczne warunki brzegowe

(b) |
[ )
0 0 0 0 :
+ Wy 2
o 3w - B H B 0 o0 wu“f‘
u
0 B H Bf o (I

® H - trojprzekatniowa jak poprzednio, wymiar 18 x 18

°* B= —%61,13 - sgsiad z lewej punktu 1. uzupetnia tréjpasmowo$¢ macierzy ‘H



periodyczne warunki brzegowe

e forma tw. Blocha
SV, =x, V=X,V = )‘ZX
® )\ = exp(ikx)

Vy_»

Y = B H Bf 0 0 W,y
vy
0 B H Bf o (I

® H - trojprzekatniowa jak poprzednio, wymiar 18 x 18

°* B= —%61,13 - sgsiad z lewej punktu 1



periodyczne warunki brzegowe

® forma tw. Blocha
SV, g =x,Vy=Ax, Wy = )\ZX
® X\ = exp(ikx)

Vy_2

:
o — B H B 0 0 w‘ﬁ,1
u
0 B H Bf o .

* HY =EV

® dla u-tej komorki elementarne;:
® By + AHyx + A?Bfx = El\y
® _Bx+A(El—H)x—XBfx=0



periodyczne warunki brzegowe

W,y =, Vy=Ax, Uy = Ny

e By +AElI-H)y—X\Bfy=0

® na wejsciu: macierze, E (jak w problemach z ciggte;j
czesci widma)

® niewiadome: x, A - jak to rozwigzgc?



periodyczne warunki brzegowe

VWV, 1 =x, V=, VYV, = )\ZX

e “By+A(El—H)x - 2Biy =0
°*(1)n=2Ax

o (2) —Bx + (E1 - H) — ABly = 0



periodyczne warunki brzegowe

® _Bx+A(El—H)x —ABfx =0
* (n=2xx
® (2) —Bx + (El —H)n — ABTp =0

° 0 1 X\ 1 0 X
—-B ElI—H n o Bf n
to jest tzw. uogdlniony problem wtasny (standardowy, w bilbiotekach numerycznych)

® Av = ASv
warto$ci wiasne moga by¢ zespolone, bo macierze A,S nie sg hermitowskie

tyle rozwigzan wtasnych jak i rozmiar macierzy, tj. 2n
tylko nie ktére z nich majg akceptowalng forme (skorczong w catym uktadzie)

dla kazdej energii E szukamy takich warto$ci wtasnych ktére maja forme A = exp(ikR), z

tego liczmy k = ";R* , k rzeczywiste gdy |\| = 1 — rozwigzanie jest akceptowalne




0% ate) 2o e )] (5 )-(

® X\ = exp(ikR), |\| = 1, z tego liczmy k = o>

_—

o)

“omevdat  +
“1mev.dat*

N

1 05

o
[ ] [k/kmax]

05 1

® dla pewnych wartosci E nie znajdujemy rozwigzan w formie Blocha



ostatni przyktad, wigksza komérka elementarna: nanowstega

acc

A. Mrenca, K. Kolasinski, B.
Szafran, Phys. Rev. B 90, 035314 (2014)

komérka elementarna - tutaj ztozona z 10 atoméw
twierdzenie Blocha Wy (x) = exp(ikx)pk(X), gdzie ¢x(x + AX) = ¢k(X)
poszukamy rozwigzania w formie W,"" = exp(ikuAx)gy



periodyczne warunki brzegowe

@ .. FEHHEHHETA...
T
By By ® forma tw. Blocha
o) ) . SV =x,Vu=Ax, V= )\2X
......... ] o ) = explikx)
0 0 0 0 :
Wy 2
HY = B H Bf 0 0 v, 4
vy,
0 B H Bf o W,



®k(X)
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® twierdzenie Blocha Wi (x) = exp(ikx)pk(x), gdzie ¢x(x + AX)



aco

® B,; = B4 = t, pozostate elementy - zerowe

® ponizej E(k) po lewej dla metalicznej wstegi fotelowej (armchair) n = 5 atoméw w
poprzek i pétprzewodnikowej n = 15 atoméw w poprzek. Brak przerwy jesli (n + 1) jest
wielokrotnoécia 3.
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