Rownania rozniczkowe: poza metod¢ roznic skonczonych
- rozwigzania w bazie funkcyjnej

Plan:

metoda kolokacji

metoda najmniejszych kwadratow
metoda Galerkina

formalizm reszt wazonych do metody elementow
skonczonych

metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza



Przyktad: ;2. u(-1)=0
@ = — Sin(ﬂ'.’l’f) u(1)=0

analityczne: ’u,(a:) — SiIl(?T.CE) ]

metoda rdznic skonczonych:

d*u_u(x +dr) +u(r — dr) — 2u(w)

~

dr? da?

\

uktad rownan algebraicznych na u(x, )

A

Y O O O znajdujemy wartosci u(x) w wybranych

O O punktach




dQ’U, d*u _u(x +dr) + ur — dr) — 2u(x)

@ - = SiIl(’/TCE ) da? da?
) ) , metoda roznic skonczonych
uktad rownan algebraicznych na u(x,)
A
Y O O O znajdujemy wartosci u(x) w wybranych
O O punktach
>
X

Gloéwna (jedyna) zaleta MRS: prosta dyskretyzacja rGwnan.
Wady: nielatwe lokalne zaggszczanie siatki (drobne, lecz wazne) szczegoty
: nietatwy opis objetosci o konturze odbiegajacym od prostokatnego
: duze zuzycie pamigci (istotne ograniczenie doktadnosci w trzech (i wigcej) wymiarach)

wyobrazmy sobie, ze rozwigzanie jest szybkozmienne
powiedzmy, ze bliskie sin(6mx)

| sin(67x) opisany
na 20 punktach - Z
| doktadnos¢ ® uzy¢ bazy funkcyjnej i
sin(6mx) wlaczy¢ do bazy funkcyjnej
w ktorej poszukujemy rozwiazania...

i\



http://www.abhivyakti-hindi.org/phulwari/jaankari/avishkar/images/bulb.jpg

motywacja do pracy z baza funkcyjna cd.

wyobrazmy sobie, ze mamy siatke
ztozona z dwoch punktow

w metodzie roznic skonczonych
znamy tylko warto$ci rozwigzania
w weztach ...

baza zlozona z dwoch funkeji gaussowskich
opisuje rozwiazanie rowniez mi¢dzy weztami siatki

... a parametrami bazy (funkcji gaussowskich)
mozna dodatkowo manipulowac

... znacznie wigcej informacji zawartej w bazie
... wyniki rachunku zbiegaja do doktadnych
szybciej w funkeji liczby elementéw bazowych
niz w funkcji oczek siatki (szczeg6lnie >1D)

wyobrazmy sobie, ze jako funkcji bazowych uzyjemy funke;ji sin(nx)
- rozwigzanie w takiej bazie da nam automatycznie dyskretna transformat¢ Fouriera rozwigzania

podobnie — informacje uzyteczne uzyskamy, jesli funkcje bazowe maja okreslong interpretacje




d’u . u(-1)=0
Przyktaded.:  ——5 = — sin(7z) a(1)=0

poszukujemy rozwiazania w bazie funkcyjne;j

! N
u(x) ~v(r) = Z ¢; fi(x) funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
— I NS przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan

optymalnego rozwiazania do wektorowej przestrzeni liniowej,
ktora baza rozpina

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspolczynniki c,



u(-1)=0
u(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

! N
u( :L) ~ ’U( :L“) — Z c; fi ( I) funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie

) - przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwiazanie znaczy optymalne wspotczynniki c;

btad rozwiazania przyblizonego v(x):



u(-1)=0
u(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

! N

u(r) ~v(r) = Z ¢ fi(x)

. —
1=1

\

funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan

optymalnego rozwigzania

optymalne rozwiazanie znaczy optymalne wspotczynniki c;

btad rozwiazania przyblizonego v(x):

blad, reszta, residuum

jeshi u=v, E=0

» tak dobieramy c, aby E byt ,,maty”

Wybor kryterium matosci generuje wiele metod.
Na laboratorium ¢wiczymy 3 :
kolokacji, naymniejszych kwadratéw, Galerkina



d* —
Sl sin(mx) u(-1)=0
dx? u(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

g N

w(x) ~v(r) = ZC@f@(I) . . L
— - funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
= przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwiazanie znaczy optymalne wspotczynniki c;

btad rozwiazania przyblizonego v(x): o
jesh u=v, E=0

d2’U X _» tak dobieramy c; aby E byt ,,maly”
k (',17 ) — dr2 + sm('m: ) Wybor kryterium generuje wiele metod.
L Na laboratorium ¢wiczymy 3 metody:

kolokacji, naymniejszych kwadratéw, Galerkina

dlaczego nie wprowadzi¢ metod w oparciu o bardziej naturalny wybor E=u-v ?
... bo u w praktycznych zastosowaniach jest nieznane
problem minimalizacji ||u-v|| gdy u znane, to problem aproksymac;i




wybierzmy baze fi(x)=(x+1)(x-1)x"!

N
vo(z) =) afilz)
1=1
Kazda z funkcji bazowych spetnia warunki brzegowe.

niech w bazie beda N =3 funkcje [i=1,2,3]
E(x) = 2¢; + 6w + 12c32° — 2¢ + sin(ma)

(nawet jesli rozwiazanie analityczne nie istnieje —
Znamy E w formie analitycznej jesli tylko niejednorodnos¢
rOwnania dana jest wzorem)

d?u

@ = — Sin(ﬂ'ﬂf)
u(-1)=0
u(1)=0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0



wybierzmy baze fi(x)=(x+1)(x-1)x"!

v(z) = Z ¢ fi(z)

Kazda z funkcji bazowych spetnia warunki brzegowe.

niech w bazie beda N =3 funkcje [i=1,2,3]
E(x) = 2¢1 + 6cw + 12c32” — 2¢3 + sin(7w)

(nawet jesli rozwiazanie analityczne nie istnieje —
Znamy E w formie analitycznej jesli tylko niejednorodnos¢
rOwnania dana jest wzorem)

metoda kolokacji: niech btad £ znika w N punktach
przestrzeni (niech funkcja v spetnia doktadnie
roOwnanie rézniczkowe w N wybranych punktach)

N punktow x;
wektor ¢ dany przez warunek E(x,)=0

E(x;)=0 — uktad N rownan na N niewiadomych

d?u

@ = — Sin(ﬂ'ﬂf)
u(-1)=0
u(1)=0

1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0



E(x;)=0 — uktad N réwnar na N niewiadomych metoda kolokacji

E(x) = 2¢; + 6w + 12c32° — 2¢ + sin(ma)
: 2¢,-2¢570
: 2¢,13c,te; 150
: 2¢,-4.5 ¢, 74.75¢5-sqrt(2)/2=0

fRaue @@

....................



E(x;)=0 — uktad N réwnar na N niewiadomych metoda kolokacji

E(x) = 2¢1 + 600 + 12052° — 204 + sin(7x)
X,= : 2¢,-2¢570
x,=1/2 : 2¢,+3c,tc;+1=0
x;=-3/4 : 2¢,-4.5 c,74.75¢5-sqrt(2)/2=0

"-.‘_\\ /’ | "'.IIIIII ki o5 o n;s i
-] u-doktadne

fRaue @@




E(x;)=0 — uktad N réwnar na N niewiadomych metoda kolokacji

E(x) =2c1 + 6o + 12¢52% — 204 + sin(7x)
X,= : 2¢,-2¢4=0
X,=1/2 : 2¢;+3c,tc;+1=0
X;=-3/4 : 2¢-4.5 c,+4.75¢c5-sqrt(2)/2=0

\\ //_f-' ) II"-,IIII * o / o 0;5 i
. ¥ A \/ u-doktadne

Uwaga: E(x )=0 NIE znaczy v(x,)=u(x,) bo btad to nie jest odchylenie od wartosci
dokfadnej. W naszym réwnaniu E(x )=0 znaczy: v''(x,)=u’'(x )



E(x) =2c1 + 6o + 12c32° — 2¢3 + sin(7)

Jako$¢ rozwiazania :
zalezy od wyboru punktow kolokacji

x,=0 . 2¢,-2¢,=0 L

I b3 c,=c;=0
X,=1/2 1 2¢+3c,te+1=0 —* c=-1/3
X;=-1/2 : 2¢-3¢,+c;-1=0

[symetria odrzuca parzyste elementy bazowe]

metoda kolokacji

1.2 L | L | L | L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

"1 / doktadne

wybierzmy baze f;(x)=(x+1)(x-1)x"

lepiej niz poprzednio, mimo ze

tylko jedna funkcja bazowa pracuje



E(x) = 2¢1 + 6cox + 12¢32% — 2¢4 + sin(7x)

poprzedni wybor: metoda kolokacji

\\ jedna funkcja bazowa
 f, oraz punkt kolokacji 2
[symetria gwarantuje
rowniez znikanie bltedu E
w01-1/2]

dwie funkcje bazowe: f, oraz f,,
punkty: 2 oraz ¥4

[symetria gwarantuje rowniez
znikanie btedu £ w: 0, -1/2 , -3/4]

1 .
-1 05 0;
/\ oos]
ans
T e o o d /
\ ) \ = / 0.1
\/%
4 aa

3 funkcje bazowe: f, oraz f, f,
punkty 2, ¥4 oraz 1/3




problem z metoda kolokacji: jesli nawet E znika w wybranych punktach
E(x) moze znacznie od zera odbiega¢ w pozostatlych

j\;:"
— | v(z) = Z ¢i fi(x)
: i=1

\ pomyst: optymalne niech bedzie rozwiazanie v
\ | dla ktorego przecietne E? jest minimalne
\ / \\
| \ 1

LN F = E*(x)dx

\,\ |
A I \ )
\/ \\.. —1

\ min F(c,c,,...,cy)

oo men \ metoda najmniejszych
kwadratow
1) odpada wybor punktow kolokacji OF
2) pojawia sie koniecznos¢ catkowania — =)
[ kolokacja jest jedyna metoda, w ktore;j oc j znowu uktad
catkowac nie trzeba, co okazuje si¢ zaleta rownan liniowych

gdy problem jest wiclowymiarowy 1 gdy funkcje bazowe
1 niejednorodnos$¢ sa w caltkowaniu trudne
[np. — baza trygonometryczna]



metoda najmniejszych

wybierzmy baze f(x)=(x+1)(x-1)x"! kwadratow
N
() =) cifi()
1=1

kazda z funkcji bazowych speinia warunki brzegowe.
niech w bazie beda N=3 funkcje [i=1,2,3]
E(z) =2c¢1 + 61 + 126522 — 204 + sin(7z)

F = /l E?(z)dx

1

140/’ n+80clc3n+120c2+168c3 n+120c2° n+ 5w
5 it

b=



metoda najmniejszych kwadratow

o] 40cl°n+80clc3n+120c2+ 168 c3 1+ 120c2°n+ 5™
5 m

rl:=diff(F,cl);

1 80c/im+80c3m
rl =—
5 o
r2:=diff (F,c2);
1 120+ 240 c2 =
¥l = —
5 T
r3:=diff (F,c3);
1 336 c3n+80cim
r3:=—

5 T
solve({rl,xr2,xr3},{cl,c2,c3});

11
{c3=0,c2=——"—,
2T

cl=01}

odrzucone funkcje bazowe o ztej symetrii



dwie funkcje bazowe: 1, oraz f,

, punkty %2 oraz % .-'
[symetria gwarantuje rowniez 0, -1/2 , -3/4] .
.°. min [
kolokacja ..'. metoda najmniejszych kwadratow przy tej samej bazie
o min [] okazuja si¢ lepsze

. od kolokacji w sensie przecigtnej wartosci |u-v|



Metoda reszt wazonych

N
v(r) = cifi(x)
v :
E(r) = ——; + sin(mx)
dx
aby wyznaczy¢ N wartosci ¢, wybieramy
1 N liniowo niezaleznych funkcji
<« »
R; = E(x)w;:(z)dx wagowych w;,
J 1 ( ) ]( ) 1 zadamy znikania catki btedu z funkcjami

wagowymi w;,

Jeden z mozliwych wyborow funkcji wagowych: daje
metod¢ Galerkina: w=f; (wagi tozsame z funkcjami bazowymi)

E(x) = 2¢1 + 6cox + 12c32° — 23 + sin(7x)

Ji)=(x+D(x-1)x"!

Rj = uklad rOwnan na ¢



% baza 2 funkcji f,f,

. poréwnanie metod min []
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problem i1stnienia jednoznacznego rozwiazania dla kolokacji

metoda kolokacji: wybieramy N punktow x, , uktad rownan na c¢;: E(x,)=0

."T\'I

Lv(x,)=g(x,) u(w) = v(x) = Z i fi(x)
zalozmy, ze L ~liniowy
ZL}‘? vp)e; = g(ry) —>  Ac=g
Ay =L fi(xy)

—Lf] (x,) Lf5(x,) Lf3(x])_ Aby istniato jednoznaczne rozwiazanie
Lf,(x5) Lf,(x,) Lf;(x,) | URL, w kazdym z wybranych punktow x;.
Lf;(x ) Lf,(x ) Lf3 (X )+ wartosci funkcji (wiersze) Lf(x,)

—I™>~musza by¢ liniowo niezalezne

funkcje f. s liniowo niezalezne [w przeciwnym razie nie tworza bazy].
czy mamy gwarancjg, ze rowniez funkcje Lf; - sa niezalezne liniowo?



f=xi[i=0,12,..]

u”’(x)=-p(x) [L = druga pochodna], wtedy Lf,=Lf,=0 (z tak
wybrang baza kolokacja zawiedzie niezaleznie od wyboru
punktow bo zbior funkcji Lf nie jest bazg (mimo, ze f— jest).

Czy jest to problem?

1) (ax+b)zawsze mozna doda¢ do rozwigzania
2) funkcje (ax+b) nie sa potrzebne w bazie



przerabiany przykiad:

u(-1)=0

baza f(x)=(x+1)(x-1)x"! —— = —sin(nx) u(1)=0

(wielomiany réznych stopni)

/i

Lf jest bazq



Jesh Lf,— uktad funkcji liniowo niezaleznych:
na pewno istnieje taki wybor punktow kolokacji, ze problem
(uktad rownan na c¢) ma jednoznaczne rozwigzanie

nie jest jednak tak, ze kazdy wybor punktow prowadzi do niezaleznosci wartosci
funkcji w wybranych punktach,
mozliwe problemy:

baza funkcji parzystych, symetrycznie wzgledem zera
wybrane punkty

ogolnie baza funkcji, ktore przyjmuja ta sama wartos¢
w dwoch roznych punktach [staba baza]

[jesli punkty kolokacji wybrane zostaly mato szczesliwie — dowiemy
si¢ 0 tym na podstawie wyznacznika macierzy URL — bedzie bliski
zera]



metoda najmniejszych kwadratow, problem istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania

N
E-Lvtgld o)=Y i)
F = /] Eg(x)da: minimalne
_ Lv(x) = Z ciLfi(x)

1 2
F = /ld:r: (Z ciLfi(v) — 9(-??))

/(ZZ“LJ‘ v)Lfi(x) + g(x Z(L;‘ )

iloczyn skalarny w przestrzeni rzeczywistych
funkcji catkowalnych z kwadratem

F = ZZ ¢;(Lfi, Lf;) + g,g)—2Zci<g,Lfi>

1
oznaczenie | a.b) = / ff;.l'r.'[ ,5']?1{ T
-1



iloczyn skalarny

Iloczyn skalarny (u,v) : parze wektorow (funkcji) przyporzadkowuje
liczbe zespolona, taka ze

1) (u,v)=(v,u)” [przemienny ze sprzezeniem]

2) (u,bv)=b(u,v) [linlowy wzgledem mnozenia przez skalar]

3)  (u,v+w)=(u,v)+(u,w) [liniowy wzgledem dodawania wektorow]|

4) (u,u)>0 [rownosc tylko gdy u=0] dodatnio okreslony]

np. dla funkcji catkowalnych z kwadratem w V

(0.0) = [ w(@)olayde

dwie funkcje u oraz v sg ortogonalne o ile (u,v)=0



F = ZZ ¢j(Lfis Lfj) +(9,9) =2 el L)

OF

8ck_0 - ch (L Lf) = (9. LJ¥)

h, :=Lf,

problem posiada jednoznaczne rozwigzanie jesli macierz H,, utworzona
z 1lloczynow skalarnych (4, 4)) jest macierza nieosobliwg

powinnismy wybrac f, tak, aby zbior s, tworzyt bazg,

czy niezalezno$¢ lintowa funkcji 4, wystarcza aby problem posiadat jednoznaczne rozwiazanie?
[watpliwos¢ stad, ze 1loczyn skalarny dwoch roznych par funkcji moze by¢ identyczny]



Zalozmy, ze mamy duzo szczescia i

h, :=L tworza baze¢ ortogonalna [np. L=d?/dx’, f,=sin(kx)]
k k k
tzn. (hi,h)=N, 9y

wtedy:

> ei(Lfi, Lf;) = (g, L)

J

macierz (h,,h,) — diagonalna 1 z koniecznosci nieosobliwa
[osobliwa bylaby tylko w sytuacji, gdy jedna z funkcji h, byla
tozsamosciowo rowna zeru, lecz wtedy zbior h, nie tworzylby bazy



zazwycza] baza h, nie jest ortogonalna,

baz¢ mozna jednak zortogonalizowac

(stworzy¢ nowy zbior funkcji ortogonalnych u, )
(ortonormalizacja Grama-Schmidta):

up = hl/(hl, ]’2,1)1/2

U9 — hQ — (]'ZQ? "U,.-l)"l,lq

(uo,ur) = (hoour) — (ho,uy)(uy, uy)

itd..
n—1
Up — hn — E (hn, ui)ui
1=1

’U»ﬂ- = "U;n / (';l.l.-.ng {an)l / 2



Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Przedziat [-1,1].

Mamy zbior niezaleznych liniowo funkcji h,=1, h,=x, h,=x? h;=x’, ...

ktore nie sa ortogonalne [iloczyn skalarny okreslony z funkcja wagowa w(x)].
Chcemy skonstruowac baz¢ wielomiandw ortogonalnych.

funkcje bazowe dla tego przedziatu, z waga w(x)=1 sa to wielomiany Legendre’a.

1 Fixy 4

uy=1 2 oo
¥ii )
-._ / *s:\ /
Jakie a aby (u,u,)=0 ?: odp.: a=0 -1 "-,_E >, 'ﬁ”f N I/
S, --f"ﬂ : H“w.. _.a“":

u] =X i v =i, % Pt} th,} Fdxh

u,=x’>+bx+c ! J

(U uy)= 2/3+2c=0

(uu,)=0 — b=0

u,=(x?-1/3) W literaturze wielomiany Legendre’a normalizowane tak

aby P, (1)=1: 1,x,3/2 (x2-1/3)
Itd.



ortonormalizacja GS:

z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)

przestrzen rozpi¢ta przez obydwie bazy jest identyczna

[przy pomocy 1,x,x> mozna wygenerowaé przestrzen wielomiandéw 2 stopnia
tak samo dobrze jak przy pomocy L,,L,,L,

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastyczna]



ortonormalizacja GS:

z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)

przestrzen rozpi¢ta przez obydwie bazy jest identyczna

[przy pomocy 1,x,x> mozna wygenerowaé przestrzen wielomiandéw 2 stopnia
tak samo dobrze jak przy pomocy L,,L,,L,

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastyczna]

F = /l E*(x)dx E(x)=Lv(x)-g(x)

problem znalezienia takiego v aby F — minimalny
ma to samo rozwigzanie dla bazy przed 1 po ortonormalizacji



ortonormalizacja GS:

z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)

przestrzen rozpi¢ta przez obydwie bazy jest identyczna

[przy pomocy 1,x,x> mozna wygenerowaé przestrzen wielomiandéw 2 stopnia
tak samo dobrze jak przy pomocy L,,L,,L,

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastyczna]

E(x)=Lv(x)-g(x)

]
F/ E*(x)dx

problem znalezienia takiego v aby F — minimalny
ma to samo rozwigzanie dla bazy przed 1 po ortonormalizacji

w bazie ortonormalnej problem ma niewatpliwie jednoznaczne rozwiazanie ...

ma wigc je rowniez w kazdej innej bazie skonstruowanej przez kombinacje
liniowe elementow tej bazy.

wniosek: Niezaleznos¢ liniowa zbioru Lf, wystarczy do istnienia jednoznacznego
rozwigzania optymalnego w sensie najmniejszej catki z kwadratu bledu.



Metoda Galerkina

problem rozniczkowy: Au=f (silna forma réwnania)
) E=Au-f
2) y= Z c;P;
j=1

3) / d,L(I)k(QU X

Zﬁ (P, AD;) — (Py, f) = 0 (forma staba)
J

A C = F uktad réwnan na ¢



metoda Galerkina: residuum a przestrzen wektorowa
rozpigta przez wektory wybranej bazy

Au=f

zamiast wprowadza¢ btad E, mozna po prostu wstawi¢ rozwinigcie do oryginalnego
rOwnania

n

"H_.-(;"I';') — Z ('-f-,i'?'-’-i.(fff)

1=1
a potem wyrzutowac lewa 1 prawg strong na j-ty element bazowy

chcemy znalez¢ taki element przestrzeni zeby: (A u, Vj) — 0?‘//)

staba forma rownania

btad E=Au-f: ortogonalny do kazdego wektora bazowego

(E,v)=0

blqd (residuum) znajduje sie poza przestrzeniq generowanq przez wybranq baze



ilustracja: u, to rozwiazanie doktadne (przekatna szeScianu),
u to rozwiazanie przyblizone
R tutaj to u,-u

od (a) do (¢) dodajemy elementy bazowe ¢/,92,¢3.

(a) (b) A, ©

metoda Galerkina rzutuje rozwiazanie doktadne na wektory wybranej bazy

btad metody: residuum — jest ortogonalne do podprzestrzeni wyznaczonej
przez wektory bazy

metoda Galerkina jest zbiezna: gdy baza obejmie calg przestrzen — nie
ma miejsca na residuum




Przyktad: z laboratorium

d2—u o ( ) u('l):O
dr2 — — ST u(1)=0 Dirichleta
| | L.
analityczne: u(g;) = — SlIl(?T.’L’)
T

baza spelniajaca Dirichleta

v = (z+1)(z — 12"

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0



Galerkin

baza spelniajaca warunki Dirichleta

SY=F v = (z+ 1)(z — 1)xi—1

10 -05 00 05 1.0

catkowanie przez czesci

z warunkow
brzegowych

dla 1 oraz j tej samej parzystosci

(+DG+D) == (+HG-H+E-1)G+1)
i+ +1 i+j—3 i+ j—1




prawa strona:

I(k) = —f desin(rz)z® (1) = _g

1 0

2 k(k—1) . . .

(k) = == = 251k~ 2) F(j)=1(j+1) = 1(j = 1)
dla j nieparzystych
rozwigzanie btad ¢ (nie residuum tylko roznica
o doktadne — Galerkina):
| n=2 .

o N=4

4 n _6 0.01 —
0.00 —| i
0.00
0.10 — 001 —| v
002 ; ; ;
00 0.50

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00




ortogonalnos¢ residuum do wektorow bazowych: na laboratorium residuun oznaczane bylo przez E:

E(w)="Lv—f

9
d-v .
E(r) = — + sin(7x)
dx?
zgodnie z nasza wiedza: ma by¢ (E,v,)=0
E ortogonalne do elementow bazy
z 1=1,3 oraz 5 — bo te sg funkcjami parzystymi

ortogonalnos¢ £ do v,:
tyle iloczynu Ev, pod osia x " .- elementy bazy:

0.02 —

1le nad

N e

0.00

|

-0.40 —

-0.01 —

7 -0.80 —

-0.02 — E*V2

-1.20
\ \ \ \

-0.03 T ‘ ’ T I T ] -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



Metoda Galerkina - rownowazna metodzie wariacyjnej,
(gdy ta stosowalna)

metoda wariacyjna (Reyleigha-Ritza)

Na jednym z poprzednich wyktadow pokazalismy, ze

Vip=—p «— S = min

S = | / (§(Vo) /)(,)) dv

S —uzywalis$my jako parametr zbieznosci
metod iteracyjnego rozwigzywania rownania Poissona

Warunek minimum funkcjonatlu + baza funkcyjna = metoda wariacyjna RR



Wariacyjne sformulowanie rownania réozniczkowego

r.réozniczkowe na rzeczywista funkcje u:
Au=fw 2, z jednorodnym warunkiem brzegowym u=0na 7,
A liniowy, dodatnio okreslony, samosprze¢zony operator rézniczkowy:

liniowy A(f,+f,)=Af,+Af,

dodatnio okreslony / wAu >0
Q2

samosprzgzony U A’U _ v A’l I
Q) Q)

wtedy rozwiazanie rownania rozniczkowego Au=f jest takie, ze

' | ,
S(u) = / u (5 Au— f ) minimalne
JQ



Przyktad: A= -d?/dx? jest operatorem liniowym i dodatnio okre§lonym
w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem
1 znikajacych na granicy pudta obliczeniowego [ u(1)=u(0)=0 ]

catkowanie przez czgsci: (fg’)’=t * g’ + fg”’ — - fg”’= —(fg’)y’ + {'g’

1) 4 ’ 2
: d*u da L du
u(———=)dr = — u(x)—| + — | dx
0 0 o \du

d? dx

2y L du dv
— -'z_t.-—Qd;'z: — + ——dx
o du Jo duvdx

T2y du dv
— V=——dv =
o dx®

——dx
dx dx




metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

u(0)=u(1)=0

N 1 d?u
S(U) — / U (__% . ﬂ(:l:)) A 1
0 2 dx? S(u) = / ” (5 Ay — f)
JQ

iloczyn skalarny w przestrzeni rzeczywistych funkcji catkowalnych z kwadratem

(a,b) :/Qa,(;c)b(a/)d;z,

1
S(u) = =(u, Au) — (u. f)
2



metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

Baza: @,®,,@,,...,®, funkcji spetniajacych jednorodny warunek brzegowy

N
U = E Dyl —> poszukujemy c¢; dla ktorych S(u) minimalny w wybranej
i=1 bazie

S (U) — 5(“’:‘ AU) o (7"[’" j )



1 metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

S(u) = E(u, Au) — (u, f)

U = E c; P;| baza funkeji rzeczywistych

lintowos¢ A

— 5(2 C?j(l_)?j? Z (,]A(I)J) — (Z (f,i(l_).éj f)
1 J 1
I S (840 = Fei(d, ) el e
i i
dS(u)

dcy.

1 i 1 . i
5 Z Z ik Ci (P, ADy) + 5 Z Z 0jiCi (s, ADy) — Z Oire(Pi, [) =0
; j - j ;

sumowanie po deltach

— Z (O, AD;) + = Z (P;. ADy) — (Py, f) =0

=0




metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza
przepisane:

1 1 |
S DGR AD) + 5 Y (04, Ady) — (B, f) = 0

J

zmiana indeksu i/

| 1 . |
5 Z Cj ((I)An 44(1)]‘) + 5 Z Cj ((I)j, 44(1),(;_) — ((I);{, f) = 0
T T

J

przemienno$¢ iloczynu skalarnego+samosprzezonos¢ A

> (@ AD;) — (P, f) =0
Ac=F uktad rOwnan na ¢



zastosowanie metody wariacyjnej (wracamy do przerobionego problemu):

d? —
o sin(mx) u(-1)=0
dx? u(l)=0

Ac=F wybierzmy baze @(x)=(x+1)(x-1)x"!

D (D AD)) — (Br. f) =0

y J‘
0 - 0 == 0 ¢ 5
8 \ 88 v 8 . _ l
15 0 = 105 (;) 15 €3 — ~ (,
0 —-% 0 —35 0 C4 40
8 < ' 104 -‘
-2 0 -2 0 WS \e/) U 0

macierz operatora sSamosprz¢zonego
- symetryczna

zera tam, gdzie symetria
si¢ nie zgadza

c,;=C;=Cs=0



105277 - 27

3 n

wynik dla bazy funkcji ®2,04

cl

N
315 21" =21

c4d =

3 T

! /’r::v o
Bk

wynik doktadnie ten sam co w metodzie Galerkina!

Z Cj( P, ADj) — (Pr. f) =0

roOwnanie liniowe, ktore uzyskaliSmy metoda wariacyjna:
identyczne z rownaniem produkowanym przez metod¢ Galerkina

) E=Au-f N

D u=3"d 3
= /daz(l)k(;z:)x



zapis rOwnania na ¢ w metodzie wariacyjnej Reyleigha-Ritza
- identyczny jak w metodzie Galerkina

ale: metoda Galerkina - bardziej og6lna

dziata rowniez dla operatorow, ktore nie sa

samosprze¢zone / liniowe / dodatnio okreslone

to jest -

dla operatorow, dla ktorych funkcjonat osiagajacy minimum
dla rozwiazania rOwnania nie jest znany



Metoda Galerkina to szczegolny przypadek metody reszt wazonych

problem rozniczkowy: Au=f (silna forma réwnania)
) E=Au-f
2) u= Z c; P,
j=1
3)

/ drwyg(w)x | Jeshwed,

mamy Galerkina

Z c; (wi, AD;) — (wy, f) = 0 (forma staba)
J

A C = F uktad réwnan na ¢



Y i (w, AD;) — (wy, f) =0
J

Metoda reszt wazonych: gtowne punkty
(1 réznice migdzy réznymi wariantami metody):

1)  Wybor podprzestrzeni wektorowej (bazy) @,

2) Wybor funkcji wagowych w,

3) ... ktore czesto wybierane sa jako maksymalnie roztaczne przestrzennie
wtedy podziat przestrzeni jest kolejnym problemem



metoda roznic skonczonych dla problemu
poczatkowego w formalizmie reszt wazonych=

dy
— = fty)  yae=0=y,

rozwiazac na t z przedziatu [0,7]

Zadanie: znalez¢ przyblizone rozwigzanie g w (N=+1) chwilach czasowych ¢ =nAz,
n=0,1,...N
UYn = g(tn) krok czasowy At=T/N .

Pochodna szacowana ilorazem centralnym

d_y o Yn+1 — Yn—1
dt 2At

— _ INALT(t reguta punktu posredniego
Yn+1 Yn—1 T f( e yn) [zabiego skokul]



Wyprowadzenie metody roznic skonczonych w formalizmie wazonych residuow.

A) y, okreslone na rownoodlegtych punktach.
Zaktadamy, ze migdzy punktami ¢, rozwigzanie zmienia si¢ liniowo z ¢.

B) =[0,T], 1dyskretyzacja na przedzialy czasowe 7, =[t .t ]

baza ma zapewnia¢ odcinkowo liniowa zmienno$¢ przyblizonego rozwigzania



§(t) = ) cili(t) ”

funkcje bazowe wybieramy

tak, aby kazda rozwinigta w nich 1
funkcja byla ciagta i

odcinkami liniowa.

metoda roznic skonczonych

L) L0 1,0

r
:In’\

f.:: \\\‘

/ |\

[ |\

ﬁ \

/ \

/ \
/|
/ \
/ \
/ \
f \
y 1

0
(0 t <tnh_1
t—tp—1
()= o, riEish
At tn S t S t?’l+l
. 0 tnt1 <t

Widzimy, ze: [, (t,)=0,,

4
T

tn-Z { n-1 tn tn+] tn+2

kazda funkcja bazowa okreslona
na dwoch fragmentach o,



Wyliczy¢ wspdtczynniki rozwiniecia: metoda réznic skonczonych

N N
§ta) = Y cili(ta) = Y cibin = cn = yn
1=0 1=0

Wspolczynniki rozwinigcia ¢; rowne wartosciom weziowym.

Ta sama bazeg stosujemy do prawej strony rOwnania % _ f (1’; y)
N dt ’
fty) =Y filst)
i=0

przepisnay,
N

— > / [Z cili(t) — Zfil?:(t)] w;(t)dt =0

1=0

Potrzebne dookreslenie funkcji wagowych w,.



D) metoda réznic skonczonych

Wagi: rozwiazanie chcemy znac tylko w chwilach ¢, - wagi powinny je wyluskac

/ [Z cili(t) — Z fili (t)] w;(t)dt =0




dystrybucja delta Diraca

N 2 ciag funkeji £, -

n 1 Zero poza nim.

— 3/2
] lim f,(v) =

n—o0

o(x)

granica tego ciagu ,,funkcja”

7 172 (dystrybucja) delta Diraca:
B | wilasnosci:
2.00
i M e o0
‘Jjednostkowy impuls’ 5(x) = 0dlaz #0 / 5(,2,)03/17
oo dlax =0 0

oo

konsekwencja, dla ciaglej funkcji g:: / o(x)g(x)dx

oo

| f.x)=n/2dlax e [-1/n1/n] —> /OO folz)dz =1




/ * S(a)g(a)dz = g(0)

uzasadnienie:

/ | o(x)g(w)de = lim / | fulx)g(x)dx

. 1
. n
lim / fu(x)g(x)de = lim —/ g(x)dx
n— 0o n—oo 2 [ 1°
n m n2 tw. o wartosci
lim — / g(x)dr = lim ——¢g(&)| sredniej, &
n—oc 2 —1 n—oo 21N z przedziatu catkowania

[-1/n, 1/n]

lim g(&) = ¢(0)

n—aod

/ | o(x —a)g(x)de = g(a)

.x.



Inne funkcje dazace do delty Diraca

d(x) = 01_1)1;6 a\/_G‘X) (—a*/a?)
5(x) = Tim —— sin(a/a)
T ) = 11111 —SIH(L a
a—0o0 Tl

300.00 —

200.00 —

100.00 —|

1/8
1/64
1/512

0.00

000000

24

——]




delta Diraca = nachylenie funkcji Heavyside’a

1;dlat >0

0; dla innych ¢

dwa 1 wigcej wymiary

~

5 y) = 6<m)6<y>|




D) metoda réznic skonczonych

Wagi: rozwiazanie chcemy znac tylko w chwilach ¢, - wagi powinny je wyluskac

delta Diraca

Y alit) = fils (t)] w;(t)dt = 0

1=0

w;(t) = 5(t — t;)

> (edlilty) = fili(t)) =0
)3




/ metoda roznic skonczonych
li(t5) =7

[(t) ... nie jest rozniczkowalna w punktach weztowych...

()

e e o




/ metoda roznic skonczonych
li(t5) =7

[(t) nie jest rozniczkowalna w punktach weztowych...

[’ ma nieciagta pochodng ...
A
A
f(x)
()
A
B
> 1 @ e "o
X=a
> N A —~_ B 0 ! . » !
dvf(x)o(x —a) = NP P P TR
J —o0 2

t—tT t—tT
J J

l; (tj) — (ﬁm l; (t) + lim l; (t)) /2 (tzw. gtowna warto$¢ pochodnej)




metoda roznic skonczonych

L(t;) = | lim [;(¢) + lim [;(¢) | /2

t—tT t—t~
j j
(0 t <th-1
t_Z?;t_l tn—l g t S tn
ln(t) — < tn_|_1—t
At tn S t S t'n,-+-]_ 0
. 0 tnt1 <t j

e e o

gloéwna wartos¢ pochodnej ($rednia z lewo 1 prawostronnej pochodnej)

0 ;s p . T e, » !
—5+ n=7-—1
[ (t5) = 01 n#j+xl
AT n=j5+1




metoda roznic skonczonych

In(t;) = 01 n#FjEl — () = AT (On,j+1 — Onj—1)
SAT n=7+1
N
Zc?;l;(tj) — fy
i=0
. N
IAL ZC?: (0i 41 — 0ij—1) = f;
1=0
1 ¢;,7);
Sag (Gl C=1) = [ > i1 =y + 2ALf;

Metoda roznic skonczonych jest przypadkiem szczegdlnym: metody reszt wazonych
dla odcinkowo liniowej bazy 1 funkcji wagowych typu delta Diraca



w stron¢ metody elementow skonczonych

przypomnienie: metoda wazonych reszt

_ Rozwiazanie doktadne (silnej postaci rownania)
Lu f (na Q) — jest ,trudne”.
Bu=g (na d Q) szukamy rozwiazania przyblizonego w bazie funkcji

= Z civi() (rozvaiacz.anie w podprzestrzeni wektorowe;
— rozpigtej przez wektory bazy)

Dziatajac operatorami L 1 B na rozwiazanie przyblizone
dostajemy funkcje resztkowe (rezydualne) zamiast zera:

Lu—f=r zalezy nam, aby reszty r1is byly jak naymniejsze
Bu—g=s
c Wyznaczamy z wazenia reszty. / r (LU)UJ j (J/ ) dr =0

V

e

dla metody Galerkina bierzemy funkcje bazowe jako wagi: w,=v;



Silna forma rownania: N

Lu=f (réwno$¢ funkcji w kazdym punkcie ¢ =) cui()
obszaru calkowania) =1

wazone reszty:

(La— f,w;) = (r,w;) =0

(L'ﬁ.-, 'wj) — (f ”lb’j) staba forma .r(’)wnania,
(rownosc N liczb)



metoda Galerkina: residuum a przestrzen wektorowa
rozpigta przez wektory wybranej bazy

Lu=f

n
u(x) = Z civ; ()
i=1

chcemy znalez¢ taki element przestrzeni zeby: (Lu, U ) = (f, (OF )

staba forma rownania

residuum (btad) r=Lu-f: ortogonalny do kazdego wektora bazowego

(r,v)=0

residuum znajduje sie poza przestrzeniq generowanq przez wybrang baze



ilustracja: ue to rozwiazanie doktadne (przekatna szescianu),
u to rozwiazanie przyblizone
R tutaj to ue-u

od (a) do (¢) dodajemy elementy bazowe ¢/,92,¢3.

(a) (b) A, ©

metoda Galerkina rzutuje rozwiazanie doktadne na wektory bazy

btad metody: residuum — jest ortogonalne do podprzestrzeni wyznaczonej
przez wektory bazy

metoda Galerkina jest zbiezna: gdy baza obejmie calg przestrzen — nie
ma miejsca na residuum




zargon MES: macierz sztywnosci 1 wektor obcigzen

N (b, 0;) = (£, 05)
U= Z Yivi

S

Z LU“UJ (fa Uj)
1=1

S;=(Lv,v)
Fj=(f,vj)
SY=F
N

Stiffness matrix load vector
macierz sztywno$ci wektor obciazen



d?u

e Rl sin(mx)
x

SY=F
baza uzywana poprzednio:

v = (z+1)(z — 12"

rozwigzanie btad ¢ (nie residuum tylko rdéznica
020 doktadne — Galerkina):
- n=2
010 n=4 N
n:

= 6 0.01 —
0.00 — |
0.00

-0.10 — 0.01 —

-0.02 T T T T T T T ]

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



powyzszy przyktad: baza wielomiandéw okreslonych na calym pudle obliczeniowym.
Z wielu powodow jest to zty pomyst.

Wysokie potegi wielomianow niewygodne w uzyciu: catkowanie, efekt Rungego,
powod najwazniejszy:
macierz S bytaby gesta, problem nie do rozwiazania przy duzym N.

SY=F

Galerkin z baza odcinkami wielomianowych funkcji zdefiniowanych w sposob
roztaczny przestrzennie—metoda elementow skonczonych

Metoda elementow skoﬁj((:]zonych: funkcje roztaczne tak, zeby S = rzadka

My ) @)

0 —_— A— » [
-2 n n+ "l

najprostszy wybor funkcji ksztattu(*): baza funkcji odcinkami lintowych
zbieznos¢ dostaniemy w przestrzeni funkcji odcinkami lintowych

(*) trzecie pojecie z zargonu MES



Zobaczymy w dziataniu metode elementow skonczonych,

ale na razie: bez jej charakterystycznych narzedzi:

bez lokalnych macierzy sztywnosci zwiazanych z kazdym elementem
bez ich sktadania do macierzy globalne;

bez mapowania przestrzeni fizycznej do przestrzeni referencyjne;

bedziemy mowili o metodzie z punktu widzenia weztow:
tak najlatwiej wprowadzi¢ metodg, ale dla 2D 1 3D takie podejscie okazuje si¢ niepraktyczne

podejscie zwiazane z elementami zobaczymy pozniej



Element(*), wezty(*), funkcje ksztattu

element K. dtugosci

v, (x ) fcja ksztaltu quly
| | > W kazdym elemencie:
X mamy 2 funkcje,

element X, dlugosci

kazda z innym wezlem zwiazana

hi=xy%,, Rivi = XisrX; funkcje bazowe 1 brzeg

4 ! / .

T—Xj_1 . >~ |

Ti—Ti—1 T € Ky L |
—_ Liy1—T A

vi(r) = K, ~
¢ ( ) < Li41—T4 L E 1+l : ,_/-”// Hx“‘\\x:
\ O X g K 7 U -K 1+1 T ,/LH‘
A
n L
U = 1. — Dla (jednorodnych) warunkoéw Dirichleta
o Yili mamy
1=1

=0

Ypierwsze Y ostatnie




([ -z d*u
Ti—Ti_1 v e K —— = — sin(mx)
vi(r) = ¢ H— v e K, o
v\ Tit1—Ti i+l
\ 0 X g K?; U [(’H—l
[ — r € K
Lj—Tji—1

vi(x) = < R r e Kt
. 0 v ¢ KilJKin

niezerowe tylko dla

S?)] — (L/U?) ; U] ) i=j, i=j-1 oraz i=j+1 [bez przekrywania
catka znika]

| Tit1
AR / davi(z)v;(x)dx
xZ

Li—1
?,—]_ !r;l

Sii = vi(x)vi(x)

_:*'(:) IS

Sy = —(— - B -
" (h-?; | h-z‘+1) f /><\A_




Ti+1

Siitl = — (—

dl”U;( ) z—l—l( )d;’lj‘

‘ c K;
— (Lvi,v;) e eek

( vy 7] niechj =i+l vi(r) = —_TM]_;UE x € Ky
0 Xz g ]{, U [('H—l

Li42
N\ Tid2
()], —/ dav(x)v; ., (x)dx
Ti

ViViig

Li+1 — Xy

1

1i—1 —
’ }L?:

gdy jedna pochodna -1
dodatnia druga ujemna
1 1
X - X (il;'ile

Titl — Xy

<« dhugos¢ elementu o numerze
wigkszym z dwoch indeksow S

— U; ) )

1 1+l 1+2

|

hiti

/'




SY=F

Macierz sztywnosci dla n weziow
1 2 3

4
+ warunek ylzyn:() ! ! ! !
h, h; h,
( 1 0 0 0 0
I _(%f ) 1% (1) 0
| L () Lo
wiersz n- I+ y 0 0 7 —(—+3)
\ 0 0 0 0 0
i1
F=w,f) F; = / vi(x) f(x)de
Tri—1
r; *Ti41 e e
v— L1 . —x+ 1,01 .
F, = / — f(x)dx + / _ T f(x)da
ri_q i — Li-1 r: Lixrl — Uy




SY=F

Macierz sztywnosci dla n weziow
1 2 3 4
+ warunek YIZYn:O || | |
[ I I I

( 1 0 0 0 0 0 \
1 1 1
i —(El—l— E) 1E (1) 0 0
R I I 0
wiersz n- 1+ 0 0 0 e et w
\ 0 .. 0 0 0 0 1
i1
F i:( Vi:ﬁ IS / vi(w) f(x)dx
Tr;—1

=i, T —r i,
F; = / =L f(a)de + / L f(2)da
i : Tiy1 — T

T — T .
po elemencie K, po K.,

dla rownoodlegtych weziéw S jak macierz metody RS (razy h=dx),
ale wektor obciazen F —nie! w MRS mielibySmy F=f(x,) dx




dla f(x) = - sin (mx)

sin(x;7) sin(a;_17) sin(a;417) sin ;)

F, = —— + — _,
z T (w; —wim) Ty —wie) T — ve1) (0 — D)

warunki brzegowe (jednorodne Dirichleta): forma S oraz F',=F, =0

ten URL wyglada prawie jak dla MRS...
zobaczmy wyniki



[ 1 0 0 0 0 Y

1 1 1 1
I —(El+ ) . (3 0 0
g | moo etw) w0 ’
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Uktad rownan z macierza trojprzekatniowa — przypomnienie.
Jak rozwiazac?




Dekompozycja LU mecierzy trojprzekatniowej
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Wynik: rownoodlegte wezly

—— = —sin(7x)
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MES (rownoodlegte wezty) a MRS (wezly w tych samych punktach):

MES dla laplasjanu

bez pochodnej z funkcjami
lintowymi: w weztach
wynik doktadny !!!
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znikanie btedu MES (1D, liniowe f.ksztaltu) w weztach
zachodzi rowniez dla nierdwnomiernego rozktadu weziow:
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przesuwamy wezel 001
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Dla MRS: dla nierbwnomiernej siatki 001
musielibySmy uzywac ]
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[jak widzielismy] nizszej doktadnosci
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Roéownanie Poissona,
funkcje ksztattu liniowe
wynik MES dokladny w we¢ztach

MES: produkuje oszacowanie
wyniku roéwniez migdzy weztami

MRS: tylko w we¢ztach

MRS: warto$ci w weztach,
sq doktadne TYLKO
w granicy Ax—0

dowdd doktadnosci MES w tej wersji - za parg folii






