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Zachowanie ukladow o duiej liczbie stopni swobody
w réwnowadze termicznej ze zbiornikiem ciepla
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kilka informacji o réwnowadze
termodynamicznej i temperaturze —
przyda sie dla réwniez dla symulacji
transportu ciepta (Zrodto: F. Reiff
Mechanika Statystyczna)
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za F. Reiff
Mechanika Statystyczna

otoczenie

—

kontakt termiczny caloséc¢ izolowana = uklad zamkniety

E_=E +E, (zachowana)

E.— niezalezna od czasu
ale
E=E (t)+E,(t) — ukiady wymieniajq energie

wymiana energii = w stanie rownowagi [réwne temperatury zbiornikow]
fluktuacje (usredniajace sie do zera)

= poza rownowagg [rézne temperatury]

ukierunkowany transfer ciepta dla wyréwnania temperatur
(doprowadzenia do rownowagi)



dazenie do rownowagi

za F. Reiff
Mechanika Statystyczna

goracy

N otoczenie
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kontakt termiczny caloséc¢ izolowana = uklad zamkniety

E_=E +E, (zachowana)

przekaz energii miedzy ukladem ,,goragcym” i ,,zimnym”
az do osiagniecia rownowagi
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goracy zimny




réwnowaga: jedna z definicji— stan najbardziej prawdopodobny

Q liczba stanéw mikroskopowych podukladu (stan mikro — potozenia i predkosci czasteczek)

zalozenie: kazdy stan mikroskopowy jest réwnoprawdopodobny
wtedy: pstwo, Ze realizowany dany stan makroskopowy = proporcjonalne do liczby stanéw mikro
odpowiadajacych danemu stanowi makro

P(EU)ZCQ(EU)Q’ (Ec_Eu) l—— pstwo, ze uklad zawiera energie E,
/’ A (ze podziat energii E E =F, -E,)
\ (inaczej: ze uklad w takim stanie
makroskopowym, Ze u ma energie E,)

mniejszy poduklad ~ wiekszy

stan mikroskopowy o minimalnej energii — jeden

stanéw mikro o wiekszej energii — znacznie wiecej

Q(E) — funkcja silnie rosngca z E
(oraz liczbg czastek)



P(E)=CQ(E)Q’(E-E,)

transfer energii (w formie ciepla)
miedzy u a o az do osiggniecia rownowagi

stan réwnowagi: maksymalne
prawdopodobiefistwo.

Mozliwe fluktuacje wokdét wartosci
najbardziej prawdopodobne;j.

jesli P max to réwniez log P max:
ponizej na tej folii log = In EQZEE' Eu
log(P) = log(Q(E,)) + log(Y(E. — E,)) + log(C)

w réwnowadze (stan najbardziej prawdopodobny):

dlog(dP)

~ dlog(Q(E,)) | dlog(Q(E, — E.))
dFE,

dE, dE, =0

dlog(QE,)) N dlog(SY(E,))

=0
dE, dF,
dlog(Q(Ey)) | dlog(V(E.)) dE, 0
dE, dE, dE,
w réwnowadze: (def. temperatury)
dlog(QE,))  dlog(Q(E,)) g 1
de, —  dE, " kT

transfer ciepta — napedzany gradientem T
i dazacy do jej zrownania




w réwnowadze:

dlog(QE,))  dlog((F,)) 3_ 1
de,  dB, kT

uktad bardzo maly w poréwnaniu z otoczeniem,
z ktorym znajduje si¢ w rownowadze termicznej

pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo, ze
uklad ma energie E : P(E) ?

log(P) = l()g_’yé,,)) + log(Q(E. — E,)) + log(C) Eu< <Ec’ Q<< >

Taylor: f(x+ Ax) = f(x)+ f'(2)Ax + ()(AIQ)

_ dlog(Q(E.))

log(Y(E. — E,)) = log(Q(E.)) 1B

E, + O(E2)

log(P) =log(C) +log(Q'(E.)) — BE,

inne

P(E,) = Cexp(—3E,) = Cexp(—E,/kT) ™ czymik Boltzmanna



P(E,) = Cexp(—(E,) = Cexp(—FE,/kT)

W granica wysokiego T:
colEno) ] uklad moze znaleZ¢ sie z réwnym
/ prawdopodobienstwem przechowywac dowolnie

wysoka energie

A znalezienie ukladu w stanie o duzej energii
jest prawdopodobne

niska T- uk}ad bedzie przechowywat minimalng
wartosc energii

znajdziemy go tylko w stanie o najmniejszej energii




rozklad Boltzmana: N identycznych nieooddziatywujacych ukltadéw
Srednia liczba uktadéw w stanie o energii E,
)\'r,; o t‘XI)(*E,//\T)

N Z
Z = Z exp (—F;/kT)  (suma statystyczna)
J

Algorytm Metropolisa — symulacja uktadu, ktéry fluktuuje termicznie w
réwnowadze z otoczeniem (zbiornikiem ciepla)

kolejne kroki czasowe — zmiany stanu uktadu
pstwo tego, Ze w kolejnym kroku pojawi sie dany stan zalezy od jego
energii i T. Ma spelniac rozklad Boltzmana.

e (E0) ]




Algorytm Metropolisa za S.Kooninem

Uklad [Funkcja optymalizowana] opisana zbiorem zmiennych
X=(X,,XX...,Xy) — punkt w wielowymiarowej przestrzeni

chcemy zasymulowac fluktuacje termiczne zmiennych,
XX, =X, =2 X—~X -
tak, zeby uklad byl w ,réwnowadze” termicznej z otoczeniem o temperaturze T.

prawdopodobienistwo tego, ze na ,,Sciezce” fluktuacji pojawi sie stan X
ma wynosi¢ Cexp(-E(X)/kT)=w(X).



Algorytm Metropolisa 2
T
uklad jest w stanie X. Do jakiego stanu przejdzie?

wybieramy losowo punkt probny X, z pewnego otoczenia punktu X
Xp:=X+(bx1,6x2,..‘,6xn) — 0x, losowane z przedziahu [-d,d] z rozkladem rownomiernym

2) X, bardziej prawdopodobne

mozliwosci: 1) X, mniej prawdopodobne
w(X) IW(X)
| §
X

5 X

zawsze akceptujemy bardziej

unkt mniej prawdopodobn
P P P v prawdopodobny punkt

akceptujemy z pstwem w(X J/'w(X)

liczymy r=w(X_)/w(X)
jeslir = 1 [ w(X,)=w(X) ] —akceptujemy punkt prébny X:=X_

jeslir<1 [w(X,)<w(X) ] akceptujemy punkt probny z prawdopodobienstwem r
losujemy liczbe losowq q z przedziatu [0,1]
jesli q <r —akceptujemy punkt probny X:=X,
jesli q = r— odrzucamy



zobaczyd, e punkty na Sciezce wygenerowanej algorytmem M. istotnie
podlegaja rozkladowi pstwa w(X):

wyobrazmy sobie, ze mamy wielu wedrowcow poruszajacych sie
zgodnie z algorytmem Metropolisa

X Y
o) @ Uuwage koncentrujemy na 2 punktach
—

N(X) — aktualna liczba wedrowcow w punkcie X
zmiana liczby wedrowcéw w Y w wyniku migracji z i do punktu X

A = NX)P(X=Y) - N(Y)P(Y—X)

N(X) P(Y—-X
A:nmquw(ﬁﬁ 5%1?9

w warunkach réwnowagi (bez zmian w $rednim rozkladzie wedrowcéow N, (X) )

N(X) _ N.(X) _ PY — X) réwnowaga osiggana po odpowiednio
N(Y) N.(Y) PX—=Y) duzej liczbie krokéw algorytmu




réwnowaga w schemacie Metropolisa

N=10 000 wedrowcow. rozktad w(x)=C exp(-50x?) niebieska linia laczy punkty

dane

80 0 r

rd/2

rxt-dr/2
o(r) = A\'/ w(t)dt =~ Ndrw(zx)
Jr—dr/2

600

kropki: liczba
wedrowcow w
przedziale x-dx/2,
x+dx/2 dx=0.01

400

200

start: rozktad rownomierny

S

0

40 05 00 05 1.0



pokaz plik: animacja.ppt



Algorytm Metropolisa N(X) N.(X)

pozostaje pokazac, ze N, (X) jest proporcjonalne do w(X)
PX—=Y)=T(X=Y)AX=Y)
7 N

pstwo podjecia
proby (wylosowania Y
jako p.prébnego)

pstwo zaakceptowania proby

losujemy punkty prébne z rozkladem réwnomiemym
T(X —Y)=T(Y — X)
N.(X) AY — X)

mamy —— = — - 2 przypadki: w(X)>w(Y): A(Y—=X)=1
NAY) AX—=Y) AX—Y) =w(Y)wW(X)

NAX)  w(X)

. = — —_— wWX)wW(Y):AX—Y)=1
Noy)  wlY) A(Y—X) ~w(X)w(Y)

co chcieliSmy zobaczy¢



Model Isinga

® sie¢ spinéw o, z momentem magnetycznym m; = poj.

e 2
A8 2R2RAR2RAR]
AR5 ARARAR
VIVIVIVIb[d Y
tititit[t[t]t
Pttt
° 1 f t 1 1 1 t (rysunek by B. D. Hammel)

e F=—J Z<U> oio; — B Zl_ o (prim: suma po sasiadach wezta i)

® J catka wymiany, dla sprzezenia ferro J > 0,
o moment magnetyczny zwigzany z pojedynczym spinem
binarna orientacja spinu o; = +1

® periodyczne warunki brzegowe



Model Isinga - symulacja algorytmem Metropolisa

® procedura: losowany spin i

| w\ L
) °* E(X)=—J Z<u> oioj — Bu Zia,- (prim:
4 suma po sasiadach wezta i)
1 ® zmiana energii jaka zasztaby po zmianie
orientacji spinu i:
° ® AE =2Jo; Z/ oj + 2Bpo;

® liczona zmiana energii przy przerzucie spinu o E(Y) = E(X) (—AE/KT)
= exp(—

Y
] jk V o W3 = exp(—AE/KT)
Metropolis: jesli AE < 0
1 albo
wylosowana liczba g € [0, 1] jest mniejsza od
exp(—AE/KT) przerzu¢ spin o; := —o;j

T~
[ ]

® rysunki spinéw: B. D. Hammel,
https://bdhammel.github.io/2017/06/10/ising-model.html

* w kazdej T wykonuje 25 tysiecy prob przerzutu na kazdy spin (losowany spin do obrotu)



Model Isinga - symulacja algorytm

Metropolisa

18
fort 333" u 11-$5) ——
161

14t

® parametry By = 0.1 meV, J = 100 meV, siatka
32x32

dE/dT [meV/K]

c=

200 400 600 80O 100012001400160018002000

° KTImeV1
® ciepto wtasciwe

fort 333" u Li(s41.1) ——

Etot[meV]

L4 kTImeV1 5o
® energia od temperatury 02

o 500 1000 1500 2000

° kTImeV1
® magnetyzacja
® gwiazdki na rysunku c,: wynik Onsagera dla B = 0 i nieskonczonej sieci. temperatura

N ﬂ _ 2 _
przejscia krytycznego —£ = e = 2.269



Model Isinga - symulacja algorytmem Metropolisa

18 T
% “fort.333" u 1:(-$5) —— 2 T T T T T T T T T
* “fort.333" u 1:(-$5) ——
wef | 4 |
et ‘ 4
X
% 12 | -
E | |
-'E 08 | 4
w I
06 - \ 1
T
Goer [ 4 ]
o2r } \'\ 1
/DS o2l
o 200 400 600 800 100012001400 160018002000 ) 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
o KTImeV1
® przejscie fazowe a rozmiar siatki. gwiazdki: kT, = Jm = 2.269, po lewej siatka 32 na

32, po prawej 512 na 512



Model Isinga - symulacja algorytmem Metropolisa

Tor.220" every uu u 123 @ “forL500" very U u 123 @

Ton.250" every uwu ul23 @ ot 1000" every uiiu123 @

0 []

® kKT =25J ® KT =10J



Model Isinga - skorelowanie przy przejsciu fazowym

<$15,>-<51><S5y>

o 200 400 600 800 1000
° kT[meV]

® na osi pionowej miara skorelowania: (o;o;) — (o) (o;) dla i na érodku pudta o; = op/2,n/2,
oraz oj = opj2_d,n/2—q Na diagonali (linie ciagte)

ciepto wtasciwe linig przerywang

wg teorii Onsagera w okolicach przejscia fazowego zasieg skorelowania ma stawac sie
nieskonczony



