Rownanie adwekcji (najprostsze czastkowe zalezne od czasu.
postuzy do wprowadzenia analizy rozwigzan numerycznych rownan czastkowych)

linie strumienia (1 = const) dla cieczy lepkiej, niescisliwej
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Réwnanie, ktore opisuje unoszenie:
obszar kontrolny O
/ o brzegu I

pole predkosci v (zakladamy, ze niezalezne od czasu)

/'

zasada zachowania masy

jf Pro(r, t) /dzm e t)v(r)

O

minus: bo w calce powierzchniowe;
mnozymy catkowany wektor skalarnie
z normalnym do powierzchni (wychodzacym

prawo Gaussa: z powierzchni)
[ o tyvie) = [ &V [l t)v(n)
I O

) roOwnanie adwekcji:

(I‘ t) +V - [ 0 (I’ t) ( )] — opisuje unoszenie wielkosci
Ot skalarnej przez stacjonarne
pole wektorowe




Réwnanie, ktore opisuje proces:
obszar kontrolny O
/ o brzegu I

pole predkosci v (zakladamy, ze niezalezne od czasu)

zasada zachowania masy

[ rplet) = — [ rplr.t)v(r
dt Jo I

O e 6) + V- (e t)v(r)] = 0

wersja
1D:



1D: prawo zachowania jako rOwnanie rozniczkowe

) )
: p(x,t) + : p(x, t)hv(x)] =0

() Xr

ot

zajmiemy si¢ problemem modelowym, w ktorym v=const
(np jednowymiarowy przeptyw cieczy niescisliwej])

v=1:

chcemy wprowadzi¢ pojecie charakterystyki rownania: linia x(t), taka, ze u(x(t),t)=const

rézniczka zupetna:  du=u dt+u dx=(u,u, dx/dt)dt

gdy dx/dt = 1 du=0 dt czyli: u spetlniajace rownanie adwekcji jest stale

na charakterystykach x=t+c

ol uf) =y



sprawdzi¢, ze u( X, t) = f(x—t) (rozwiazanie d’ Alamberta)
spetnia: Uy + U, = ()

(warunek poczatkowy ,,unoszony” z predkoscia v
bez zmiany ksztattu)

u(x,0)=f(x) u(x,t)=f(x-vt)

-

Ax=vt X

v



rownanie adwekciji 1D: Ut + VUyp — O

osrodek nieskonczony, warunek poczatkowy: U (.CC, O) — @ (.CC)
rozwiazanie dokladne: U (;C, t) — @ (ZE — Ut)

Po co rozwigzanie numeryczne skoro analityczne tak proste?

1) Numeryczne potrzebne, gdy pole predkosci nieznane (zmienne, bedace
wynikiem pomiaréw lub innych rachunkow).

2) Czynnik adwekcyjny (konwekcyjny) wazny w bardziej
zlozonych problemach transportu masy / ciepta

3) Najprostsze rOwnanie:
postuzy do wprowadzenia analizy numerycznej rownan czastkowych

schematy jawne/niejawne, analiza stabilnosci, dyfuzja i dyspersja numeryczna



w vy =0z, t) = oz — vt)

metoda réznic skonczonych

1T

f
Z

1
1

[
»

2-101 2]
X

poszukujemy rozwigzania na siatce o statych krokach Ax 1 At.

rozwigzanie doktadne u;?’ = u( j Ax : ’TZAt)
rozwigzanie metody roznic skonczonych 7 — 9

W rachunkach numerycznych na siatce osrodek musi by¢ skonczony:
1) wystarczajacy duzy aby w interesujacym nas czasie pakiet nie doszedt do konca
2) lub periodyczne warunki brzegowe



n — - n o N
u; = u(jAz, nAt) Uj' ~ ]

rOwnania roznicowe na U : z rozwinigcia Taylora

warto$¢ u w funkcji u oraz pochodnych punktu sasiedniego, ta sama chwila czasowa

du 1 (0% L0 1 gl
— gl A = A k A k1
Ujr1 = U +(ag;> s (8:132) .t <8azk)] ARy <3xk+1>j+€ g

zatrzymajmy dwa pierwsze wyrazy f
) . . . o £w(0,1)
1 wyliczmy pochodna u po x w punkcie j (przedni iloraz ro6znicowy.)
n
Ou\" _ ufy —uj 1 _ n_ Ui —
<6x> . Az 2 (ta)jse AT (Us )f o Ax

jesli rozwiniemy u; , w j dostaniemy wsteczny iloraz roznicowy

U” 1
Quy - u i 5 U\ — J
(ag)j o 5w, b — (Uz),

na czerwono: btedy dyskretyzacji wzoréw po prawej



iloraz centralny:

n__pn
(Ux)n _ I+ J—1 z btedem dyskretyzacji
J 2Ax
= (g ) A
Ty = G Upxa ) j4eRAL

\
z (-1,1)

podobnie skonstruujemy przyblizone wyrazenia na pochodna czasowa:

7(0,1)
\
n n—1
(U )T-L = Uj Uj z btedem dyskretyzaciji: n— —1( )n+9At
t) At Q yskretyzacji: - T, = QUttj



ut + v, = 0

najprostszy wybor: czasowa 1 przestrzenna pochodna zastagpione
przednim ilorazem réznicowym

rozwiazanie doktadne :

e T - n
: : vt J n n+9 _. n
U — I U v l lla, .
n+1
At Ax
,,szablon (stencil) obliczeniowy”
liczba Courant’a & — % "
v>()
o
+1
U n (1 O ) U — i _|_ 1 . |
J j+1

dla v>0 : schemat nazywa si¢ downwind



schemat jest spojnym przyblizeniem rOwnania rézniczkowa jesli jego przepis w
granicy zerowych krokow czasowych dazy do rownania rozniczkowego

spojnos¢ definiowana wg. bledu dyskretyzacji:

nasza metoda: minimalnej akceptowalnej doktadnosci
mowimy, ze metoda spojna jesli:
btedy dyskretyzacji czasowy 1 przestrzenny rzedu co najmniej pierwszego:

1 L?_z+ I

U n 2

At 71+9 1A§If

, u, . —uk
J J y J J ('l It ) n

At Ax B

v ("l [l) ;2, N 7 ("l » )j + v 7 ("l Loy );2,+£

btad dyskretyzacji



schemat jest spojnym przyblizeniem rOwnania rézniczkowa jesli jego przepis w
granicy zerowych krokow czasowych dazy do rbwnania rézniczkowego

spojnos¢ definiowana wg. bledu dyskretyzacji:

nasza metoda: minimalnej akceptowalnej doktadnosci
mowimy, ze metoda spojna jesli:
btedy dyskretyzacji czasowy 1 przestrzenny rzedu co najmniej pierwszego:

n+1 ) ) n o
At Ax 2 2 e
btad dyskretyzacji

czgsto wygodniej uzywac: lokalnego btedu dyskretyzacji (btedu obcigcia, btedu lokalnego)
1
UM = (1+a)Ul —aU},, +0(48)+0(Ax)

btad lokalny: przestrzenny btad lokalny takiego rzedu jak btad dyskretyzacji
czasowy btad lokalny: jeden rzad wyzej niz btad dyskretyzac;ji



UMt = (1+a) Ul —aUJY, +0(48)+0(4x)

blad lokalny: czasowy rzg¢du At?, przestrzenny rzedu Ax
y p y

schemat ma szanse by¢ zbiezny

nasza metoda: minimalnej akceptowalnej doktadnosci
mowimy, ze metoda spojna jesli:

lokalny btad czasowy rzedu co najmniej 2
a lokalny przestrzenny rzedu co najmniej 1




przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny , n+1

U;“Ll = aJlls ol dla v>0

tzw. downwind
btad lokalny: O(At?),0(Ax)




U”+1 (L Ha)UEe ol dla v>0

przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny , n+1
tzw. downwind

btad lokalny: O(At?),0(Ax)

przedni iloraz czasowy, wsteczny iloraz przestrzenny

jntl
gichs el giL Ur — [Jn I
J J vl Wi TH
T + v e =0 dla v>0

tzw. upwind

Uttt =(1-a) U} + U},
btad lokalny: O(At?),0(Ax)




przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny , n+1

U”+1 (L Ha)UEe ol dla v>0

tzw. downwind
btad lokalny: O(At?),0(Ax)

przedni iloraz czasowy, wsteczny iloraz przestrzenny

jntl
yrtl _pn Ur — [Jn I
J J J ¥iml
TR o ey e dia v>0

tzw. upwind

Uttt =(1-a) U} + U},
btad lokalny: O(At?),0(Ax)

przedni iloraz czasowy, centralny iloraz przestrzenny

jntl
n+1
U, _U}LJFU }11—(]}”‘_1:0 .
At 2Ax
(@7
D= = e 0 btad lokalny: O(At2),0(Ax2)

jak si¢ sprawdzaja?



dia v=0

przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestizenny ] n+l1
tzw. dowmvind

Uit = (14 ) U} —al},

blad lokealny: O(A), 0(Ax)

przedni iloraz czasowy, wsteczny iloraz przestrzenny .
Jntl
n+l _ rrn n _ T
UJ' U.'l UJ' U.’i -1 _

= ()
B e 0 ,_I dla v=C

v
tzw. upwind

et — (1 —a\UR Un
7 (1—a) U7 +olj, blad lokalny: O(At?), O(Ax)

przedni iloraz czasowy, centralny iloraz przestrzenny g+l
n+l _ rrn n_ _Jn
2 A SN 5 Ul U 5 NN
At 2Az
o - -
U;f‘+1 =Up - 3 (UJ’-"+1 — Uj’v"_l) blad lokalny: O(At?),O0(Ax?)

jak sie sprawdzaja?
jak si¢ sprawdzaja?
ten sam blad czasowy,
przestrzenny: btad dyskretyzacji O(Ax?), wsteczny 1 przedni O(Ax)

wydawac si¢ moze 1) ze centralny zawsze lepszy niz pozostate
2) ze upwind 1 downwind roéwnie dobre

sprawdzmy:



rachunek numeryczny: =j

At=1/20, Ax=1/10, o=1/2

rozwiazanie 5
doktadne 4
3

(ruch konika szachowego
dwa do gory jeden w prawo)

n/'O

downwind

S = N W B W

I R

upwind I

wyglada rozsadnie

S = N W Bk W

-0.650
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

-0.647
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

po lewej stronie: nawet niezle, niestety pakiet nie przechodzi na strong x>0
j+1 niepokojacy zachowanie dla j=-1

-0.650
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

-0.550
-0.500
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.591
-0.506
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.550
-0.500
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.450
-0.400
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200

-0.253
-0.338
-0.338
-0.300
-0.250
-0.200

-0.450
-0.400
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200

warunek poczatkowy ¢(x)

-1
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

-0.759
-0.506
-0.338
-0.225
-0.150
-0.100

-0.350
-0.300
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

J

0
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

-0.050
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.250
-0.200
-0.150
-0.100
-0.050

0.000

1
-0.150
-0.100
-0.050

0.000

0.000

0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.153
-0.106
-0.063
-0.025
0.000
0.000

2
-0.050
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.072
-0.038
-0.013
0.000
0.000
0.000

3

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.022
-0.006
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.003
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

9 s ()
0,2 >0
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downwind
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domena zaleznosci: dla punktu (x0,t0) zbidr wszystkich punktow ktore
maja wpltyw na wartos¢ rozwiazania w u(x0,t0)

domena zaleznosci: dla rownania adwekcji

ur +vu, =0 =1

/ (Xo0to)

Lt

domena zaleznosci to charakterystyka rownania adwekcji
dana formulg r=x+C z C=t,x,




numeryczna domena zaleznosci punktu (j0,n0)
zbior oczek siatki, ktore maja wplyw na rozwiazanie w tym punkcie

pod wiatr

Y

domena numeryczna zawiera w sobie
doktadna domene¢ zaleznosci

7 wiatrem .

>

schemat downwind zbiera informacje z kierunku przeciwnego
niz doktadny

nie moze da¢ dobrego wyniku bo: warunek poczatkowy nie ma
zadnego wptywu na rezultat



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwiazania rOwnania
rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" |- 0, n —»oo, Ax —0, At =0, nAt<T

||I*|| - norma wektora

z wiatrem ‘

A I—.
J

zageszczanie siatki w dx 1 dt nie zmieni faktu, ze
numeryczna domena zaleznosci obejmuje prawy trojkat
zamiast lewej proste;j



tw. Courant-Friedrich-Lewy:

warunkiem koniecznym zbieznosci schematu réznicowego

(dla dowolnego warunku poczatkowego) jest aby jego numeryczna domena zaleznosci
zawierala w sobie (fizyczna) domene zaleznosci rOwnania rozniczkowego.

zageszczanie siatki nie pomoze jesli domena fizyczna pozostaje na zewnatrz numerycznej

upwind: spetnia warunkowo tw. CFL:
dt  numeryczna dom.zal. zawiera fizyczna

jesli: vdt<dx — o<1

+—>
/ vdt

dx

skok siatki przestrzennej naktada ograniczenie na skok siatki czasowe]
uwaga: jesli ustalimy At a zageszczac bedziemy siatke w x: grozi nam ztamanie kryt. CFL

upwind spetia kryterium CFL gdy : 0< a< 1 (v>0)
downwind gdy (v<0):-1< a<0



roOwnanie adwekcji

Schemat upwind zastosowanie schemat pod wiatr
ou ou ¢
= czas O O
ot Ox .

e

potozenie

(g,n) —u(j —1,n)

u(j,n+1) = N +u(j,n) + O(At?, Ax)

Ax
Ax=0.1, At=0.04
upwind 0=0.4

Wm;’5’5’"""""w.».'.'.»'
i
i

‘ WW bez eksplozji ale pakiet si¢ rozplywa = dyfuzja numeryczna
))“““““.““‘M““Q‘NO\ (w doktadnym rozwiazaniu pakiet zachowuje ksztalt)

X



spojnos¢, zbieznos¢, stabilnos¢ (podstawowe pojecia dla problemow zaleznych od czasu)

spOjnos¢ implikuje, ze rGwnanie roznicowe jest ,,dobrym” przyblizeniem réwnania rozniczkowego
zbieznos¢: ze rozwiazanie doktadne w granicy zerowego kroku czasowego / przestrzennego

stabilnos¢: ze rozwiazanie numeryczne nie jest zbyt czule na zaburzenia (np. warunku pocz.)

dobry schemat ma by¢ spdjny, stabilny i zbiezny
zwiazek migdzy pojeciami daje: twierdzenie o ekwiwalencji Laxa

(odpowiednik tw. Dahlquista dla rownan zwyczajnych)

mamy liniowe rownanie rézniczkowe i jego spojne przyblizenie roznicowe:
warunkiem koniecznym i1 wystarczajacym zbieznosci jest stabilnos¢ schematu

jaka stad nauka?
np. upwind nie moze by¢ zbiezny dla a>1 (CFL)
jest spojny, musi wiec byc¢ niestabilny dla a>1

stad CFL uzywane dla spojnych jako jak kryterium stabilnosci



jaka stad nauka?

upwind a=1.1 np. upwind nie moze by¢ zbiezny dla a>1 (CFL)
dx=0.1 jest spdjny, musi by¢ wiec wiec niestabilny dla o>1
vdt=.11 stad uzycie CFL jak kryterium stabilno$ci

poczatek: dalej

-12.00

-8.00 400 0.00 -12.00 -8.00 4.00 0.00



ku Scislej definicji zbieznosci i stabilnosci

UTL
/U;\

\sz

rozwigzanie w chwili » U" =
w catej przestrzeni mozemy przedstawic jako wektor

powiedzmy, ze rownanie rézniczkowe jest liniowe 1 jednorodne

wtedy jeden krok schematu réznicowego mozna przedstawic¢ jako mnozenie

wektora 1 pewnej macierzy (dla niejednorodnosci f bytoby
z prawej strony +f* )

Ut = LU



UTL—|—1 _ LAUn

przyktad dla upwind:

Uttt =(1-a) U} + U},

(1-a)
/ o (1 - «)
o (1—a)
La = a (1—a)




definicji zbieznosci

Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwiazania rOwnania
rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" |- 0, n —»oo, Ax —0, At =0, nAt<T

norma: przyporzadkowanie wektor — skalar
1) dodatnio okreslone |ju||=0, ||u|[=0, jesli u — wektor zerowy

2) rozlaczne z mnozeniem przez skalar ||au||[=a ||ul|
3) speiniajace nierownos¢ trojkata ||u+v|| <||u||+||v||

norma max: norma euklidesowa (dtugos¢ wektora):

[U” oo = max|U7, [0z = [3_(U7)7)'
J



Upwind: wiemy, ze spOjny

wiemy, ze dla a>1 niezbiezny, wigc niestabilny

czy zbiezny dla o < 1 ? jesli zbiezny to stabilny
czy stabilny dla o < 1 ? jesli stabilny to zbiezny

sprawdzmy doswiadczalnie czy zbiezny



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwiazania rOwnania

rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ur-U" ||— 0, n —»oo, Ax —0, At =0, nAt<T

Ax=0.1, At=0.04
upwind o. =0.4

X

|

i |
i

| i
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s
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99594
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j
I
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,mu
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|

i

|

3

\\

0

zmniejszamy krok czasowy, wynik réwnie zty a mial by¢ zbiezny!

[zobaczymy, ze dla upwind wspotczynnik dyfuzji numerycznej proporcjonalny

jest do AX i niezalezny od At]



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwiazania
roOwnania rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" ||— 0, n —»oo, Ax —0, At =0, nAt<T

Ax=0.1, At=0.04 Ax=0.01, At=0.004
upwind o. =0.4 upwind o. =0.4

I
"”””’W”V’vmm’""
‘:’:’:’:’:0:"0’0‘0’0‘3‘3‘3""”'"""
|

i
e
I
\ , '\

!

o
|

X X
zbieznos¢ dla rownan czastkowych: At do zera , ale rowniez Ax do zera
zmniejszenie tylko jednego z krokOow nie gwarantuje poprawy

wniosek: upwind wyglada na zbiezny
aby podac scisty dowod — zamiast eksperymentow numerycznych — wykazac stabilnos¢



Ax=0.1, At=0.01
upwind o. =0.1

i \

Ax=0.1, At=0.04
upwind o. =0.4

|
|
)

i
i
I
)i ‘"‘L& ,

e
= e

X
zmniejszamy krok czasowy przy statym dx, a brak poprawy wyniku

[zobaczymy, ze dla upwind wspotczynnik dyfuzji numerycznej proporcjonalny

jest do Ax 1 niezalezny od Af]



definicji stabilnosci

mamy lintowe jednorodne rownanie rozniczkowe.
oraz schemat r6znicowy (z odpowiednia macierza L)

schemat r6znicowy jest stabilny jesli skonczone zaburzenie warunku
poczatkowego prowadzi do skonczonej réoznicy migdzy rozwigzaniami:

to jest: jesli istnieje takie C (niezalezne od kroku siatki)
ze dla kazdej pary warunkow poczatkowych

U™ =L,U",  U'=g,

V" =LAV",  V’=24.

U - v <Cfu” - v

dla: n —o0, Ax =0, At =0, nAt<T



alternatywna definicji stabilnosci

dla lintowych schematdéw réznicowych
n+1 __ n 0 __
Ul =L, U", U° = o,
n+1 n 0 _
V' =LAV", V- =1

Uttt — vt =L, (U" - V7
przy oznaczeniu W=U-V warunek
o = v < Cfju” = V7|

zapiszemy jako: ___— caikiem dowolny WP
Wl < Clw|

czytaC: schemat jest stabilny jesli norma pozostaje skonczona przy
n —oo, Ax =0, At =0, nAt<T




def 2:
W< Clwr|

czytac: schemat jest stabilny jesli norma pozostaje skonczona

dla: n —o0, Ax =0, At =0, nAt<T

Uwaga: dla stabilnosci nie wystarczy zmniejszy¢ At
przy stalym Ax 1 uzyskac¢ skonczone rozwiazanie dla t<T.
Roéwniez Ax ma dazy¢ do zera.

def 1:
yurtl — L,U", UY = ?, definicje réwnovya?ne
dla problemow liniowych
Vn-|—1 _ LAV')’LJ VO _ ’l,b dla rownan nieliniowych:

kazda ma inny sens.

U™ = V" < CIU” - V7|



pokazmy, ze schemat upwind jest stabilny dla liczby Courant’a spetniajacej kryterium CFL
a z(0,1]

wykorzystamy definicjg 2: ‘ ‘Wn‘ ‘ < O‘ ‘WO ‘ ‘

oraz norme¢ maksimum

Urtl = (1 - ) Ul + U

srednia wazona!

T

U < (U™ |oc

z def normy max
Uj'
Uj—1l

‘ ‘Un ‘ ‘oo dla kazdego jot, wiec:
U™ ||

VASRVA

0" o < 10U

cbdu



Ut =1 -a)UF +alU},

srednia wazona: nie ma punktu, w ktorym schemat upwind
wygenerowatby wigksza wartos¢ w kolejnym kroku czasowym

Ax=0.01, At=0.004 -
upwind oo =0.4 -




Uogolnienie: warunkiem wystarczajacym aby schemat typu:

n+1 __ § : n
Uj e CS j"—S

s|<S zasada maximum

(ogolne r.r.cz., nie tylko adwekcji)
byt stabilny wg normy max jest aby: wszystkie wspotczynniki
¢ byly dodatnie 1 sumowaly si¢ do jedynki

dowod: podobny do wyzej pokazanego

dla adwekc;ji:

U;-?’H =(1-a) an + &U]n_l sume do 1 mamy
zawsze (Spojnosc),
ale dla v>0 tylko upwind
downwind: U}l+1 =1l+a)Ul—al}, z 0=a=sl
spelnia zatozenie
tw. o zasadzie maksimum

upwind:

. n+1 __ n a0 n n



stabilnos¢ schematu: dotyczy matych krokoéw oraz skonczonych czasow
n —oo, AX =0, At =20, nAt<T

stabilnos¢ bezwzgledna schematu dla rownania czastkowego:
wyniki maja pozostawac skonczone dla stalego At 1 Ax i dla nieskonczonego n

w: praktyce to stabilnos¢ bezwzgledna jest wazna

stabilnos¢ bezwzgledna jest silniejszym warunkiem niz stabilnos¢
(znaczy: schemat stabilny bezwzgle¢dnie jest zawsze stabilny
a stabilny nie zawsze jest bezwzglednie stabilny)



Analiza stabilnosci bezwzglednej von Neumanna

zaktadamy, ze rozwigzanie schematu r6znicowego U, jest periodyczne w j z okresem J

w praktyce nie jest to wazne - mozna przyjac, ze J >> obszaru, ktory nas interesuje

U — funkcja w przestrzeni polozen
A — funkcja w przestrzeni czestosci (przestrzennych) [wektora falowego/

*?1 Z Aﬂ' e}xp 7 A I) k-wektor falowy 2m/A

dyskretna TF

J—1
Up =Y Afwh j=0,1,2,...,0-1
k=0

uwaga: dla U 1 A: n w indeksie gornym
to chwila czasowa, dla w — indeks gorny

wy = eXp(ZWZ]/J) to potega
l J—1

T ()



J—1

[m Z Ak 11 £\ *

T w; r == U’ (w! .

f o At (v7) wj = exp(2mij/J)
wielkos$¢ fizyczna wielkos¢ w przestrzeni k

W przestrzeni »

normy euklidesowe wektorow U oraz A wiaze twierdzenie Parsevala:

U™z = JIA™;

J—1
A5 =) A}
k=0

analiza stabilnosci von Neumanna:
jesli pokazemy ze norma transformaty Fouriera jest skonczona to wystarczy
dla udowodnienia stabilnosci (1 np. wybrania bezpiecznego kroku czasowego)

analiza w przestrzeni k jest bardzo prosta



Przyktad: analiza von Neumanna dla schematu upwind z o z (0,1]

Un—i—l (1 i CY) Un s aUn wy; — exp(2mg/J)
J—1
Up =Y Afwh j=0,1,2,...,0-1
k=0
J—1 J—1 J—
Z AZHUJ? =(1—a) Z Agwf +a Z Al
k=0 k=0 k=0
J—1 J—1

Z AZ’H’LU;? = Z (1—«) AZ’UJ? + ozAkw exp(—2mik/J)]
k=0 k=0

rownos¢ ma by¢ dla kazdego 4, (dla wszystkich warunkow poczatkowych)
CO 0znacza, z€ wyrazy w sumie po k musza by¢ identyczne

AZ“%/ = [(1 — @) + aexp(—2mik/.J)] ALy
ARt = My A,

wsp. wzmocnienia modu &



AZ’"’l = M, AZ’ wsp. wzmocnienia modu k
n+1 n+1 540
A = (My)" Ay
norma transformaty pozostanie skonczona gdy |M k| <1 da kazdego k

My =1— o+ aexp(—2mik/J)
M, |[<=|1-alpha|+|alpha|=1 (nierownos¢ trojkata)

nie ma modu ktory by rost: wniosek -
schemat upwind jest stabilny dla o z
(0,1]



doktadniejszy schemat: Eulera z centralnym ilorazem P

przestrzennym: o000
w(j,n+1)—u(j,n) w(j+1,n) —u(j —1,n) , senia
- — O At, Ar potozenie
At ! 2Ax + O(AL, Ar)

uw(j+1,n)—u(j —1,n)

w(j,n 4+ 1) = —vAt- +u(j,n) + O(AF, Az?)

2Ax
Wezmy Ax=0.1
6 krokoéw czasowych:
- — i At=0.04
At=0.09 _ 0=0.4
L — czas
a=0.9
i W\/ ! N
L | L | L I'(I)Sll.llel

| ! |
X
tu niedobrze



Euler z centralnym ilorazem przestrzennym

. At=0 .04 drastyczna zmiana ksztaltu pakietu
=04 nastapita, tylko p6zniej

ujemne warto$ci gestosci @

i upwind: zmienia ksztalt,
[\ K ale dyfuzyjnie (na ujemne wartosci nie przechodzi,
N v\} / nie eksploduje)
R doktadniejszy — centralny — fajerwerki i eksplozja

.00 —

Uwaga: widzimy, ze wyzsze cz¢stosci sa wzmacniane i ze
spOzniajq si¢ za pakietem: zrozumiemy to przy analizie
dyfuzji w przestrzeni k oraz przy relacji dyspersji numerycznej

0.00 —

200 —

Symulacja dla odpowiednio wysokiego t: zawsze skonczy si¢ eksplozja
~ mozna zaryzykowac twierdzenie, ze schemat centralny nie jest bezwzglednie stabilny dla r.adw.



analiza von Neumanna dla schematu z centralng pochodng przestrzenng
w(j+1,n) —u(j —1,n)
2Ax

ZA exp(ikx) o Ax=27t/J
Up =Y Afwh j=0,1,2,...,0-1
k=0

u(j,n +1) = —vAt +u(j,n) + O(A£, Az?)

Tz = jAx) = ;AE exp(ijkAx) w; = GXP(QWU/J)

Y

A = A} — B (exp(ikAx) — exp(—ikAzx)) A

Qv widzimy, ze mody & na ogo6t sa wzmacniane
M = ] — — (2@ sSin ( J5FAN gj) ) wyobrazmy sobie gesta siatke (dx mate):
) wzmacniane beda wigksze &, co widzielismy
w numerycznym eksperymencie

| Mk ‘2 — 1 4 Odz Sinz (k A .CE‘) ,  metoda = niestabilna bezwzglednie 1 dlate.go

bezuzyteczna w praktycznym zastosowaniu




Ustalilismy, ze do rozwiazywania rownania adwekcji lepiej nadaje si¢ mniej
doktadny schemat upwind niz ten z ilorazem centralnym

upwind: Un+1 (1—a) Un + C“Un

2 on ool R n 2 n n
centralny: Uj = Uj iy ( el s j—l)

warunek wystarczajacy dla stabilnosci wg.normy max:
wszystkie wspotczynniki dodatnie 1 sumuja si¢ do jedynki

w centralnym = sumuja si¢ do jedynki, ale nie sa dodatnie

n mn 04 n n
UjH:Uj _5( j+1 T j—l)

/ zastapi¢ srednia arytmetyczng sasiadow

n n
Tl — Uj +1 T Uj—l o ( n+1 T 1) schemat Laxa-Friedrichsa
2 2 o
n+l _ rrn l+a n 1« dla a. (-1,1) spelnione WW stabilnosci
U gty + U2 9 0P

W sensie normy max



Ale czy spOjna?

u(j+1,n)—u(j —1,n)
2Ax

u(jn+1) = —vAt- +u(j,n) + O(AF, Az?)

/

u(j,n) == (u(j —1L,n) +u(j+ 1,n)) + O(Ax)

1
2

metoda pozostanie spojna, obnizymy rzad doktadnosci przestrzennej zyskamy stabilnosé¢

1ast
czas O O Zamias czas OO0 O

\4

»
Ll

.. potozenie
potozenie



metoda Laxa-Friedrichsa : analiza von Neumanna

gt - Y U Zwr, —Ur,)
i 5 5 Wit = U
Up =Y Afwh j=0,1,2,...,0-1
k=0
w; = exp(2mij/J)
kA —1kA
APttt = {exp(z v) +2exp( ikAz) _ % (exp(ikAx) — exp(—ikAx))| A}

My, = cos(kAx) — iasin(kAx)
M| = cos®(kAx) + o sin®(kAx)

‘Mk‘Q <1 gdy OéQ < 1  Kryterium CFL !



Metoda Laxa-Friedrichsa = zastosuymy

At=0.09

!

()

stabilna (uniknelismy eksplozji),
/ ale pakiet nie zachowuje si¢ jak powinien.

(wigksza szerokos¢ kosztem wysokosci)

niebieski z czerwonego rozptynat si¢
dyfuzja numeryczna.

-5 0 5 10

X



schemat Laxa-Wendroffa A

o
ou ou czas | (O O O
—_— = — ) —
a t (9 xr (a) >
potozenie

ma by¢ jednokrokowy 1 z btedem lokalnym Ax?, A#

ou At? 0%u ‘
u(z;, t+ At) = u(x;, t) + Atabj,t LY 20 + O(AL)

pochodne czasowe zastgpujemy rownaniem (a)

ou , At? 9%
u(r;, t+ At) = u(x;, t) — vAt—/|,. ¢+ +v°
u(x;, t+ At) = u(x;, t) —1 8:5| a1 BT

ot + O(AE)
z centralnymi 1lorazami pochodnych:

‘ btad p: O(Ax?)
n+1 n Qv n n O/ n n n
Uit =Uf = 5 (U = Ujt) + o (Uja + UjLy = 2U7)



At=0.09

Wynik:

"W *

Lax-Wendroff

stabilna

bez widocznej dyfuzji

wyzsza doktadnos¢ niz wszystkie
pozostate




	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21
	Slajd 22
	Slajd 23
	Slajd 24
	Slajd 25
	Slajd 26
	Slajd 27
	Slajd 28
	Slajd 29
	Slajd 30
	Slajd 31
	Slajd 32
	Slajd 33
	Slajd 34
	Slajd 35
	Slajd 36
	Slajd 37
	Slajd 38
	Slajd 39
	Slajd 40
	Slajd 41
	Slajd 42
	Slajd 43
	Slajd 44
	Slajd 45
	Slajd 46
	Slajd 47
	Slajd 48
	Slajd 49
	Slajd 50
	Slajd 55
	Slajd 56
	Slajd 57
	Slajd 58
	Slajd 59
	Slajd 60

