odwrotny problem przewodnictwa cieplnego

problem prosty : zadajemy warunki brzegowe oraz poczatkowe pytanie: co stanie
si¢ w przysztosci (tak wprowadzane sa problemy w teorii rownan rézniczkowych)
W praktyce, czgsto chcemy znalez¢ rozwiagzania dla problemu odwrotnego: znamy
obecny rozktad temperatury. Jaki byt rozktad w przesztosci? Jakie byty warunki
brzegowe? Jaki byt warunek poczatkowy ?

[typowy problem pomiarow, nie tylko zaleznych od czasu]

warunki brzegowe u(x=0,t)=u(x=1,1)=0
problem:

dane u(x,r=7)

szukane: u(x,r=0)

| @ 0*u
ot Ox?




O czasie 1 problemie odwrotnym ... N=100, dx=1.0/(N), D=1
dt=dx**2/d/2/10 (malutki)

CN

problem: ChC,eI.n’y
T(x,t) = 1 wewnatrz wroci¢ do
warunku poczatkowego

T(x,t) = 0 na zewnatrz .
ustawiamy dt:=-dt

|

liczymy do przodu potem chcemy wroci¢



O czasie 1 problemie odwrotnym ... N=100, dx=1.0/(N), D=1
dt=dx**2/d/2/10 (malutki)

CN

problem: chc,el.n’y
T(x,t) = 1 wewnatrz wroci¢ do nieco diuze] = eksploza
T(x,t) = 0 na zewnatrz warunku poczatkowego

ustawiamy dt:=-dt
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liczymy do przodu potem chcemy wrocié¢ 9 Tuiaall



problem odwrotny do rownania dyfuz;i:
wszystkie metody r6znic skonczonych okazuja si¢ niestabilne dla ujemnego

kroku czasowego [r =DAt/Ax? <0 ]

wyprowadzony wczesniej z analizy von Neumanna
warunek: stabilnosci bezwzglednej: (6=1/2 odpowiada CN)

4r sin? (kAx /2)

1 4 4rfsin“(kAz/2)

dla At <0 [#<0] warunek prawy nie jest speiniony

schemat CN nie jest stabilny dla rOwnania dyfuzji
rozwiazywanego wstecz



niezaleznie od startu T /_ =0
rozktad 7 po pewnym czasie
bedzie miat ksztalt sin(zx)
Uktad zapomina o warunku

poczqtkowym
= tl
problem obiektywnie trudny :E :2'
=13
Ty - X
-L 0 L

T(x,t) =) a,exp(—a(nm)’t)sin(nmr)

odwracamy znak czasu: gdy tylko w wyniku niedoktadnosci
pojawi si¢ sktadowa o wysokim n — natychmiast eksploduje

Nie zawsze problem z cofaniem si¢ wstecz w czasie jest trudny:
dla rownania adwekcji— jest rownie tatwy jak poczatkowy
(zmiana dt rOwnowazna zmianie kierunku predkosci unoszenia v)



=t1

t=1g¢

t=13
-L 0 L

mozliwe rozwigzanie:
szuka¢ warunkow poczatkowych 7(x,/=0), dla ktorych
jestesmy najblizej danych wejsciowych [7T(x,t=T)]

rozwigzywac rownanie dla dt>0 1 porownywac¢ wynik numeryczny
dla =T z zadanym rozkladem — co wymaga znacznie wigkszego
naktadu obliczen niz w problem podstawowy



odwrotny problem przewodnictwa cieplnego

opiszemy rozwiazanie warunkow brzegowych u(x=0,t)=u(x=1,t)=0
problem:

dane u(x,t=T) ou 0*u
szukane: u(x,t=0) ot =D o2
— policzone schematem CN dla N=100
. D E— dx=1.0/(N)
* D=1
" dt=dx**2/D/2
| 100 krokéw czasowych

Jeden z mozliwych algorytmow — wykorzystuje lintowos¢ rdwnania



Jeden z mozliwych algorytmow — wykorzystuje liniowos$¢ rownania
1) wybrac baze¢ niezaleznych liniowo funkcji g(x)
okreslonych na przedziale (0,1)

np. g (x) = (x-1/2)!

8.00 —

2) dla kazdego warunku poczatkowego

o rozwigza¢ rownanie przewodnictwa cieplnego
do chwili T

100 —
4 200 —
400 = ]
1.00 —

dostaniemy bazeg funkcji h,(x)
normalizujemy je tak aby (h,h.)=1
zgodnie z tym warunkiem normalizujemy rowniez g,



ewolucja czasowa
3) rownanie jest liniowe g — hi

2
u(w,t=0) = digi(w) ol
X

u(x,t =1T) = Z dih;(x)

wyliczymy przyblizony warunek poczatkowy [wsp. d]
jeshi roztozymy rozwiazanie w chwili T w bazie funkcji h,

roztozyC: np.: metodq najmniejszych kwadratow

/01 dx (u(aj,t =T) — Zdihi(a:))z = min



/01 . (u(:c,t =T)- ) dihi(;p))Q — min
aﬂdk 1 dx (u(x,t =1T) — Zdz‘hz‘(@))z =0

0

aidk O dz (u2(:c,T)+ ZZdjd@hi(a:)hj(x) ZQu(x,T)dihi(x)) —0
/o dm( 2Zdihi<w>hk<w>—2u<x,T>hk<as>) Y

Aki:/() hi(x)hg(x)dx

Pk :/0 hi(x)u(x, T)dz



/01 dx (u(aj,t =T) — Zdihi(a:))z = min

aﬂdk 1 dx (u(x,t =1T) — Zdz‘hz‘(@))z =0

0

aidkoda:(u Zdeh ZQU@T}dh(>) 0

/ ( QZdh x) — 2u(z, T)hy(x ))o

J

1
Adep ,  Aw=[ m@hkew

niestety A bywa zle uwarunkowana .
bo h. maja tendencje do ,,upodabniania sie”
 maja tendencje do ,up = [ )
0

nawet jesli g bardzo rozne
niestety = raczej regula dla problemoéw odwrotnych



Wyniki:

baza
gi(x) = cos(imx)

dla i=0,1,...10

doktadny warunek poczatkowy
rozwiazanie problemu odwrotnego w bazie wielomianowej (1=0,1,...10)

doktadny wynik:
warunek poczatkowy byt x(x-1)(x-1/4)

1.04 —

01.00 —

004 —

.08 —




,2upodabnianie si¢ funkcji bazowych”- nie jestesmy bez wptywu na uwarunkowanie problemu
— mozemy wybrac bazg tak, aby efekt zminimalizowac

wielomiany cos(nmx) gaussowska wielocentrowa
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Rownanie adwekcji — dyfuzji (schematy jawne)

Ut = Du T —|— VU wystepuje np. w mechanice ptynow 1 pytow
w transporcie ciepta itd. D=0

Euler: przedni czasowy, centralne przestrzenne:

U}”H =Uj +r (an—l + U — QU]n) T % ( 4L T Jn—l)

Ddt vdt
o = ——
"= dx? dx

schemat: bezwzglednie stabilny gdy czysta dyfuzja v=0 oraz r <1/2
: bezwzglednie niestabilny gdy czysta adwekcji D =0
: dla adwekcji widzieliSmy, ze obecnos¢ niezerowego D stabilizuje schemat

posortuymy wyrazy w powyzszym rownaniu wzgledem indeksu siatki przestrzenne;j:

mn T T Qv n
U = (= YU+ (1= 20007 + (4 5) U



rownanie AD, schemat Eulera

U] +1 = (T— §)U]_1 -+ (1 — 2T>U] -+ (T"‘ E) j+1

zgodnie z zasada max: schemat bedzie stabilny jesli ....



rownanie AD, schemat Eulera

U] +1 = (T— §)U]_1 -+ (1 — 2T>U] -+ (T"‘ E) j+1

zgodnie z zasada max: schemat bedzie stabilny jesli 2> 7 > | (04 | /2

Ddt vdt

— o = —
" da? dx

aby schemat byt stabilny: ktory efekt
ma by¢ dominujacy: adwekcja czy dyfuzja ?7?



rownanie AD, schemat Eulera

U] +1 = (T— §)U]_1 -+ (1 — 2T>U] -+ (T"‘ E) j+1

zgodnie z zasada max: schemat bedzie stabilny jesli 2> 7 > | 04 | /2 (przewaga dyfuzji)

Dt vdt

= — oy = ——
" da? dx

lv|dax
— <

P.| = >~
2D

1

liczba Peclet’a (komorkowa liczba Reynoldsa)

podobny wniosek otrzymamy dla normy euklidesowej stosujac analiz¢ von Neumanna

1) zauwazmy — krok czasowy nie ma wptywu na stabilnos¢

jesli predkos¢ unoszenia duza w porownaniu ze stata dyfuzji:

siatka przestrzenna bgdzie musiata by¢ bardzo drobna. Zazwyczaj tatwiej zgodzi¢ si¢
na drobne dt niz na drobne dx ze wzgledu na ograniczenia pamigciowe.

2) jesli D=0 (czysta adwekcja) — schemat niestabilny



Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzal si¢ schemat upwind : (dla a>0)

wy = Duy, + vuy,

Ut =UF +r (U + U} —207) + o (U — U

U;”H =rU" 1+ (1 =2r—a)U + (r +a)Uj% 4

zasada max:



Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzal si¢ schemat upwind

wy = Duy, + vuy,

U;"H:U}”+7“(U}I_1+ }L+1_2U;L)—|—()g( JTL+1_UJTL)

n+1 n n n
U™ =rU  +(1=2r —a)US + (r + a)Ujy,
zasada max: » > 0 (jest), r +o = 0 (jest bo v>0) oraz 2r+a <l

warunek znacznie mniej restrykcyjny niz dla Eulera

B Ddt vdt bo:

dx2 dxr stabilno$¢ mozna zapewni¢ matym krokiem czasowym
Dla dowolnej siatki !

Czy odnajdujemy znane warunki stabilnosci dla
czystej dyfuzji i czystej adwekcji ?



Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzal si¢ schemat upwind

wy = Duy, + vuy,

Ut =UF +r (U + U} —207) + o (U — U

U;”H =rU" 1+ (1 =2r—a)U + (r +a)Uj% 4

zasada max: » > 0 (jest), r +o = 0 (jest bo v>0) oraz 2r+a <l

warunek znacznie mniej restrykcyjny niz dla Eulera

B Ddt vdt bo:

dx2 dxr stabilno$¢ mozna zapewni¢ matym krokiem czasowym
Dla dowolnej siatki !

odnajdujemy znane warunki stabilnosci dla
czystej dyfuzji 1 czystej adwekcji



problemy z przewaga adwekcji 1 v zmieniajacym znak (o zalezne od potozenia)

v>0
U]n+1 = U +r (UL + Uy, —2U7) + a (U}, - UY)

v<0

an+1 =Uj +r (an—l + U4 — QUJn) Ta (Uﬂn B Jn—l)

co, mozna zapisa¢ jednym wzorem: (z unikni¢ciem instrukcji warunkowe;j)



problemy z przewaga adwekcji 1 v zmieniajacym znak (o zalezne od potozenia)

v>()
U™t =07 +r (U + Uy = 207) +a (U = UY)

v<0

an+1 =Uj +r (an—l + U4 — QUJn) Ta (Uﬂn B Jn—l)

co, mozna zapisa¢ jednym wzorem:

Uj+1:Uj+§(Uj_ —2U7 + J+1)+§( r = UM )

J+1 J—

Z /8 = 2r + |O§ | —> tzw. schemat z r6zniczkowaniem pod wiatr

uwaga: w schemacie upwind: czynnik dyfuzji wzrasta o extra |o|/2
(pojawia si¢ dyfuzja numeryczna) (w centralnym ilorazie sztucznej dyfuzji nie ma
1 to jak widzieliSmy powdd niestabilnosci schematu dla czystej adwekcji)

centralny (bez numerycznej dytuzji) :

U]TH_l — an +r (U]n—l + jn-|—1 — QU;”) + % ( Jn-|-1 - Jn—l)



Ut =— D Uz _|_ VUy Przyktad: problem z przewaga adwekcji
D=0.01, v=1

warunek poczatkowy: u=1/2 dla x<1/2

<— rozwiazanie doktadne
dyfuzja: widoczna w lekkim zaokragleniu
nieciagtosci dla t>0

upwind 6 — 2r + |05|

dt=0.025, dx=0.05 Dt
a=0.5, r=0.1 p=— g = vdt
dz? dr

widac¢ znacznie przesadzong dyfuzj¢

iloraz centralny (bezwzglednie niestabilny)
wida¢ generacjg niestabilnosci
(antydyfuzja = zaostrzanie kantow)

B

aby zniwelowac¢ dodatkowa (numeryczna dyfuzj¢) dla schematu upwind
- mniejszy krok czasowy czy mniejszy krok przestrzenny ?



Nieliniowe rownania paraboliczne

Dla rownan liniowych (np. dyfuzji, dyfuzji+adwekcji)
schematy jawne sprowadzaja si¢ do wykonania wielu podstawien w kazdym kroku
niejawne prowadza do uktadu rownan liniowych.

Zastanowimy si¢ jak rozwiaza¢ rOwnanie nieliniowe.
Ut — f(xa ta U, Uy, uSL‘iU)

schemat niejawny, jednopoziomowy, centralne przestrzenne
przedni czasowy, wazona prawa strona (dla 6=1/2 - CN),

Un—l—l _yn U'{L—l—l Un—l—l Un—|—1 + U';"?,.—I—l o 2U7"?,.—|—1
J J . n+l1 “j+1 J+1 j—1 J
= O0f(jAx,( DAL, U™, : 5
Al JGAD, (n+ DAL U, === G
Ur,, —UP, UPy +UR | =207

+(1 = 0) f(jAz, nAL U, oAy A’I‘2

wezmy nieliniowe rownanie dyfuzji

Uy — (um)mg na m=1 si¢ juz znamy



m=1

u(x,t=0)=exp(-x%/25), pudto (-30,30), Ax=1, At=.1

dyfuzja nieliniowa

zwykla dyfuzja CN



U = (um)xac

warunek poczatkowy oraz niejednorodnos¢ w chwili poczatkowe;

= do wyjasnienia réznic w rozwigzaniu

m=1

Prawa strona roOwnania p=t

"9

mowi tutaj: ,,rosnij

06+

0.4+

,,nie zmie7iaj sig!”
N\

.20 -20 -10 0

S02+

0.4+

/7

,malej!”

10 20

m
u

XX

20

0.5

24

widzimy, ze krance pakietu =
bez zmian. btyskawiczne sttumienie
maksimum, wyréwnanie brzegow



Nieliniowe rownania paraboliczne

Ut = (um)x:c

l

U;r,—l—l o UJn _ 9 (U;:‘_ll)m’ + (U‘;l__‘_ll)m/ _9 (U;l__kl)m,
At Ax?
Vi) + (U7)" ~2 )"
(1-9) ( Ax?

|

zapiszemy jako uktad rownan nieliniowych

n n A t n Tr n Tr n T
F(Umt) = UPT -6 [((Ujjll) =2(U )T+ (U )}
At

Up — (1= 0) 0 [(U)" =2 (U)" + (U7)™)]
dla 6=0 — jawny schemat — nadal forma

podstawieniowa (nawet dla nieliniowego rOwnania)
dla 60 — schemat niejawny — metoda Newtona lub iteracja funkcjonalna



CN + iteracja funkcjonalna

U = (um)xac

(2

u_:;z—l—l — u;g, 4 At [ (ufﬂ) m 4 (u?_l)m _9 (u;}.)m 4 (u;i:-ll)m 4 (u;?:l—ll) mo 9 (u_:r_z,.—l—l)m}

2Ax2

pierwszy krok czasowy,

uzgodnienie punktu w centrum x=0
1.000

1.000

0.990 0904

0 980 0.996

0.994
0.970

0.992

0.960 0.990 | | | |

\
4 i 12 6 20
iteracje




nieliniowe rownanie dyfuzji CN,
zbieznos¢ iteracji funkcjonalne;j
punkt centralny, pierwszy krok czasowy

(000 @ m=5 r.ool

1 At=.2

0980 0.996

0960 0.992

90 - 0.968

0.984

0.920 —

0.980 | | | |

\
0.900 | | | | | 4 8 2 () 20
4 § 12 16 20 iteracje

iteracje

widzimy, ze iteracja funkcjonalna nie rokuje dobrze
dla zbieznosci rownania nielintowego przy dluzszym kroku czasowym



jesli z iteracja ktopoty
moze zastosowac schemat jawny zamiast CN ?

At=0.3, 100 krokow samouzgodnienia iteracja funkcjonalna

. T J J U U J g g

(Y Y Y Y Y Y s e o |

0 50 100 1510 200 250 300

Zaczyna si¢ dobrz{Ae

pojawiaja si¢ wartosci 10 po czym pakiet zanika



A moze schemat jawny zamiast CN ?

At=0.3, 100 iteracji
CN
. JJ J U U g g ]

(Y Y Y Y Y Y s e o |

0 50 100 1510 200 250 300

150 200 250 300

I schemat jawny

pojawiaja si¢ wartosci 10'* po czym pakiet znika

1) niejawnos$¢ schematu jest potrzebna

2) iteracja funkcjonalna si¢ nie sprawdza — metoda Newtona



metoda Newtona dla nieliniowego rOwnania dyfuzji

n n A t n T n T n T
F U = Upt - ()" =2 )"+ ()"

n At n m n\ M n m
_Uj _(1_9)m [(( j—l) (U ) ( j+1) )}

rozwiazania schematu dla n+1 kroku czasowego
spetniaja uktad rownan nieliniowych: F(U™1)=0

F(U"™") = F(V") + Fuur: (VF) (U = VF) 4 O(||U ! = VF[]?)
. A
rozwinigcie Taylora

przyblizony wektor U! w k-tej iteracji
n+1 — znaczy n+1 chwila czasowa

Fyni: (VF) (U = VF) = —F(V")

uktad rownan lintowych na poprawg¢ przyblizenia

Vi E=Vhp(Un1-VK)



metoda Newtona dla nieliniowego rownania dyfuzji

Fyni: (VF) (U = VF) = —F(V")

U,=U,=0
OFy OF;
[ I,T??,—{—l et I Ir?'}!.-—{—l
C)[/l ()(}J—]_
Fynt1 = +— macierz Jakobiego
OF 7 1 OF 5 1
purtt o guntt
J-1
F.(U'n-—l—l) — U'n.—l—l — 0 At ( 'n..—l—l)'m’ _9 (U'n.—l—l)m’ 4 (U'n—l—l)'m’
j = Y A2 j—1 j j+1
[n 1 0 At n m 2 (U™ m n m
U7~ (=0 ()" —2 )" + (U)™)]
) 2me At L m—1
Fii (V) =14+ —= 75 ()
. |8 . . y /HAt . m—
m. Jakobiego: trojprzekqtniowa F;; . (V") = —”)A? (Ve



Wyniki [CN] dla pierwszego kroku czasowego
1000 @

10 e M=
I iteracja funkcjonalna A=
0.990 — 0,996 —
| m=> 0992 -
0.980
0988 —
0.970 0.984 —
I —
0.960 4 B 2 6 20
iteracje
Metoda Newtona: Metoda Newtona:
| 1 | 1
2 0.970743147366556 2 0.9922461168083
3 0.970376491139719 3 0.992246116808




Wyniki [CN] dla pierwszego kroku czasowego

1,960 - At=2

0.960 —
0.940 —

0.920 —

0.900 171

m=5 iteracja funkcjonalna '’’’ ¢

4 8 12 (]

20

m=1
0996 - At=.2

0.992 —
0988 —

0.984 —

0,980 T ‘ T ‘ T ‘ T
4 § 12 16 20

iteracje iteracje
Metoda Newtona: Metoda Newtona:
1 1 Roéwnanie liniowe = zbiezno$¢ metody Newtona w jednej iteracji
2 0.949526520122893
3 0.947925874533601 1
4 0.947923849482469 2 SUIEORIEED

3 .98466247689



m=35, dt=1 z iteracjag Newtona

20

20 —
\ \ \ \ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Whniosek: aby rozwiazac¢ rOwnania nieliniowe z rozsadnym
krokiem czasowym potrzebna jest metoda niejawna

do rozwiazania nielintowych rOwnan schematu - iteracja Newtona

1000



Roéwnanie dyfuzji oraz dyfuzji-adwekeji — typowe paraboliczne (opisuje dazenie do rbwnowagi).

Dzi$§ zajmiemy si¢ typowym rownaniem hiperbolicznym (oscylacje: mechaniczne, elektryczne,
elektro-magnetyczne)
rownanie falowe (dla struny)

le%//\'_N \/ﬁb p

X+d% ’ (IT zasada Newtona F'=ma)
X
82’ . t
T, =T sin(a) + Ty sin(3) = p(x)dx lg(;/ )

sita naciagu struny 7 (kierunek poziomy):
T =T, cos(a) =T cos(/3)

p(:z:)dgj D?u(x,t)

T ot?

— tan(a) + tan(0) =



Réwnanie dyfuzji oraz dyfuzji-adwekeji — typowe paraboliczne (dazenie do rownowagi).

Dzi§ zajmiemy si¢ typowym rownaniem hiperbolicznym (oscylacje)
rownanie falowe (dla struny)

u(x,t)

x=l | — =
@/ \ —R \/{)p 5

p(x) , Oulx,t)
—t t = dx
an(a) + tan(3) T de—
1 8u’ B 8u’ ~ p(x) OPula,t)
o0 de \ox"TY 9T ) T T o
2, 2,
@ — i% C@;) — i (predkos¢ rozchodzenia
or? ¢ Ot? p(x) sig drgafi)



0*u , 0%
_ 22"

o2 Ox?

c — stale: Ogolne rozwiazanie dla nieskonczonego osrodka (d’Alamberta)

0 Cﬁ g—cﬂ u(x,t) =0
or " “or ) \or T or )M =

(e g8 dowolna funkcja
U (:C , t) e f ('CC T Ct) drgania rozchodzace si¢ bez zmiany ksztaltu
[brak dyspersji w rownaniu falowym]

2, 2,
0“u _ 2 0~u Liniowo$¢ rownania:

ot? ox?

F(u+wv) ,0%(u+0)
= C

2 ) > Ot? ox?
dav i 0“v
ot? Ox? zasada superpozycji




Liniowo$¢ rownania i zasada superpozycji:

Sygnatly rozchodza si¢ niezaleznie od siebie

F=exp(-(x-0.5+ct)?)
+exp(-(x+0.5-ct)?)

Sygnaly mijaja si¢ bez zmiany ksztaltu [(jedna fala przenika druga.]

poniewaz rownanie liniowe: jesli wskazemy baz¢ zupelng funkcji ze znanag
ewolucjg czasowa = problem rozwigzany
baza: mody normalne (fale stojace) (drgania wlasne)



baza: mody normalne (fale stojace) (drgania wlasne)

Dwupunktowe warunki brzegowe
u(0,t)=u(L,t)=0

x=0

Poszukajmy rozwiazan, w ktorych tylko amplituda (a nie ksztatt fali) nie zalezy od czasu:
u(x,t)=X(x)T R\

52 t=t1

— = " —

ot O I(t)=cos(w t+¢)=
Ccos(wt)+D sin(wt)

L &T) & X)),

[gdy gestos¢ struny zmienna ¢ moze by¢ funkcja potozenia]



Rownanie na czes$¢ przestrzenna fal stojacych (drania wiasne, drgania normalne)

d* X, () w2 ey @ exm
d.Iz - _CQ (x) Xn(x) T(t) a2 X(I) g =W

Dla ¢ niezaleznego od x:

? X, () ) k-liczba falowa, wektor falowy
= ko Xn () f=2m/ \ tutaj A dugosé fali
k=w/c

X (x)=sin(k x)

WB: spetnione, gdy X(0)=X(L)=0
k=nm/L
n Fale stojace:

[, = — )\, Miedzy warunkami brzegowymi
2" catkowita liczba potéwek dtugosci fal..




d*X, ()

772 — — /{JEX n (:E) warunki brzegowe: kwantyzacja k — kwantyzacja w
L T & EPX(@)
T(t) d2  X(z) dez2 7
X (x)=sin(k x), T =sin(w t), cos(w,t) C = r / 1%
k=nrm/L T oznacza naciag struny

k=w/c " O,=ck,

Wiemy, ze nizsze tony
przestrzenne drgania wlasne nie zaleza od c, daja struny o wigkszej grubosci [ p ].
ale czestosci tak.

Wiemy rowniez, ze
im silniej struna naciagnigta tym
wyzszy dzwigk.




Drgania wlasne dla zmiennej gestosci struny

d* X, (x) w?
da? _CQ(x)X”(x)

W przypadku ogélnym [c=c(x)] przyda sig¢ rachunek numeryczny. Wyliczy¢ X oraz o,

e(w) =\ To/ plx)

p(x)
d* X, () w? I

Dyskretyzujemy druga pochodna, liczymy X (x+dx)

W

Xo(x 4 Ax) = —Ax*p(x) =2 X, (2) — X, (v — Az) +2X,,(2)



Rownanie wlasne z warunkami brzegowymi: Metoda strzalow.

Xo(x+ Az) = —Ax?p(2) 22X, (2) — Xo (v — Ax) + 2X,.(2)

W — parametr rOwnania
o — doktadna wartos¢ wilasna

w X, wstawi¢ warunek brzegowy
ale co wstawi¢ za X, 7?7 (dla rOwnania Poissona opisywanego dla metody Numerowa
to byt powazny problem)

dla drgan wtasnych wstawiamy cokolwiek
(rownanie wilasne jest jednorodne rozwiazania okreslone
co do statej multiplikatywnej )



Test metody dla p(x)=1
(L=1, T=1)

Analityczne: k =nm /L

k=l

_ Miejsca zerowe — |
wartosci wtasne
przy ktorych funkcje wlasne |
n spetniaja prawy warunek  _|
brzegowy

01234567 89101112
o lx



Przyktad: p(x)=1+40u(x-1/2)? (struna ci¢zsza przy mocowaniach)

4 T | T | T T T

0=0 — czgstosci wlasne rownoodlegle
Czestosci wlasne maleja z o (cigzsza struna)
duze o — czgstosci grupuja sie w pary

40

2

W kazdej parze: funkcja parzysta

1 nieparzysta.

Srodek struny — prawie niewazki,

na czestosci wptyw ma ksztatt funkcji
przy brzegach — a tam zblizony dla
kazdej funkcji z pary



Drgania wlasne a ogolne rozwigzania rOwnania falowego

Roéwnanie ogdlne:

0*u , 0%
—_— C
Ot? Ox?

Warunki poczatkowe:
u(x,t=0) oraz v(x,t=0)=du/dt

.\w Zadac’ Wyghylenie
g 1 predkosci
v

roztozy¢ warunki poczatkowe na drgania wtasne
problem zaleznosci czasowych jest rozwigzany



Drgania normalne a ogdélne rozwigzania rownania falowego

Roéwnanie ogdlne:
Warunki poczatkowe:

u(x,t=0) oraz v(x,t=0)=du/dt
0*u , 0%

o2 Ox?

W Zadac’ wyghylenie
| 1 predkosci

v
v
roztozy¢ warunki poczatkowe na drgania wtasne
problem zaleznosci czasowych jest rozwiazany

u(x,t) E cp, sin(k,x) cos(w,t) E sp sin(k,x) sin(w,t)

n=1 n=1

Ou(x,t -
M Z Crwy, SiN(k,x) sin(w,t) + Z Snwh Sin(knx) cos(wyt)

v(x,t) = P
n=1

n=1

w chwili t=0, za ksztalt struny odpowiadaja wspotczynniki ¢,
a za predkos¢ — wspotczynniki s,



Superpozycja drgan wtasnych:

>0 o0
u(x,t) = Z Cp Sin( k) cos(w,t) + Z sp sin(k,x) sin(w,t)
n=1 n=1

u(z,t = 0) = g(x) Uwag_z?:.dla r(')wn.e_u’l

dyfuzji 1 adwekcji warunek

poczatkowy byt tylko jeden
= h(x) czasowy rzad rOwnania byl = 1.

dt: Dla réwnania drugiego rzedu w czasie,
warto$¢ u(x,t=0) nie wystarczy dla jednoznacznego
E ¢, sin(k,x)

T L—

okreslenia rozwiazania.
L
' / sin(kp,x)dx x
0
h(x) = E Spwp sin(k,x) —_—
n=1

Warunki poczatkowe

o L
Cp = — / g(x)sin(k,x)dx
L Jo

2

L
Spn = Lwn/() h(JJ) blIl(knJ/)dJ,

L nma . . omma L . .
S11 ( —) SlIl( )dJ, = —Onm dla drgan wlasnych jednorodnej struny:
0 L L 2 Dyskretna sinusowa transformata Fouriera



rozklad na mody normalne

oo

g(x) = Z Cp sin(ky,x) naprzedziale (0,L)

n=1

Rozwini¢cie w szereg Fouriera:

g(x) = okresowa, odcinkowo ciagla z okresem T

50 nir
g i . i On — 2 —_—
g(x) = 5 + E (an cos(opx) + by, sin(o,x))
n=1
2 T
Ap = T / g (OS wna,)dcc Rozktad na drgania normalne a szereg Fouriera:
0

drgania podlegte warunkom brzegowym g(0)=g(L)=0.

dla naszego problemu L to dlugos¢ struny i nie ma

T
b, T g sm Wn T ) dr interpretacji okresu (na strunie miesci si¢ potowa dtugosci fali).
0



Warunki Dirichleta zbieznosci szeregu Fouriera

g(z) = % + Z (an cos(opx) + by, sin(o,x))

n=1

Rozwinigcie Fouriera zbiezne w sensie jednorodnym
N 2
ao

]&im / g(x) — 5~ (@, cos(opx) 4 by sin(opx))| de =0
—00 |

n=1

oile g(x) 1) catkowalna w kwadracie
2) odcinkowo ciagla » rozwini¢cie Fouriera dazy do g(x) ,,prawie wszedzie”

tzn. poza punktami dyskretnymi punktami
(rozwinigcie Fouriera jest wszedzie ciagle!)

Twierdzenie Dirichleta: W punktach nieciagtosci szereg Fouriera zbiezny
do g(x)=[ g(x-0)+g(x+0)]/2

tw. Dirichleta nie rozwigzuje wszystkich problemow



dla struny: pewien praktyczny problem z kanciastymi (nier6zniczkowalnymi)
warunkami poczatkowymi.

1
Fala prostokatna
-1

g(x) = % + ; (a, cos(opx) + by sin(o,x))
1 v

a, = —/ g(x) cos(wpx)dr =0
L

N—

| N =L dla n nieparzystego
bn = E/ g(z) sin(wnr)dr = { 0 dla n parzystego

4 [ sin(3x sin(Hx
g(;r;):—(s111(;v)+ ; >+ é )+>

W punkcie nieciggltosci = [g(0-)+g(0+) ]/2=(-1+1) /2=0



)= 2 T

n=0
N=5

N=15
N=55

Nad nieciagtosciag wartos¢ schodka
przestrzelona o okoto 18%

\4

Na PC pracujemy ze skonczonymi bazami:

N=15

N=55 Rownania rozniczkowego przez rozktad

N=100 Ziawisko Gibb warunku poczatkowego na drgania wlasne
— jawisko Gibbsa

nie rozwigzemy doktadnie, jesli
ten jest nieciagly.
w=0.08949 (stala Wibrahama-Gibbsa)

00 02 04 0.
X




Na PC pracujemy ze skonczonymi bazami...

Zbieznos¢ szeregu Fouriera w sensie bezwzglednym

g(x) = % + ; (a, cos(opx) + by sin(o,x))

Szereg jest bezwzglednie zbiezny jesli mozna go obciqc na pewnym wyrazie
rozwinigcia:

O
@, | + |bn] < o0
— L
n=1
Rozwiniecie fali prostokatnej nie jest bezwzglednie zbiezne: |+
| f: 1 1_g(x)-schodkowa,bn
E 5 1 = OO  Bo ogdlny szereg n—1 AN + b .
n=1 n harmoniczny jest rozbiezny 9
To)zexpl-x) a2 |
| & *, N
L 4= ++ +.|.+++
Whniosek: w skonczonej bazie funkcji wlasnych mozemy 0 + bttt
PR

rozwiazywac tylko problemy z warunkiem poczatkowym,
ktorego rozwinigcie w szereg Fouriera jest bezwzglednie zbiezne

0 020 30 40



Metoda r6znic skonczonych = uwalnia nas od problemu rozktadu na drgania wlasne

0*u , 0%
= C —-

o2 Ox?

Rozwiazanie numeryczne: dzielimy strun¢ na N fragmentow,
dla kazdego z nich rozwiazujemy rownania Newtona

(zabieg odwrotny do wyprowadzenia rOwnania rozniczkowego)

dr
V=—
dt
v(X,t) - predkos¢ a= CZ_\; —

u(x,t) - wychylenie

z rbwnania falowego:

uw(r + Az, t) +ulx — Ax,t) — 2u(x, t
e U )+l — A t) = 2




Schemat Verleta (popularny dla symulacji dynamiki molekularnej)

\Y V = @
'/ dt Schemat Verleta
mo A&V F Phys. Rev. 159, 98 (1967)
Fos S e

Pomyst: rozwinac potozenie r w chwili ¢+ At 1 --At w szereg Taylora

dr(t) Ld?r(t) 5,  1d%c(t) , A
— - At? + = A A
r(t 4+ At) =r(t) + g At+2 s t +6 o t> + O(At")
1 1 d>r(t
r(t 4+ At) = r(t) + V(1) At + 5a(t)At2 + 2 d’;g >At3 + O(AtY)
1 1 d’r(t
r(t — At) =r(t) — V(t)At + §a(t)At2 - c d];g >At3 + O(AtY)

tylko o jeden rzad
r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + a(t)At* + O(At")  mniej dokladny niz RK4




r(t + At) =2r(t) — r(t — At) + a(t)AtQ — O(At4) Schemat Verleta

Jesli chodzi nam tylko o tor ruchu: §wietny schemat.
Nie uzywa predkosci, ale ta czgsto potrzebna potrzebna:
np do wyliczenia energii, ale rowniez : sit (np. oporu, Lorentza)

jesli sity niezalezne od predkosci, a informacja o nich potrzebna jest do innych celow
mozna - wykonac krok do t+At, a potem

B B rzad btedu wyzszy,
V(t) = r(t + At) —r(t — A) 4+ O(A#2) «———  weiaz dokladnie dla ruchu
2Nt jednostajnie przyspieszonego

a state migdzy t a At

jesli sity zaleza od predkosci: nie wykonamy kroku do t+At, mozemy co najwyze;j:

t) —r(t — At _
V(t) = () rA(t ) + O(At)  kiepsko: wynik doktadny tylko dla a=0




predkosciowa wersja schematu Verleta
(dajacy predkosci jednoczesnie z potozeniami)

Potozenia — poswiecamy jeden rzad doktadnosci:

r(t+ At) =r(t)+ V(1) At + %a(t)AtQ + O(AF)

Potrzebny przepis na predkos¢ w chwili t + At z btedem O(At?):

Rozwina¢ r w Taylora wzgledem punktu t+ At:

1 ‘
r(t) = v(t+ At) = V(i + A)AL+ sa(t + AL)AL* + O(AL)

Dodac¢ stronami:

V(t+ At) =V(t) + %(a(t + At) +a(t)) + O(Ar)

Wzory podkreslone na czerwono — Verlet predkosciowy.



r(t+ At) =r(t)+ V(1) At + %a(t)AtQ + O(AF)

V(t+At) =V (1) + %(a(t + At) +a(t)) + O(At?)

Verlet predkosciowy

VIt + At/2) = V(1) + %a(t}

r(t + At) =r(t) + AtV (i + At/2) « Inny (popularny) zapis wzorow w

czerwonej ramce

V(t+ At) = V(t+ At/2) + %a(t + At)

uwaga: jesl sity (przyspieszenia) zaleza od predkosci
ostatnie rOwnanie jest niejawne



Rozwigzania numeryczne 1. (laboratorium)

L=1 u (x’ 0
u(x,t=0)=exp[-100(x-0.5)]

v(x,t=0)=0

10

I Ve 1 . J
t

Odbicie ze zmiang

fazy (idzie gora , wraca dotem)

v(x,1)
|

N
N ./;/
\\\ .
N/
T 71 [ [ [ T
u L] O O Y o

"
cCO SO O



Rozwigzanie numeryczne 2.

Moze si¢ swobodnie

: rzesuwac po mocowaniu
Swobodne warunki brzegowe: P P
na brzegach na strung nie dziata zadna sita pionowa:
Warunek brzegow
gowy au

Neumana (na pochodna) ‘ — 0
zamiast Dirichleta Ox (z=0,1)
(na warto$¢ funkcji)

o Odbicie bez zmiany fazy: idzie gora, gora wraca

0.80 —

0.60 —

040 —

020 — \%

LR I e e L E

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00




energia drgania:

dE = : (z)dav?(z,t) + 1Td Ou 2
= —p(x)dzv*(x,t) + =Todw
2" | 2" Ox

kinetyczna Potencjalna: odksztatcenie struny
Dla p(x)=p

1 L 1 L7 ou\?
E=—- v (. t)de + =T, — | dx
2,0/00(1,,)1/%—20/0 (&L) X

Dla pojedynczego modu wlasnego U ( T IL) — gin ( /fn .L) sin ( ant>

2 L L2 L
B = 7”’ p cos” (wpt) / sin® (kpx)dx + ?”TO sin® (w,t) f cos” (kpa)dax
0 0

2 2
W, L k L o=k
I 7”,0 COS2 (u)nt) 5 —+ fTO SiIIQ (u)nt) 5 Tozpccz
L

B —

4 calkowita zachowana

(]‘u C) 2 P (COS2 (wnt) + SiIl2 ((,dnlf) ) <— Kinetyczna na potencjalna si¢ zmienia,



Analiza chwilowa drgania

>0 o0
u(x,t) = Z Cp Sin( k) cos(w,t) + Z sp sin(k,x) sin(w,t)
n=1 n=1

Rozwiazujac roGwnanie falowe schematem Verleta mozna z zaleznos$ci czasowych
wydoby¢ czgstosci wlasne bez konieczno$ci rozwiazywania rownania wlasnego

Gdy drgania thumione - czgstos¢ przestrzenna modow wlasnych nie ulega zmianie
(zobaczymy), ale czasowa — tak.

Analiza chwilowa drgania na podstawie wychylenia zaleznosci potozeniowych =
wychylenia g(x) 1 predkosci A(x) w danej chwili.

2 L
Cn — T kn d
7 /0 g(x)sin(k,x)dx

L
Sy, Lwn /0 h(x)sin(k,z)dx




Rownanie fali ttumionej

(9221, 9 82?1, du a > 0 = stala thumienia
—= C 20— ¢ niezalezna od polozenia

o2 Ox? dt

Opory zwiazane z predkoscia struny [np. powietrza]

Warunki brzegowe u(x=0,t)=u(x=L,t)=0
Warunki poczatkowe u(x,?) oraz v(x,t).

Mody normalne dla fali ttumione;:
Poszukajmy rozwigzania metoda separacji zmiennych u(x,t)=X(x)1(t)

XT"=cX"T —2aT' X/ : XT

T// | 2 CLT/ CQ X /! . cze$¢ przestrzenna bez zmian!
T T T x ~ Y "X, () =sink,0)
k =nm/L

k=w/c



"7 24T’ 5 (mrc> 2
Czes€ przestrzenna: — = — W' = — | —
T " L

T

T" +2aT" +w>T = 0

wstawiamy 7=exp(rt), rtOwnanie charakterystyczne: exp(rt) [ r’+2ar+w ?] =0,
szukamy rozwigzan na r
mozliwe przypadki: 2 pierwiastki rzeczywiste, jeden podwojny, obydwa zespolone

Warunki poczatkowe: T’ (t — O) — () Struna spoczywa w chwili poczatkowe;j

T(t — O) — ] Rozwiazanie okre$lone co
do statej multiplikatywnej (rownanie jednorodne)

n

wn < a: exp(—at) |cosh ( a? — th) + ———sinh ( a’ — uﬂf)]

S22
a=—wsy

T.(t) =< w,=a: exp(—at)[l+ at]

wn > a: exp(—at) ¢ gin

L | \/ w2 —a?




wp < a: exp(—at) |cosh ( a’ — w,{t) + ———sinh
(~a) | -
T,(t) = § wn=a: exp(—at)[l + at]
w, > a: exp(—at) |[cos ( w2 — a.2t) + — sin (
@, = ncw/L
L=1,c=1, W= nnw
Stabe thumienie a<m a=8, wl 1 w2 = ,,przettumione”
- 51 pozostate ,,ttumione”
a=1 .
. 1.0
Drganie
Z®
1 0.5 F - 0.8
= 00 / \ | 1 |- —
— \ — 04
l—
0.5 F -
' 0.0
1.0
0 1t 2 3 4 5 b
. . -0 .4 '
Poza zanikiem drgania 0 1 )
widzimy zmniejszenie czgstosci . : .
Najpierw zgasng wyzsze tlumienia




Rozwiazanie rownania fali thtumione;j

0? 0 d
L= c2—u — 2a—u

ot AR dt

rozwiazanie ogodlne:

”IL(IL', f) — Z CnTn(t) SiIl(/fnfL')

n=1

Polozeniowa analiza Fourierowska
- rozktad na mody normalne w danej chwili : Cn(t)

= ¢z€S¢ przestrzenna nie zmienia si¢ pod wptywem tlumienia.

o0
L
, (e o , L
u(x,t) = Z Cn Sin(ky, ) cos(wnt) / u(x, t) sin(k,x)de = Cnsy cos(wpt)
n=1 0

o0

v, t) = —wy, Z Cp sin(kpx) sin(wpt)

n=1 \
aby wydobyc¢ cn : drugie rOwnanie

w 0goln0501 wydzielimy przez @,, podniesiemy
zalezne od czasu

L
L
/ v(x, t)sin(ky,x)dr = ~Wnlng sin(wpt)
0

w kwadracie 1 dodamy



2

9 L 2 9 I
Cr = (— / u(w,t) Sill(flfn:l?)dx> + (— / vz, t) sin(kw)dx)

2
,],,2 o Ch
udziat wzgledny: 'n — 0 5
Zm 1 Cm
Przyktad: L=1 E=K+P (kinetyczna-+potencjalna)

W chwili poczqtkowej pakiet f(x, t=0) =exp(—] 00(x-0.5)%)

X

- <> >v

a_40 i% < @ |
a=8 i . .
@ Spadek E najszybszy gdy K najwigksze

T T T T T T T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35




Parzyste n nie wnosza przyczynku (symetria)

0.03

a=0.5 0.02
Y

0.00

wp < a: exp(—at)

Wy = a: exp(—at) [1 + at]

wp > a: exp(—at)

cosh ( a? — w?lt) + ¢ __ sinh ( a? — wit)l

[02 _ 02
a“—wp

cos ( w2 — aQt) + ———sin ( w2 — aQt)]

Wi —a

Wszystkie mody
ttumione réwnie
silnie

47

<« oscylujacy udziat
modow normalnych

<« 1m wyzsze ®, tym
bardziej staly
wzgledny udziat



a=4, wigksze tylko od o,

.00

0.80

0.60
0.40

0.20

0.00

0

a=12
wicgksze
od W, 1,

—




Laboratorium: R. hiperboliczne z niejednorodnoscig:
Drgania tlumione z sila wymuszajaca

F Sita przylozona punktowo

0% u 0%u ou

OF2 — o2 o QCLE + CLF(J,’ IL)‘* niejednorodnos¢

0 w pozostalych punktach

-

wymuszenie periodycznie zmienne

o) = { S da 2=



Dla t=0 struna spoczywa (v(x,t)=0)w potozeniu rownowagi (u(x,t)=0)

Predkos¢ dzwigku = 1 Sita przylozona w $rodku struny x,=1/2

a=1
w=0.57t

W=2T

\ u(x,t)

- - - -

\
4 5 b 1 § g 10

pojawia si¢ ,,stan ustalony” = drgania periodyczne.

B

l 3 4 5 b 1 §
Cczas

W stanie ustalonym ruch jest periodyczny z okresem
sity wymuszajace;.



Stan ustalony a energia struny

Srednia energia w stanie ustalonym:

1 f2
Sila przylozona w $rodku struny x,=1/2 < B >= t— 1 / E(t)dt.
2 — 11 Jy,
Rezonans
T I [ I I I
n=1 = |
n=2 !

Brakuje w,_??

0123456738910
Wolpi




Stan ustalony a energia struny

Sila przylozona w Srodku struny x,=1/2

n=1

n=2

Brakuje w,_??

W srodku
studni = wezet

dla parzystych n

Srednia energia w stanie ustalonym:

1 2
< FE > / E(t)dt,

oty —t

Rezonans

<E>

0123456738910
Wolpi




<E>

Mody z parzystym n wzbudzone gdy punkt
przylozenia przesuna¢ ze srodka

T I T I T I T I T I T I T I T I T I T

0= | - 05 't
b

Krzywa rezonansowa w przyblizeniu opisana
przez sumg funkcji Lorentza

o0

N c;
XO = 04 s(w) = ; (w —w;)? + (a/2)?

! I ! I ! I ! I ! I ! I ! I ! I ! I !
, 2 2
W; = \/w@- —a

012345678910
Wlpi

Sita sprzezenia = kwadrat 9 . 9.
warto$ci modu normalnego w C; — Sl (Z?TZE O)
miejscu przylozenia sity:



Srednie energie stanu ustalonego a wzory lorentowskie

LI L L L L L L L L L L L L B B B B B L L B B L L L L L B
1= 1 171 1 1= 1

<E>
<E>»

X, 0.2

x0=0.45

05

012345678910 012845 8T8 00 012345678910

0

0

Wolpi Wlpl Vi

Rezonans a stala tlumienia

<ED>

012345678810
Wolpi



Laboratorium 2: odbicie pakietu od granicy oSrodkow

ot p(x) 0x?
u(x —Vt) = exp(—100(;c — Vt —1/4)%)

AN

V=2

@_ I 0%u (x) = 1dlax <2
PAY) = po dla > =
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potozenie
10

Po
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Czes¢ energii, ktora
pozostaje po lzejszej stronie struny p=1

po odbiciu )
1—+/po
1++/p0

30r

lewa czes¢ struny

czescC prawa

N
energia

RN
o
I

8001020304 05
t



Domena zaleznosci (Domain of Dependence)
i kryterium stabilnosci CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

=
~~
~~
~—
|
3
_i_
O
~~
~~
|
~~
—

domena zaleznosci:

tylko zdarzenia z trojkata ograniczonego
charakterystykami moga

mie¢ wpltyw na rozwiazanie w punkcie P



kryterium stabilnosci CFL

Numeryczna domena zaleznosci (Courant-Friedrichs-Lewy)

[NUMERYCZNA PRZESZE.0SC]
Pu 0%
—_— = T —
Ot2 Ox?

schemat Verleta dla przyspieszenia danego przez prawa strong rOwnania:

u(jon +1) +uion = 1) = 2u(jn)  yuli+ Ln) +u(j - 1n) = 2u(jin)

_ 2 A2
INE = N +O(A", Ax?)

w(j+1,n)+u(j—1,n)—2u(j,n)

u(j,n+1) = A
u(j,n+1)=rc N

_u(.]* n_1)+2UJ<]q n)+O(At4~ ACLQ)

n +1

czs | 00O N e \ ______________________

polozenie lil M\X [>< : /\ v

v




kryterium stabilnosci CFL

(pnlirqnf_FrindrichS_Lewy)

w(j+1,n)+u(j—1,n)—2u(j,n)
Ax?

w(j,n+1) = AL —u(j, n—1)4+2u(j, n)+O(At*, Ax?)

doktadna

cdt < dx

warunek: jak dla adwekcji

aby przekroczy¢ krytertum CFL (predkos¢ dzwigku): schematy niejawne
dla rownan mechaniki

standardowy schemat niejawny = schemat Newmarka

(dlaczego Crank-Nicolson si¢ nie stosuje?)



algorytm Newmarka (uogolnienie predkosciowego Verleta,
standardowy chemat niejawny dla rownan opisujacych uktady dynamiczne)

w Verlecie predko$ciowym 1 (t + dl) = (O +v (0 dt_l_ dtZ / 9 a ( l‘)

uzywamy
przepisow:

2y=1/2 v(t+dt)=v(t)+dt [(I-Ya(t)+ya(t+dt)]

Czyli: w Verlecie: jawna formula na potozenie, potencjalnie niejawna na predkosc
ta nie wystarczy dla bezwzglednej stabilnosci przy kroku czasowym cdt>dx (zobaczymy analiza v.Neumanna)

dla Newmarka: wprowadzamy niejawnos¢ (wazenie przyspieszen z terazniejszosci 1 przysztosci)
rowniez do wzoru na polozenia:

u(t+dt)=u(t)+v@)di+de/2 [(1-2B)a(t)+2Ba(t+dt)]

algorytm predkosciowy Newmarka

zrodto: WJT DANIEL, computational mechanics 20 (1997) 272

zrobmy z tego formute potozeniowa: bez predkosci, za to dwupoziomowa (t+dt) wzgledem t, t-dt
wyeliminowac predkosci : Zl



u(t+dt)=u(t) +v(t)dt+der/2 [(1-2B)a(t)+2Pa(t+dt)]

(*) v(t+dt)=v(t)+dt [(I-Yat)+y(t+dt)]

dla kroku poprzedniego=

u(t)=u(t-dt)+v(t-de)di+dr/2 [(1-2B)a(t-dt)+2Ba(t)]

dla kroku poprzedniego =

V() =v(t-dy)+dt [(I-Ya(t-dy) + ()]

u(t)=u(t-dt) +v(t)dt+dt?/2 [(1-2P)a(t-dt)+2 La(t)]-dt*[(1-Ya(t-dt)+ya(t)]
}
u(t)=u(t-dt) +v(t)dt+dt’/2 [(2y-2B—-1)a(t-dt)+(2B-2p)a(t)]

!
u(t-dt)=u(t)-v(0)de-de/2 [(212B-Da(t-d)+2B-2pa@)] | (+)

dodamy stronami gwiazdki aby usuna¢ predkos¢ ze schematu



u(t+dt) =u(t)+v(t)di+dt/2 [(1-2B)a)+2 Ba(t+dy)]

+ stronami

u(t-dt)=u(t)-v(t)dt+dr/2 [(-2y+2[+1)a(t-dt)+(2y-2B)a(t)]

l skasujemy predkosc¢

u(t-de)+u(t+dy)=2u(t) +de/2[2 Ba(t+dy)+(1-4B+2ya(t)+(-2v+2 B+Da(t-d)]

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt) +de*[ Ba(t+dt) +(1/2-2 f+Ya(t) +(-y+B+1/2)a(t-dt)]

algorytm Newmark = wersja potozeniowa, dwa parametry 7,3

dla porownania Verlet potozeniowy dla struny
2

0“u
u(t +dt) = dt2a—x2 + 2u(t) — u(t — dt)

wagi przy przyspieszeniu: +1/2-2B+y—y+B+1/2=1

(wszystkie wybory daja schemat, ktory w granicy matego dt redukuje si¢ do Verleta)
Newmark sprowadza si¢ do Verleta dla skonczonego dt gdy y=1/2, =0

rola 7y, B — zobaczymy jak si¢ sprawdzaja w praktyce



u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt) +de*[ Ba(t+dt)+(1/2-2 f+Ya(t) +(-y+B+1/2)a(t-dt)]

u(t+dy)=2u(t) -u(t-de)+de[ Ba(t+dy)+ aa(t)+ Sa(t-dt)]

jak wykonac krok czasowy?

sposob rozwiazywania zalezy od wyrazanie na a
dla struny:

g —pret 4 40 B(USR + U =207 +

j J j dr2 j+1

o (Ul + Uy =207 ) + 6 (U + U = 2077

Po przegrupowaniu wyrazow:
uktad réwnan liniowych z macierza trojprzekatniowa

stencil:



doktadny

T .
45@ dE L
X
35 N ..

=]

b dy 2 i
N
15 - 15

schemat Newmark MRS, struna

d=dX 01 weztdw

Verlet
(B=0.y=1/2) (B=12,v=172) = (B=1/2,v=1

7 g
. ’F\L
i )
i Rk =
1]}

0.4 1

dla dt=dx
najlepszy wybor

B=0, y=1/2
(Jawny, Verlet)




dla dt=dx

najlepszy wybor
B=0, y=1/2
(Jawny, Verlet)
10.00 —
widzimy eksplozje
Verlet T rozwiazania z maksymalna
dla dt=dx*1.01 zmiennoscig przestrzenna:

40,00
\ \ \ \ \

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Newmark jest po to aby przekroczy¢ kryterium CFL



101 weztow
rola 'y (dt=1.5dx, =0.5)

MRS: schemat Newmark
rola parametrow metody

B>0 — wynosi stabilno$¢ poza kryterium CFL,
kosztem generacji wyzszych czg¢stosci
przestrzennych

v>1/2 ogranicza
wzmacnianie
wyzszych czgstosci
kosztem dyssypacji
(zaniku catego pakietu)

v<1/2 — schemat jest niestabilny

zostawmy Y=1/2 (jak dla Verleta)
i manipulujmy 3




101 weztow MRS

poza CFL: dt > cdx
dt=1.5dx,

0
> >
2 o ZF 3
£ £ 8 B
) ) S N
7 >
S o m
L O e W
o2 = E N .
() nyc .en/
R - :I.rZ Jm.l.v
- @ m, ) < =
® P S 2 S N
=2 N .. T ‘N o
S Qw2 S SRS
n.SOhre > S
SZol-Jph Zn
-2 B saa

2OOOOOCD

12O

v=0.5, schemat staje si¢ stabilny dla >0.15

OO0




Projektowanie schematu Newmarka dla zadanego kroku czasowego.
dobra¢ minimalne 3 aby metoda byta stabilna dla danego dr ?
Bedziemy wiedzieli, ze po wyzsze B nie warto si¢gac.

analiza von Neumanna dla y=1/2

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt)+de*[ Ba(t+dt) +(1/2-2 B+Ya(t)+(-y+ B+1/2)a(t-dt)]

u(t+dr)-de Ba(t+dt) =2u(t) -u(t-de)+de[(1-2B)a(t)+ Ba(t-dt)]

Ansatz von Neumanna:

n __ \yn+l1l A0

)\2[1—265—2 (cos(kAx) —1)] = 2)\—1+j—:2 A1 —205)2(cos(kAz) — 1) + 32 (cos(kAx) — 1)]
dt? dt?
N1 —20—c =2\ — 1+ — [A(1 — 26)2c + [2¢
1- 25 LA = 20)bc + 52




dt? dt?

M1 — 283
dt? dt?
2 —_— — PR — —
A1 26d$2(3] 2A[1+ (1 —275) dxgd
dt*

deC

+1—283dt°c =0

A =41+ (1 = 28)—c]* — 4[1 — 23dt*c|*

dt? dt?
A = 4dt?c(2 + —c — 43———c¢
dt*c(2 + s 46@;2 ¢)

1+ (1— 26)(%26 + 4 Je(2+ (‘ii—i — 46(%22(3)

A\ =
1 — 28345

Sytuacja bedzie taka: dopoki A<O : 2 pierwiastki, 0 module nie wigkszym od 1
gdy A>0 metoda stanie si¢ niestabilna



(1—26)dt2Ci dt (2+Cdt2 _46dt2 )

\ —
| — 23c4L

-2<c<() zawsze

zeby pod pierwiastkiem liczba ujemna

potrzeba abyC:Z tQ | |
24+ ——c(l - 45) > 0 > — 4
JAP<1? 1 1
daje ten sam wynik
> —
!/ 4 " QCC‘fﬁ

B>1/4 — metoda stabilna dla dowolnego ¢ [ poniewaz ¢ < 0]

uwaga: mozemy sobie teraz
sprawdzi¢ stabilnos¢ Verleta dla df=dx oraz beta=0 , Ya+1/(2¢) <0 [ok.]




dobor beta zapewniajacego
stabilnos¢ schematu Newmark
w MRS dla zadanego kroku czasowego

. 0.15

dt=1.5 dx
1 1
> — 4 ;
& 4 2(:(31)&22




dobor beta zapewniajacego

stabilno$¢ schematu Newmark

w MRS dla zadanego kroku czasowego

1 1
> — +
f ! 2(:;&22
1/4
\
dt=dx

0.250

1/4

0.245 —

0.240 —

0.235 —

0.230 —

0.225

dt=15dx




struna, b. wiele
chwil czasowych

f d=15dx MRS, Newmark, y=1/2

B=.25

2200
! \ \ \

2000000000000000000000000000000000000.00 —

dt=15dx
B=.24

9999909000099999900000000000000000000.00 —

bo beta byla zbyt mata: |,

-999999000099999900000000000000000000.00 —

-2000000000000000000000000000000000000.00 ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20
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