inzynierskie metody numeryczne
D10/325, bszafran@agh.edu.pl

http://galaxy.uci.agh.edu.pl/~bszafran/
Konsultacje 8:00 — 9:30

cel przedmiotu: przygotowanie do pracy w zakresie
numerycznego modelowania zjawisk i urzadzen
stosowanego w zagadnieniach techniki (inzynierii) i nauki

symulacje obliczeniowe:

w technice: inzynieria obliczeniowa: modelowanie i symulacja zjawisk i dziatania urzadzen.
badania i optymalizacji proceséw produkcyjnych oraz produktow.

W nauce: interpretacja i przewidywanie danych doswiadczalnych,
zrozumienie obserwacji, przewidywanie nowych zjawisk.

Modelowanie naukowe/inzynieryjne: metody podobne, réznica w celu oraz obiekcie badan


mailto:bszafran@agh.edu.pl

Metody badan uktadow/zjawisk/urzadzen:

1)Metody teoretyczne (modele rozwigzywane scisle - analityczne)
ograniczone do prostych probleméw (w nauce — te czesto najwazniejsze)

2)Badania doswiadczalne:
nieodzowne i najwazniejsze dla nauk przyrodniczych i dla przemystu
czesto nie wystarczajg dla zrozumienia zjawisk
przydatne wsparcie ze strony obliczen scistych lub przyblizonych

3) Symulacje numeryczne
pozwalajg na rozwigzywanie doktadnych rownan z kontrolowang doktadnoscia
czesto do wykonania taniej i szybciej niz badania doswiadczalne
pozwalajg przesledzi¢ wyniki w funkcji dowolnych parametrow — petna informacja
o zachowaniu uktadu (modelu)



Tematyka wyktadu: rozwigzywanie ré6wnan rézniczkowych:
zwyczajnych i czgstkowych.

Rownania rozniczkowe — opis zjawisk wprowadzony w XVII - XIX w.

Problemy rozwigzywalne analitycznie — nieliczne.

[np. Réwnania dynamiki ptyndw znane od potowy XIX wieku Navier/Stokes
- od stosunkowo niedawna sg rozwigzywane poza najprostszymi

przypadkami]

Metody numeryczne — przyblizone i wydajne rozwigzania rownan.

-- niemal rownie stare jak teoria rownania rézniczkowych

Metoda Eulera — XVIII w. Metody Rungego-Kutty, Galerkina — poczatek XX
wieku. Kwadratury Newtona, Gaussa — stara historia

(odkrycie Neptuna — pofowa XIX wieku wynik symulacji numerycznej).

Nowsza historia: szybka transformata Fouriera, iteracje wielosiatkowe,
niejawne metody RK

Stosowanie metod numerycznych — ograniczone i zmudne przed
wynalezieniem komputerow.



Znaczenie modelowania numerycznego rosto i bedzie rosto
Z rozwojem sprzetu ...

Rok FLOPS
1949 EDSAC (lampowy) 102
1997 ASCI Red (symulator eksplozji jgdrowych) 1012
2002 NEC Earth Simulator (modelowanie klimatu) 103
2009 IBM Blue Gene / Q 101>

Pamiec
2kB

300 GB
10 TB
500 TB

oraz metod obliczeniowych (za M. Schaeferem, Computational Engineering)

Rok Tempo rachunkow
1970 Eliminacja Gaussa 1

1975 Metoda Gaussa-Seidla 15

1980 Nadrelaksacja 250

1985 Metoda gradientow sprzezonych 1k

1990 Metody wielosiatkowe 5k

2000+ Siatka adaptowana 50 k



Symulacje numeryczne -- z natury interdyscyplinarne

(matematyka, metody numeryczne, nauki sSciste,

konkretna dziedzina inzynierii / nauki + programowanie) - gdzie trzeba bede starat
sie podawac elementarng wiedze z zakresu fizyki opisywanych zjawisk.

Matematyka numeryczna

Informatyka
Symulacja numeryczne

Fizyka/Chemia

Dziedzina pochodzenia problemu (inzynieria/nauka)

Tylko w ujeciu inter — symulacje sg uzyteczne (interesujace)



Miejsce numeryki w rozwigzywaniu problemow

Problem (naukowy/inzynieryjny) Rozwigzanie

Dane doswiadczalne,

Analiza i

modele ! .
matematyczne interpretacja
Réwnania rozniczkowe / Weryfikacja i korekta warto$ci uzyteczne / mierzalne
warunki brzegowe modelu Przetworzona informacja ***
Generacja siatki,
dyskretyzacja (czasu / )
obszaru catkowania) Obrabka danych
Ukfady réwnan algebraicznych Algebraiczne algorytmy Rozwigzanie numeryczne
numeryczne ** (milion liczb) ***
programowanie ***

*wyktad (FDM,,FEM,BEM)
** wykfad (ten lub MN)

*** laboratorium



Tres¢ wyktadu IMN 1 — rozwigzywanie rownan rozniczkowych metoda réznic skoriczonych.

Program:

Zwyczajne jawne i niejawne schematy roznicowe do rozwigzywania rownan rdézniczkowych zwyczajnych.
Btedy schematdéw rdéznicowych, zbieznos¢, bezwzgledna stabilnosé, iteracja Newtona dla schematow
niejawnych. Automatyczny dobdr kroku czasowego. Problemy sztywne. Metody Rungego-Kutty.

Tabele Butchera. Dwupunktowe problemy brzegowe. Metoda strzatow. Liniowe metody wielokrokowe.

Rownania czgstkowe. Typy rownan. Metody iteracyjne dla réwnania Poissona.
Metody wielosiatkowe. Rownania Naviera Stokesa. ROwnanie adwekcji. Analiza stabilnosci schematéow.
Dyfuzja numeryczna. Schematy niejawne i wielopoziomowe. Schematy réznicowe dla rdwnania dyfuzji.

Problem odwrotny do réwnania dyfyzji. Szacowanie btedéw i adapacja kroku czasowego. Rownanie falowe.
Drgania wtasne, schematy Newmarka i Verleta.

IMNII -> metoda elementéw skonczonych



Literatura:

Butcher, Numerical Methods for Ordinary Differential Equations

Press, Numerical Recipes (The art of scientific computing).

Koonin, Computational Physics.

Quarteroni, Numerical mathematics.

Trefethen, Finite difference and spectral methods for ordinary and partial differential
equations.

Sewell, The numerical solution of ordinary and partial differential equations.

Evans, Numerical Methods for Partial Differential Equations

Weinberger, A first course in partial differential equations.

Solin, Partial Differential Equations and the Finite Element Method.

Zienkiewicz, Finite Element Method, its basis & fundamentals.

Lienhard, A Heat Transfer Textbook.

Sabersky, Fluid flow : a first course in fluid mechanics.

R.Grzymkowski, A.Kapusta, I. Nowak, D. Stota, Metody Numeryczne, Zagadnienia
Brzegowe

Schafer, Computational Engineering, Introduction to Numerical Methods



Laboratorium: staramy sie aby zwigzek wyktadu z laboratorium byt bliski

Tematy (za tres¢ odpowiedzialny — wyktadowca oraz prowadzacy ¢wiczenia
Kierownik laboratorium: mgr inz. Elzbieta Wach)

http://galaxy.agh.edu.pl/~ewach/imn.html



http://galaxy.agh.edu.pl/~ewach/imn.html

1.Schematy jawne i niejawne dla rownan rézniczkowych zwyczajnych
2. Czagstkowe eliptyczne rownania rézniczkowe

3. Przeptyw potencjalny

4. Przeptyw lepki

5. Réwnanie adwekciji

6. Réwnanie dyfuzji ciepta

7. Roéwnanie falowe



Zasady stosowane na laboratorium:

1.

Studenci otrzymujg 7 dni przed zajeciami szkic problemu do rozwigzania na laboratorium.

2. Pod koniec zaje¢ wysytajg prowadzgcemu kod zrédtowy oraz wymagane w tresci zadania
wyniki w formie ilustracji. Ocena realizacji zadania laboratoryjnego jest ustalana na podstawie
punktacji w tresci, poprawnosci przestanych wynikow oraz zrodta.

3. Student, ktéry do konca zajec nie uzyskat wynikow na 50% maksymalnej liczby punktow moze
dosta¢ wyniki oraz zrédto programu w formie raportu prowadzgcemu w ciggu 7 dni od zajec¢, z
maksymalng oceng do uzyskania 50%.

4. Studenci, ktérzy nie stawili sie na zajeciach bez usprawiedliwienia wykonujg samodzielnie
cwiczenia i przesytajg raport (oraz zrodto programu) prowadzgcemu w ciggu 7 dni od zajec, z
maksymalng oceng do uzyskania: 50%

5. Studenci, ktérych nieobecnos¢ na zajeciach jest usprawiedliwiona wykonujg samodzielnie
cwiczenia i przesytajg raport z zaje¢ (oraz zroédto) w ciggu 7 dni od ponownego pojawienia sie na
zajeciach i mogg liczy¢ na ocene 100% dla poprawnie wykonanych zadan.

6. Studenci z trzema i wiecej nieusprawiedliwionymi nieobecnosciami na zajeciach laboratoryjnych
nie mogg liczy¢ na zaliczenie przedmiotu.

7. Prowadzgcy laboratorium po stwierdzeniu, iz zrédto programu przedstawionego przez studenta
nie jest oryginalnie przez niego napisane, ocenia wynik realizacji zadanh z laboratorium na ocene
0%, ktora nie moze by¢ poprawiona.

Ocena koncowa: 75% laboratorium, 25% egzamin

Egzamin: konstrukcja schematéw, analiza ich stabilnosci



Réwnania rézniczkowe:
rownania funkcyjne opisujace relacje spetniane przez pochodne
nieznanej (poszukiwanej) funkcji

zazwyczaj dane rownanie rozniczkowe spetnia pewna klasa funkcji
dla jednoznacznego rozwigzania — konieczne wprowadzenie warunkow
poczatkowych i / lub brzegowych zwigzanych z danym problemem

czastkowe: funkcja wiecej niz jednej zmienna, np.: czas i potozenie
u

np. wychylenie u(x,t) struny w t
pofozeniu x i czasie t y
>
e ventona 28 @& T
ot? Ox?
dla struny

Typowy problem: znany stan poczgtkowy, zadanie: przewidzieC przysztosc

rdwnania czgstkowe: nie zawsze jedng ze zmiennych jest czas,
ale zawsze opisujg obiekty rozciggte



rownania rézniczkowe zwyczajne: jedna zmienna niezalezna
np. czas dla elementow punktowych, nierozciggtych

o
L:I::wu-J
R C L
d*q  dq  q(t)
ruch w polu centralnym LW + Rdt + 5= v(t)
d*x G'mM o .
Mm—s = ———5—= napieciowe prawo Kirchoffa
dt r . e :
rownanie liniowe drugiego rzedu
d?y _ GmM
Tar T Y (nieliniowe) réwnania Lotki-Volterry
% — Z(t) (a _ ﬁw(t)) z — populacja zajecy,
dt w— wilkéw
uktad réwnan nieliniowych . o—naturalne tempo
w wzrostu pop. zajecy
2 rzedu - prOblem poczatkowy E — w(t) (6Z(t) - ’Y) (pod nieobecnosc w),
po zadaniu x(t=0),y(t=0), y— zaniku wilkéw bez z
x’'(t=0), v’(t=0).
(t=0), y'(t=0) uktad r. 1 rzedu p. 6 —parametry
e oddziatywania populacji




zwyczajne zagadnienie brzegowe (zamiast czasu, potozenie w 1D
-element rozciggty opisany jedng wspoétrzedng)

zwyczajne rzedu drugiego lub wyzszego
+ warunki na funkcje i pochodne na korncach przedziatu

np. rownanie Eulera-Bernoulliego:
wygiecie jednorodnego elastycznego
preta pod wptywem roztozonego
obcigzenia w(x)

4
d u _ U = d_u — o lewy koniec: zamocowany
4 UJ(.’,U) dx i podparty
dx
d’u  dPu prawy koniec:

dr?2 dx3 —~ swobodny



Zaczynamy od rozwigzywania rownan zwyczajnych
1) prostsza analiza niz dla czastkowych

2) wprowadzimy pojecia zbieznosci, doktadnosci, stabilnosci itd.
przydatne do metod rozwigzywania rownan czgstkowych

3) jednaz metod rozwigzywania réwnan czastkowych
(metoda linii) - sprowadzamy réwnanie czgstkowe
do uktadu réwnan zwyczajnych



Metoda linii:

uktady réownan rézniczkowych zwyczajnych
- po dyskretyzacji przestrzennej czgstkowego rownania rézniczkowego

du ou , : .
— to— =0 «—— roéwnanie adwekgji
ot ox

u,(t)=u(x,t)

X4 X, X3 Xy Xg

centralny iloraz na pochodng przestrzenna

dun(t) B v’ltn+1(f) - Un—l(ﬂ «—— uktad N réwnan zwyczajnych

dt 2Ax




zwyczajne rownania rozniczkowe rzedu pierwszego [oraz ich uktady]

dy

warianty:

f(y7 t) — &(t)y(t) _|_ /G(t) T 1Lnki’r(:1\cllvyeréwnar'1

liniowych rozwigzuje sie
inna forma — nieliniowe analitycznie)

=0 —jednorodne

jesli f=f(t) (nie zalezy od y)

rozwigzanie
— catka nieoznaczona y(t) — /f(t)dt

jesli f=f(y) (nie zalezy od t)
rOwnanie autonomiczne
(nie podlega zaburzeniom zaleznym od t)



zagadnienie poczatkowe:

rownanie rozniczkowe + warunek poczgtkowy

dy

— = f(y.0 y(t = 0) = o

jesli f=f(t) rozwigzanie: catka oznaczona

y(t) = / FOdE - o



Réwnanie rézniczkowe zwyczajne dowolnego rzedu
mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan pierwszego rzedu

wystarczy jesli potrafimy efektywnie rozwigzac uktad rownan rzedu pierwszego

Pravlad: (1) = ¢+ y(t) + Y (t)

20 (f) U (z‘) Zmiana oznaczer
d:U (f)

t
d:1(f)

t

—_— 7. ( ZL ) Definicja traktowana jako
~1\t) . .
jedno z rownan do rozwigzania

= L’l(f) — 1t — L"L}(ﬂ

Rownanie na najwyzszg pochodng
- jedyne ,,niedefinicyjne”

elUBZBIMZOJ Op UBUMOJ pepINn



O koniecznosci numerycznego rozwigzywania RRZ 1R:

f( ) analitycznie rozwigza¢ mozna
dt Y uktad rownan liniowych. nieliniowe: na ogot nie.

ZazwycCzaj nie znamy rozwigzan
analitycznych rownan nieliniowych

Uktad 2 ciat oddziatywujgcych grawitacyjnie
- analitycznie rozwigzany przez Newtona

Uktad 3: ciat — nie posiada analitycznego
rozwigzania

ponadto: automaty majgce reagowad na otoczenie
nie znajg postaci analitycznej f : ta jest brana z pomiarow
bez wzoru na f skazani jesteSmy na rachunki numeryczne



Numeryczne rozwigzywanie problemu poczgtkowego

O) = Uy jesli potrafimy rozwigzac
uktad rownan rzedu pierwszego
-rozwigzemy kazdy rézniczkowy problem poczatkowy




Numeryczne rozwigzywanie problemu poczgtkowego

Dyskretyzacja zmiennej czasowe;j
u(t = 0) = ug
du(t) n n+1 n+2 itd.
p— t u t
i O
Atn+1 Atn+2

dyskretyzacja zmiennej czasowe] sprowadza rownania
rozniczkowe do réznicowych (metoda réznic skonczonych)

Uwaga: zabieg odwrotny do wprowadzania pojecia pochodnej i rachunku rézniczkowego

du /) ou(t 4+ At) — u(t)
e 11 = f(t,U)
dt At—0 At albo  f(t+A4t,u)

[ f(t,u)+ f(t+At,u) ] /2




Numeryczne rozwigzywanie problemu poczgtkowego

Dyskretyzacja zmiennej czasowe;j

v

u(t = 0) = ug
du(t) N n+l ne2itd.
praiab ACKON B IR B N N
‘ ‘ Atn+1‘ Atm‘-z ‘

dyskretyzacja zmiennej czasowe] sprowadza rownania
rozniczkowe do réznicowych (metoda réznic skonczonych)

Dobra metoda ma zapewnic¢ zadang doktadnos¢ przy
pomocy minimalnej liczby wywotan f (przy maksymalnym kroku czasowym)

przy dyskusji metod— zaktada sie, ze wyliczenie f jest kosztowne —
[jesli nie jest kosztowne — nie ma problemul]



u(t = 0) = uo = AR dFut)
u(t + At) = AR

— f(tv u) \ =

im wiecej znamy pochodnych

w punkcie t tym wieksze otoczenie
t mozemy dobrze przyblizy¢
obcietym rozwinieciem Taylora

tw. Taylora - miedzy t a At istnieje taki punkt &, ze

du At? d?u A3 d3u At
t At = u(t) + At— 25 0 (4)
u(t + At) = u(t) + dt+ 5 dt2+ ; dt3—|-4!u (&)

ograniczenie na reszte: maksymalna wartos¢ czwartej pochodnej u w okolicy t
doktadniej: miedzy t a t+At. Warto$¢ btedu obciecia znika do zera z At jak O(At?)

du(t) N At? d*u(t) N A du(t)
dt 2 dt? 6 dt?

u(t + At) = u(t) + At + O(Ath)



Jawny schemat Eulera u(t _ O) — g
du(t)
= (¢

Idea: niech u potozenie, a f predkosc¢
krok czasowy maty,
od chwili t do At predkos¢ zmienia sie niewiele,
wtedy:
u(t+4t)=u(t)+A4t f(t,u)

Wzor scisty tylko dla f=const (np. ruch jednostajny)

du .. u(t+ At) —u(t)
dt A, At

= f(t,u)



Jawny schemat Eulera u(t _ O) = g
du(t)
= (¢

du(t) N At? d*u(t) N A dPu(t)
dt 2 dt? 6 dt?

u(t 4+ At) = u(t) + At + O(AtY)




Jawny schemat Eulera u(t _ O) = g
du(t)
= f(t,u
o = ftu)
B du(t) At*d*u(t) At Pu(t) A
u(t + At) = u(t) + At - SRRPTE T O(At?)

u(t + At) = u(t) + f(;fj u)At + O(AF?)

przepis na pojedynczy krok /
z u(t) do u(t+At)

mozna wyliczy¢ bo znamy
tiu(t)

btad lokalny jawnego Eulera w kroku t, ; = t,
wg tw. Taylora

2
=S ()

gn S (tn—la tn)

/

btad lokalny schematu réznicowego:
odchylenie wyniku numerycznego

od dokfadnego, ktore pojawia sie w
pojedynczym kroku catkowania



Jawny schemat Eulera

eksperyment numeryczny: btad lokalny — i
(w pierwszym kroku) dt=1/2

problem poczatkowy:

u’=-100 u, u(0)=1 u(dt) exp(-700dt) rbznica

I

7 .2188 4578 -.2391
z rozwigzaniem dokfadnym u(t)=exp(-100 t) 8 .6094 6766 -.0673

9 .8047 .8226 -.0179
u(dt)=u(0)-100*u(0)*dt 10 .9023 .9070 -.0046

11 .9512 9523 -.0012
12 9756 .9759 -.0003



Jawny schemat Eulera

eksperyment numeryczny: btad lokalny

(w pierwszym kroku)

problem poczatkowy:

u’=-100 u, u(0)=1

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(-100 t)

u(dt)=u(0)-100*u(0)*dt

Gdy krok zmniejszymy o potowe

dt=1/2

u(dt) exp(-700dt) rbznica

btad w pierwszym kroku maleje okoto 4 razy

u(t + At) = u(t) + At

du(t)

dt

i

/7 .2188 4578 -.2391

8 .6094 6766 -.0673

9 .8047 8226 -.0179

10 .9023 .9070 -.0046

11 9512 .9523 -.0012

12 .9756 .97/59 -.0003

At* dPu(t) . At? dPu(t) L oA

2 df? 6 dt? ’

u(t 4+ At) = u(t) + f(t,u)At + O(A)



du(t) N At d*u(t) N A du(t)
dt 2 dt? 6 dt?

u(t + At) = u(t) + At + O(A)

u(t + At) = u(t) + f(t,u) At + O(A)

Jesli rozwigzanie doktadne ma znikajgca drugg pochodna:
btad lokalny znika rownania Eulera znika (ruch jednostajny)

Jesli uda nam sie uzyska¢ metode z btedem lokalnym O(At3)
- uzyskamy metode doktadng dla ruchu jednostajnie przyspieszonego
(znika trzecia pochodna potozenia po czasie)



Jawny schemat Eulera

u(t = 0) = ug
du(t)
40 _ it

u(t + At) =

w(t) + f(t,u) At + O(AF)

stosowany wielokrotnie:

U1 = Up + Atf((), ’ZL())
ue = uy + At f(AL, uy) th1 = (n—1)At

Uy = Up—1 T Aff( m—1 un—l)

krok wcale nie musi byc¢ taki sam dla kazdego n,
ale tak przyjmiemy do analizy



U = Ug + Atf((): UQ)
Uy = U1 + Aff(Af ’lL-l)

Up = Up—1 T Atf(tn—l ; un—l)

W rozwigzaniu doktadnym
nachylenie u dane jest przez u
w kazdej chwili

Jawnym schemat Eulera

zaktada , ze nachylenie jest

state w jednym kroku czasowym
i bierze je z wartosci przyblizonej
dla poczatku kroku

doktadny
u(t)=exp(t) dla du/dt=u

20

16

12

$a

=
T At 2 At 3

At

Tylko ugy = u (0)
pozniej u, <u(t,)
Co prowadzi do akumulacji btedéw



doktadny

Jawny schemat Eulera u(t)=exp(t) dla du/dt=u
20
16 - f_ff_
_ /
12 1,
up = ug + Atf(0, up) S ]
8- =eX
U = U1 + Atf(At, ul) U . u_/i)(%/
Uy = Up_1 + Atf(tn—laun—l) ) Jawny schemat Eulera
|
0

0 At 1 At 2 At 3

nrm

kazdy krok wykonywany z nachyleniem
branym z chwili, w ktorej krok sie zaczyna

Zmniejszamy krok At: Btad lokalny zmaleje, ale do ustalonej chwili T musimy wykonac¢ wiecej krokow.
W kazdym kroku wprowadzamy nowy btad. Btedy sie akumuluja.
Czy optaca sie zmniejszac kroki czasowe?

Definicja: Btad globalny — réznica miedzy rozwigzaniem doktadnym a numerycznym w chwili t

,Czy sie optaca” znaczy: Czy biad globalny maleje gdy At maleje ?
a jesli tak - czy maleje do zera? (czy mozliwe jest doktadne rozwigzanie
rownania rozniczkowego uzyskane jako
granica schematu réznicowego)



Czy bfad catkowity maleje gdy At maleje ?

Jawny schemat Eulera Czy maleje do zera?
eksperyment numeryczny

problem poczgtkowy:
u’=Au, u(0)=1

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(At)

1.0

c
- A=—100 S
At=0.001 g 0200
0.8 5 0 _
z
I dok’fadny -g 0.0160
= e
a4
0.6_ _8
i 0.0120
i B
2
— 0.0080
0.4 %
©
1 | 1 | 1 | ] | | | goo
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 = '

t

040 —
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

t



Czy bfad globalny maleje gdy At maleje ?
Jawny schemat Eulera Czy maleje do zera?

eksperyment numeryczny

problem poczgtkowy:
u’=Au, u(0)=1

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(At) 1=—100

zmniejszajmy krok czasowy, jaki wynik w chwili t=0.01 ? [1/e=.3678794]

n At u, exp(—1)-u,
10 103 0.34867 1.920 x102
102 10* 0.36603 1.847 x103
103 10> 0.36769 1.840 x10*
10* 10° 0.36784 1.839 x10°

\/

btad globalny w chwili t=0.01 wydaje sie zmieniac liniowo
z krokiem czasowym

interpretacja: btad lokalny rzedu At?

u(t 4 At) _ u(ﬂ 4 f(ta u)At + O(AtQ) popetniony n =t/At razy daje btad globalny rzedu At




zmniejszajmy krok czasowy, jaki wynik w chwili t=0.01 ? [1/e=.3678794]

n At u, exp(—1)-u,
10 103 0.34867 1.920 x102
102 10* 0.36603 1.847 x1073
103 10> 0.36769 1.840 x10*4
10* 10° 0.36784 1.839 x10°

btad globalny w chwili t=0.01 wydaje sie zmieniac liniowo
z krokiem czasowym
e,=u(T)-u, dla n=T/At

Definicja:
Metody réznicowa jest zbiezna jesli btad globalny e

lim len| =0
n—o0,At—0,nAt=T

znika do zera w chwili T gdy z Atdo 0



rzad zbieznosci (doktadnosci)
okresla jakos¢ metody: jak szybko btad globalny
zmierza do zera w funkcji At

jawna metoda Eulera = pierwszy rzad doktadnosci O(At)

jest to minimalny rzad doktadnosci dla uzytecznej metody

zmniejszajmy krok czasowy, jaki wynik w chwili t=0.01 ? [1/e=.3678794]

n At u, exp(—1/)-u,
10 103 0.34867 1.920 x102
102 10*“ 0.36603 1.847 x103
103 10 0.36769 1.840 x10*4

10* 10° 0.36784 1.839 x10°



rzad zbieznosci (dokladnosci)
okresla jakos¢ metody: jak szybko blad globalny dla chwili T
zmierza do zera w funkcji At

jawna metoda Eulera = pierwszy rzad doktadnosci O(At)

jest to minimalny rzad doktadnosci dla uzytecznej metody

zmniejszajmy krok czasowy, jaki wynik w chwili t=0.01 ? [1/e=.3678794]

n At U, exp(—/)-u,
10 103 0.34867 1.920 x102
102 104 0.36603 1.847 x103
103 10° 0.36769 1.840 x104

104 10° 0.36784 1.839 x10°



Wréémy do eksperymentu numerycznego i zwiekszmy krok czasowy do At=0.05

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100¢t)

t, u,

0 1

0.05 -4

0.1 8

0.15 -16

0.2 256

0.25 -1024
iteracja sie rozbiega® 0.3 4096

whniosek: wyniki metody zbieznej mogg eksplodowac
dla zbyt duzego kroku czasowego



bezwzgledna stabilnos¢ schematu réznicowego

schemat réznicowy dla

du/dt = f

(dla danego f) i dla danego kroku czasowego jest bezwzglednie stabilny
jesli kolejne generowane przez niego wartosci pozostajg skonczone.

Uwaga:
Zbieznosc jest cechqg schematu nie zalezng od f
Bezwzgledna stabilnosc okresla sie dla schematu i konkretnego rownania

W charakterystyce schematow du
Najczesciej stabilnos¢ bezwzgledna: —_— =
okreslana jest dla autonomicznego problemu liniowego dt

AU



du _
dt

Wezmy A = -1, u(0)=1, rozwigzanie dokfadne u(t)=exp(-t)

AU

Przepis Eulera: u,,,=u, -Atu,
6_
I At=1.2
0.6 At=2
4+
doktadny At=2.5
At=0.5 I
-\l At=0.9
04
S
= >
-] .
At=1 : wszedzie 0

Schemat bezwzglednie stabilny dla At <2

uwaga: rozwigzanie bezwzglednie stabilne (np. At=1 lub At=2)
moze byc¢ bardzo niedoktadne lub wrecz - jakosciowo zte = tutaj state i niemonotoniczne
odpowiednio



du bezwzgledna stabilnos¢ jawnej metody Eulera

— = A\u

dt

u,=u,, +AAtu,

Up = Up_1 + AAtUy_1 = (1 4+ AA)u,—1 = (1 4+ AAE) " ug

WSp. wzmocnienia

wyniki pozostang skoriczone dla n— o jesli:

14+ MNAt| <1



Zmienna zespolona

114+ MAL <1 2= At 142z <1

region bezwzglednej stabilnosci metody:
zbior z=A4t, dla ktérych metoda jest bezwzglednie stabilna

region bezwzglednej stabilnosci jawnej metody Eulera:

zbiér punktow odlegtych od (-1,0) o nie wiecej niz 1

koto o Srodku w (-1,0) 1 At Im (1)
i promieniu 1

At Re())

niestabilnos¢ bezwzgledna metody dla prawej potowy p. Gaussa = nic dziwnego
rozwigzanie dokfadne y, exp(At) eksploduje do nieskoriczonosci gdy t—>o0.



ut)

pozbyc sie ograniczenia na krok czasowy ze strony
bezwzglednej stabilnosci: niejawna metoda Eulera

Up = Up—1 + f(tn—lp un—l)At

jawna metoda Eulera

jawna metoda Eulera
(funkcjonuje jak podstawienie)

,metoda odwazna”

Up = Up—1 T f(tn: ”U%)At

niejawna metoda Eulera

funkcjonuje jak rownanie nieliniowe

,metoda ostrozna”
zmiana u zgodna z prawg strong
w punkcie docelowym



niejawna metoda Eulera:

problem poczgtkowy:

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100¢t)

u’=-100u, u(0)=1

jawny Euler
t, u,
0 1
0.05 -4
0.1 8
0.15 -16
0.2 256
0.25 -1024
0.3 4096

0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3

T

niejawny Euler

fL[wnJ — fl,l/fn)_l - 100&17&[;”

Up—1

(1 —AtA) W naszym problemie u.,= 1/6"

u, e(t,)
1 0
.166(6) -.15992
.027(7) -.02773
.004(629) -.00462
.0007716
.0001286
.00002143

itd.

exp(-100 t,) gasnie
znacznie szybciej niz 1/6"

mato doktadne, ale zawsze to lepiej niz
eksplodujgca oscylacja jawnego Eulera



niejawna metoda Eulera: du
region bezwzglednej stabilnosci _— —

AU

Up = Up—1 + At)\un

L Up—1
tn = (1 — At))
Uy = 0 | ! 1 <1
A—Atn —— G—amy ' =
Atim (A) j

11—z >1

At Re(A
) rejon bezwzglednej stabilnosci:

dopetnienie pustego kotfa o srodku w (1,0)
i promieniu 1




dt Niejawny schemat Eulera
At Re(1.) U,

A=1 — zakres niestabilnosci At €(0,2)

’ _ . At=0.8
) At=0.1 Zblizamy sie do At=1 —
| wyniki schematu rosnga coraz szybciej

000 I 10.00 I 20.00 I 30.00 Dla At=1 -
nieskonczonos$é w pierwszym kroku

At=2

At=1.2

At=1.5 7 1,-1,1,-1 itd

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00 0.00 200.00 400.00 600.00 800.00



regiony stabilnosci metod Eulera

At Im (A)

At Im (A)

At Re())
At Re(\)

metoda Eulera jawna niejawna metoda Eulera



niejawna metoda Eulera:

region bezwzglednej stabilnosci

At Im (A)

At Re())

du
7
a

Re(A)<0 : niejawny Euler bezwzglednie stabilny
dla dowolnego kroku czasowego

takie metody: tzw. A-stabilne

dla Re(A)>0, poza kotem metoda Eulera

jest bezwzglednie stabilna

mimo, ze rozwigzania rownania rdézniczkowego
sg niestabilne (patrz wyzej)

w tym obszarze metoda jest nadstabilna

daje skonczone wartosci, mimo ze

rozwigzania doktadne dazy do nieskoriczonosci

bezwzgledna stabilnos¢

nie oznacza dobrej doktadnosci.

W regionie nadstabilnosci

dla Re(A)>0 btedy bedga rosty w nieskonczonosé.



Problem stabilnosci : ttumiony oscylator harmoniczny



niejawna metoda Eulera: jak wykonac krok czasowy ?

du
E — f(f U")

Up = Up—1 + f (tnﬁ Up, ) At

jak rozwigza¢, gdy nie mozna rozwiktaé rownania (f nieliniowe wzgledem u)
lub gdy f nieznane w formie wzoru (np. gdy piszemy program dla ogdlnego f)

1) iteracja funkcjonalna

ud = U,y

T

"ZL,}I = Up—1 + Atf (tna UJ?;)
~ —1
U'S = Up—1 T Atf (tn.-ﬁ ZL'S )

iterowac do zbieznosci
jesli sie zbiegnie u#=u*! i mamy rozwigzanie rdwnania nieliniowego



iteracja funkcjonalna przyktad

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05

0.05
z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100t) 0.1
0.15
0.2
0.25
0.3

kolejne oszacowania:

1,-4, 21, -104, 521, -2604, ...

iteracja sie nie ZbiEga ® caty zysk z niejawnosci stracony
bo nie potrafimy wykonac¢ kroku

) o Up—1 Up—1

n (1 + AAf?) 6

: e(t,)

0

.166(6) -.15992
027(7) -.02773
.004(629) -.00462
.0007716
.0001286
.00002143



iteracja funkcjonalna przyktad

iteracja sie nie zbiega ®. zmniejszymy krok dt,
zaczynajac iteracje od u, , bedziemy blizej rozwigzania. Moze sie zbiegnie.

dt=0.01 dt=0.001
2,0
ul =1 uy =1
1 a1 .lu,—l
uy =1 —uff wy =1—wuy /10

1, 0.9, 0.91, 0.909, 0.9091, 0.90909, 0.909091,

(1IOI 1IOI1IO)
.. 0.90909090909

iteracja funkcjonalna sig zbiega gdy At max|f (t,u)| <1 (w otoczeniu u)

u’=-100u, —* At 100 < 1 uwaga: w tej sytuacji
jawny Euler jest bezwzglednie stabilny dla 2-krotnie wiekszego kroku!
[dla jawnego Eulera At 100 < 2]
Z iteracjg funkcjonalng stosowac wstecznego Eulera nie ma sensu.



problem poczgtkowy:

u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05 1,-4,21,-104, 521, -2604, ...

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100¢) oscylujgca rozbieznos¢
- sttumimy ja:

iteracja funkcjonalna — zapewniamy zbieznos¢ modyfikujgc przepis iteracyjny

zamiast:

S ,u,—l)
ult =, 1 + Atf(t,,u
,mieszajgc” nowe i stare rozwigzania z wagg w, 0 < w<1

ut = (1 —w)u” +w (un_l + Atf(t,, u‘“’_l))

jesli sie zbiegnie —
to do rozwigzania schematu
niejawnego

Zabieg podobny do “podrelaksac;ji”



problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100t)

ut = (1 —w)u” +w (Un—1 + Atf(t,, L‘i_l))

1_2 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I

iterujemy u(dt)

wybierajgc w odpowiedni

sposob wage w: potrafimy
ustabilizowac iteracje i doprowadzic¢
ja do zbieznosci.




ul = (1 — w): L‘“’ + w (un_l + Atf(t,, L‘“’_l))

dt=0.01 w=0  (1,0,1,0,1,0)

w=.2 (optymalne dla dt=0.05)

0.8,0.68, 0.608, 0.5648, 0.53888, 0.5233, 0.51399,
0.50839, 0.50503, 0.503, 0.5018, 0.5010, 0.50065,
0.50039, ..., 1/2

tutaj optymalne bytoby w=1/2

(zbieznos¢ w jednej iteracji)

dla w=.7
0.3,0.58,0.468,0.512,0.4948,0.5003,0.4998

dt=0.001

w=1

1, 0.9, 0.91, 0.909, 0.9091,
0.90909, 0.909091,
.. 0.90909090909

-279999998752828
-764399997863173
-952231997235827
- 242748956 727946
-235337945296528
-229563596356724
-225A576042R08092
-221546498351203
-218886261557684
-21666888311A325%
-215881°727238422
-2137813468927147
-21268784769266791
-211895897884623
-211278792474556
-218797462717313
-218422028848698
-218129174768766
- 789988755451 658
-289722588385272
-789583618A74257
-209475221232247
-789398671695937

w=0.2

WO 00 =] O O e G DD ek




ul = (1 — w): L‘“’ + w (un_l + Atf(t,, L‘“’_l))

-225A576042R08092
-221546498351203
-218886261557684
-21666888311A325%
-215881°727238422
-2137813468927147
-21268784769266791
-211895897884623
-211278792474556
-218797462717313
-218422028848698
-218129174768766
- 789988755451 658
-289722588385272
-789583618A74257
-209475221232247
-789398671695937

dt=0.01
w=0  (1,0,1,0,1,0)
dt=0.001
w=.2 (optymalne dla dt=0.05) w=1
0.8,0.68, 0.608, 0.5648, 0.53888, 0.5233, 0.51399, 1,0.9,0.91, 0.909, 0.3091, 0.90303, 0.309091,
0.50839, 0.50503, 0.503, 0.5018, 0.5010, 0.50065, .- 0.90909090309
0.50039, ..., 1/2
w=0.2 2 8964399997663173
tutaj optymalne bytoby w=.5 7 ©.952231997235827
(zbieznos¢ w jednej iteracji natychmiastowa) ER S X
6 8.929563596356724
8
9

Problem:

1) w trzeba odpowiednio dobra¢ (mniejszy krok czasowy,
w blizsze 1)
2) dla zle dobranego w iteracja moze by¢ wolnozbiezna

Proces optymalizacji (np. dynamicznej) w
moze by¢ ktopotliwy.




du
% — f(fv U)

Up = Up 1 + f(tna un)At

Na szczescie nie jestesmy skazani na iteracje funkcjonalng

2) metoda Newtona-Raphsona (stycznych)

szukamy zera rownania nieliniowego

F(un) — Up — Up—-1 — f(tnpun)At

M-
X X X
/ / ! !

F(x,+Ax)=F(x )+Ax F'(x,)
F(x,+Ax)=0
Xn+1=Xn'F(Xn)/F,(Xn)


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

2) metoda Newtona-Raphsona

szukamy zera rownania nieliniowego

F(’U,n) — Unp — Up—1 — f(tna uﬂ)At F(Xn+Ax)=F(Xn)+AX F’(Xn)

F(x,+Ax)=0
Xn+1=Xn_F(Xn)/F,(Xn)

uh Tt — g, — ALf(t,, ub )

—1
UNJ p— U;% n . /JJ—l




niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona, zastosowanie

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1 F(un) = Uy, — Uy 1 — f(tn,un)At

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100 t)

uf,j_l — Up_1 — Atf(tn,, ug_l)

oo 1 — Atf! (b, ub ")

u,ﬁ_l — Upy_1 + lOOAtu,ﬁ’_l
1 + 100A¢

/ ,Ur —_ 7 /"l’_l _
U’n T U’n

kolejne przyblizenia: At=0.05 (jawny Euler stabilny bezwzglednie dla At <0.02)
1,0.1666677, 0.1666677 zbieznos¢ w jednej iteracji - F jest liniowa w u

Whiosek: dla liniowych f liniowe jest rowniez F
wtedy iteracja Newtona zbiega sie w jednej iteracji niezaleznie od wielkosci At

zakres zbieznosci: w praktyce At znacznie wiekszy

niz w iteracji funkcjonalnej

ale: niedostepne proste oszacowane przedziatu zbieznosci

w praktyce iteracja Newtona — szybsza i szerzej zbiezna niz iteracja funkcjonalna



http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona, zastosowanie dla problemu nieliniowego

problem poczatkowy: dla réwnania:
u’=u(u-1)

-0.5 m

_q ug_l — Up—1 — Atf(tn,u/fb_l)

v 1 — Atf! (tp,ub™h) -1.0—

ulmt — g — Atu T (ul = 1)

1— At (zug—l _ 1)




czerwone
niejawny
Euler z krokiem
At=0.1 u(0)=0.8

iteracja dla
u(At) ze
startem w
u(0):

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300




niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona
—1 —1
ult — gy — AEf(t, ul )

1 — Atf! (ty, ul™")
i

gdy przepis funkcyjny nieznany (np. programujemy metode dla dowolnego f)
mozna szacowac z ilorazu réznicowego (ponizej centralny = doktadnie rézniczkuje parabole)

o p—1
un_un

f(tn, up +du) — f(t,, u, — du)

/ —
AR »

cena zastgpienia doktadnej pochodnej ilorazem réznicowym?
przy osiggnietej zbieznosci - nie zmieni rozwigzania! moze tylko spowolnic iteracje!
dla naszego przyktadu u’=u(u-1) centralny iloraz réznicowy zadziata doktadnie dla dowolnego du

zeby przyktad byt ciekawszy: policzmy pochodng z wstecznego ilorazu réznicowego

f(tnaun) — f(tnaun — du)
du

Il (tn, un) = —2u—1—du



u(0)=0.8, pierwszy krok t=At:

u’=f(u)=u(u-1)
metoda Newtona dla pochodnej f liczonej numerycznie w kazdej iterac;ji:

dokfadna
pochodna

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

iloraz wsteczny iloraz wsteczny
du=u/10 du=u/2 przyblizenie
w liczeniu pochodnej

0.80000 0.80000 nie zrrlwienia.wyniI.(u .
0.78312 0.78367 do ktorego iteracja zbiega bo:
0.78301 0.78303
0.78300 0.78301

0.78300

X, 1=X-F(x,)/F'(x,)

nieco spowalnia iteracje

numeryczne liczenie pochodnych w kazdej iteracji moze by¢ kosztowne

uh—t — g, — Atf(t,, ulth)

mozna réwniez uzywac oszacowania pochodnej w wielu kolejnych iteracjach

mn

o, pu—1
Uy, = U,

1 — ALf! (b, uhi™ ")

odnawiac pochodng gdy iteracja zwalnia

w praktyce
mozna np. wstawic tutaj u, ,



ul Tt — g — Atf(t,, uth

iteracja Newtona z pochodna
liczonga w poprzednim kroku
(nieiterowana)

no l_Aff (n 1, Up— l)
zamiast
-1 —1
u = i UL —up—1 — Atf(ty, ult™)

dla naszego przyktadu: f(u)=u(u-1) z dt=0.1

iterowana pochodna brana
pochodna Z punktu t

fi(tn, ul™")

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

bez roznicy!

w mianowniku: 1-dt(2u-1)
stara: 0.94 , doiterowana 0.9434

1 — Atf! (tp,ub™)

n1’

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

dt=0.5 at=1
zZ poprzedniego | .
terowana iterowana  stara
kroku 0.8 0.8
0.8 0.8 04 04
0.6857 0.6857 0.5333 0.8
0.6937 0.6950 0.5523 04
0.6937 0.6935 0.5527 0.8
0.6938 0.5527
0.6937
wolniej brak zbieznosci ®
stara: 0.7 stara 0.4
doiterowana: 0.806 doiterowana 0.89






