ut)

pozbyc sie ograniczenia na krok czasowy ze strony
bezwzglednej stabilnosci: niejawna metoda Eulera

Up = Up—1 + f(tn—lp un—l)At

jawna metoda Eulera

jawna metoda Eulera
(funkcjonuje jak podstawienie)

,metoda odwazna”

Up = Up—1 T f(tn: ”U%)At

niejawna metoda Eulera

funkcjonuje jak rownanie nieliniowe

,metoda ostrozna”
zmiana u zgodna z prawg strong
w punkcie docelowym



niejawna metoda Eulera:

niejawny Euler

fL[wnJ — fl,l/fn)_l - 100&17&[;”

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100¢t) / Up—1

" T (I =At\) W naszym problemie u = 1/6"

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1

jawny Euler

t, u, e(t,)

0 1 0

0.05 .166(6) -.15992
tn un
0 1 0.1 .027(7) -.02773
0.05 4 0.15 .004(629) -.00462
01 3 0.2 .0007716
0.15 16 0.25 .0001286
0.2 756 0.3 .00002143
0.25 -1024
0.3 4096 itd.

exp(-100 t,) gasnie
znacznie szybciej niz 1/6"

mato doktadne, ale zawsze to lepiej niz
eksplodujgca oscylacja jawnego Eulera



niejawna metoda Eulera: du
region bezwzglednej stabilnosci _— —

AU

Up = Up—1 + At)\un

L Up—1
tn = (1 — At))
Uy = 0 | ! 1 <1
A—Atn —— G—amy ' =
Atim (A) j

11—z >1

At Re(A
) rejon bezwzglednej stabilnosci:

dopetnienie pustego kotfa o srodku w (1,0)
i promieniu 1




dt Niejawny schemat Eulera
At Re(1.) U,

A=1 — zakres niestabilnosci At €(0,2)

’ _ . At=0.8
) At=0.1 Zblizamy sie do At=1 —
| wyniki schematu rosng coraz szybciej

000 I 10.00 I 20.00 I 30.00 Dla At=1 -
nieskonczonosé w pierwszym kroku

At=2

At=1.2

At=1.5 7 1,-1,1,-1 itd

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00 0.00 200.00 400.00 600.00 800.00



regiony stabilnosci metod Eulera

At Im (A)

At Im (A)

At Re())
At Re(\)

metoda Eulera jawna niejawna metoda Eulera



niejawna metoda Eulera:

region bezwzglednej stabilnosci

At Im (A)

At Re())

du
7
a

Re(A)<0 : niejawny Euler bezwzglednie stabilny
dla dowolnego kroku czasowego

takie metody: tzw. A-stabilne

dla Re(A)>0, poza kotem metoda Eulera

jest bezwzglednie stabilna

mimo, ze rozwigzania rownania rdézniczkowego
sg niestabilne (patrz wyzej)

w tym obszarze metoda jest nadstabilna

daje skonczone wartosci, mimo ze

rozwigzania doktadne dazy do nieskoriczonosci

bezwzgledna stabilnos¢

nie oznacza dobrej doktadnosci.

W regionie nadstabilnosci

dla Re(A)>0 btedy bedg rosty w nieskonczonosé.



du
E — f(f U")

Up = Up—1 + f (tnﬁ Up, ) At

jak rozwigza¢, gdy nie mozna rozwiktaé réwnania (f nieliniowe wzgledem u)
lub gdy f nieznane w formie wzoru (np. gdy piszemy program dla ogdlnego f)

1) iteracja funkcjonalna

ud = U,y

T

"ZL,}I = Up—1 + Atf (tna UJ?;)
~ —1
U'S = Up—1 T Atf (tn.-ﬁ ZL'S )

iterowac do zbieznosci
jesli sie zbiegnie u#=u*! i mamy rozwigzanie rdwnania nieliniowego



iteracja funkcjonalna przyktad

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05

0.05
z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100t) 0.1
0.15
0.2
0.25
0.3

kolejne oszacowania:

1,-4, 21, -104, 521, -2604, ...

iteracja sie nie ZbiEga ® caty zysk z niejawnosci stracony
bo nie potrafimy wykonac¢ kroku

) o Up—1 Up—1

n (1 + AAf?) 6

: e(t,)

0

.166(6) -.15992
027(7) -.02773
.004(629) -.00462
.0007716
.0001286
.00002143



iteracja funkcjonalna przyktad

iteracja sie nie zbiega ®. zmniejszymy krok dt,
zaczynajac iteracje od u, , bedziemy blizej rozwigzania. Moze sie zbiegnie.

dt=0.01 dt=0.001
2,0
ul =1 uy =1
1 a1 .lu,—l
uy =1 —uff wy =1—wuy /10

1, 0.9, 0.91, 0.909, 0.9091, 0.90909, 0.909091,

(1IOI 1IOI1IO)
... 0.90909090909

iteracja funkcjonalna sig zbiega gdy At max|f (t,u)| <1 (w otoczeniu u)

u’=-100u, —* At 100 < 1 uwaga: w tej sytuacji
jawny Euler jest bezwzglednie stabilny dla 2-krotnie wiekszego kroku!
[dla jawnego Eulera At 100 < 2]
Z iteracjg funkcjonalng stosowac wstecznego Eulera nie ma sensu.



problem poczgtkowy:

u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05 1,-4,21,-104, 521, -2604, ...

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100¢) oscylujgca rozbieznos¢
- sttumimy ja:

iteracja funkcjonalna — zapewniamy zbieznos¢ modyfikujgc przepis iteracyjny

zamiast:

S ,u,—l)
ult =, 1 + Atf(t,,u
,mieszajgc” nowe i stare rozwigzania z wagg w, 0 < w<1

ut = (1 —w)u” +w (un_l + Atf(t,, u‘“’_l))

jesli sie zbiegnie —
to do rozwigzania schematu
niejawnego

Zabieg podobny do “podrelaksacji”



problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1, dt=0.05

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100t)

ut = (1 —w)u” +w (Un—1 + Atf(t,, L‘i_l))

1.2

iterujemy u(dt)

wybierajgc w odpowiedni

sposob wage w: potrafimy
ustabilizowac iteracje i doprowadzic¢
jg do zbieznosci.




ul = (1 — w): L‘“’ + w (un_l + Atf(t,, L‘“’_l))

dt=0.01 w=0  (1,0,1,0,1,0)

w=.2 (optymalne dla dt=0.05)

0.8,0.68, 0.608, 0.5648, 0.53888, 0.5233, 0.51399,
0.50839, 0.50503, 0.503, 0.5018, 0.5010, 0.50065,
0.50039, ..., 1/2

tutaj optymalne bytoby w=1/2

(zbieznosé w jednej iteracji)

dla w=.7
0.3,0.58,0.468,0.512,0.4948,0.5003,0.4998

dt=0.001

w=1

1, 0.9, 0.91, 0.909, 0.9091,
0.90909, 0.909091,
.. 0.90909090909

-279999998752828
-764399997863173
-952231997235827
- 242748956 727946
-235337945296528
-229563596356724
-225A576042R08092
-221546498351203
-218886261557684
-21666888311A325%
-215881°727238422
-2137813468927147
-21268784769266791
-211895897884623
-211278792474556
-218797462717313
-218422028848698
-218129174768766
- 789988755451 658
-289722588385272
-789583618A74257
-209475221232247
-789398671695937

w=0.2

WO 00 =] O O e G DD ek




ul = (1 — w): L‘“’ + w (un_l + Atf(t,, L‘“’_l))

-225A576042R08092
-221546498351203
-218886261557684
-21666888311A325%
-215881°727238422
-2137813468927147
-21268784769266791
-211895897884623
-211278792474556
-218797462717313
-218422028848698
-218129174768766
- 789988755451 658
-289722588385272
-789583618A74257
-209475221232247
-789398671695937

dt=0.01
w=0  (1,0,1,0,1,0)
dt=0.001
w=.2 (optymalne dla dt=0.05) w=1
0.8,0.68, 0.608, 0.5648, 0.53888, 0.5233, 0.51399, 1,0.9,0.91, 0.909, 0.3091, 0.90303, 0.309091,
0.50839, 0.50503, 0.503, 0.5018, 0.5010, 0.50065, .- 0.90909090309
0.50039, ..., 1/2
w=0.2 2 8964399997663173
tutaj optymalne bytoby w=.5 7 ©.952231997235827
(zbieznos¢ w jednej iteracji natychmiastowa) ER S X
6 8.929563596356724
8
9

Problem:

1) w trzeba odpowiednio dobrac¢ (mniejszy krok czasowy,
w blizsze 1)
2) dla zle dobranego w iteracja moze by¢ wolnozbiezna

Proces optymalizacji (np. dynamicznej) w
moze by¢ ktopotliwy.




du
% — f(fv U)

Up = Up 1 + f(tna un)At

Na szczescie nie jestesmy skazani na iteracje funkcjonalng

2) metoda Newtona-Raphsona (stycznych)

szukamy zera rownania nieliniowego

F(un) — Up — Up—-1 — f(tnpun)At

M-
X X X
/ / ! !

F(x,+Ax)=F(x )+Ax F'(x,)
F(x,+Ax)=0
Xn+1=Xn'F(Xn)/F,(Xn)


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

2) metoda Newtona-Raphsona

szukamy zera rownania nieliniowego

F(’U,n) — Unp — Up—1 — f(tna uﬂ)At F(Xn+Ax)=F(Xn)+AX F’(Xn)

F(x,+Ax)=0
Xn+1=Xn'F(Xn)/F,(Xn)

uh Tt — g, — ALf(t,, ub )

—1
UNJ p— U;% n . /JJ—l




niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona, zastosowanie

problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1 F(un) = Uy, — Uy 1 — f(tn,un)At

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100 t)

uf,j_l — Up_1 — Atf(tn,, ug_l)

oo 1 — Atf! (b, ub ")

u,ﬁ_l — Upy_1 + lOOAtu,ﬁ’_l
1 + 100A¢

/ ,Ur —_ 7 /"l’_l _
U’n T U’n

kolejne przyblizenia: At=0.05 (jawny Euler stabilny bezwzglednie dla At <0.02)
1,0.1666677, 0.1666677 zbieznosS¢ w jednej iteracji - F jest liniowa w u

Whiosek: dla liniowych f liniowe jest rowniez F
wtedy iteracja Newtona zbiega sie w jednej iteracji niezaleznie od wielkosci At

zakres zbieznosci: w praktyce At znacznie wiekszy

niz w iteracji funkcjonalnej

ale: niedostepne proste oszacowane przedziatu zbieznosci

w praktyce iteracja Newtona — szybsza i szerzej zbiezna niz iteracja funkcjonalna



http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona, zastosowanie dla problemu nieliniowego

problem poczatkowy: dla réwnania:
u’=u(u-1)

-0.5 m

_q ug_l — Up—1 — Atf(tn,u/fb_l)

v 1 — Atf! (tp,ub™h) -1.0—

ulmt — g — Atu T (ul = 1)

1— At (zug—l _ 1)




czerwone
niejawny

Euler z krokiem
At=0.1 u(0)=0.8

iteracja dla
u(At) ze
startem w
u(0):

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300




niejawny schemat Eulera z metodg Newtona-Raphsona
—1 —1
ult — gy — AEf(t, ul )

1 — Atf! (ty, ul™")
i

gdy przepis funkcyjny nieznany (np. programujemy metode dla dowolnego f)
mozna szacowac z ilorazu réznicowego (ponizej centralny = doktadnie rézniczkuje parabole)

o p—1
un_un

f(tn, up +du) — f(t,, u, — du)

/ —
AR »

cena zastgpienia doktadnej pochodnej ilorazem réznicowym?
przy osiggnietej zbieznosci - nie zmieni rozwigzania! moze tylko spowolnic iteracje!
dla naszego przyktadu u’=u(u-1) centralny iloraz réznicowy zadziata doktadnie dla dowolnego du

zeby przyktad byt ciekawszy: policzmy pochodng z wstecznego ilorazu réznicowego

f(tnaun) — f(tnaun — du)
du

Il (tn, un) = —2u—1—du



u(0)=0.8, pierwszy krok t=At:

u’=f(u)=u(u-1)
metoda Newtona dla pochodnej f liczonej numerycznie w kazdej iterac;ji:

dokfadna
pochodna

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

iloraz wsteczny iloraz wsteczny
du=u/10 du=u/2 przyblizenie
w liczeniu pochodnej

0.80000 0.80000 nie zrrlwienia.wyniI.(u .
0.78312 0.78367 do ktorego iteracja zbiega bo:
0.78301 0.78303
0.78300 0.78301

0.78300

X, 1=X-F(x,)/F'(x,)

nieco spowalnia iteracje

numeryczne liczenie pochodnych w kazdej iteracji moze by¢ kosztowne

uh—t — g, — Atf(t,, ulth)

mozna réwniez uzywac oszacowania pochodnej w wielu kolejnych iteracjach

mn

o, pu—1
Uy, = U,

1 — ALf! (b, uhi™ ")

odnawiac pochodng gdy iteracja zwalnia

w praktyce
mozna np. wstawic tutaj u, ,



ul Tt — g — Atf(t,, uth

iteracja Newtona z pochodna
liczonga w poprzednim kroku
(nieiterowana)

no l_Aff (n 1, Up— l)
zamiast
-1 —1
u = i UL —up—1 — Atf(ty, ult™)

dla naszego przyktadu: f(u)=u(u-1) z dt=0.1

iterowana pochodna brana
pochodna Z punktu t

fi(tn, ul™")

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

bez roznicy!

w mianowniku: 1-dt(2u-1)
stara: 0.94 , doiterowana 0.9434

1 — Atf! (tp,ub™)

n1’

0.80000
0.78297
0.78300
0.78300

dt=0.5 at=1
z poprzedniego | .
terowana iterowana  stara
kroku 0.8 0.8
0.8 0.8 04 04
0.6857 0.6857 0.5333 0.8
0.6937 0.6950 0.5523 04
0.6937 0.6935 0.5527 0.8
0.6938 0.5527
0.6937
wolniej brak zbieznosci ®
stara: 0.7 stara 0.4
doiterowana: 0.806 doiterowana 0.89




jawny schemat Eulera [globalny btad O(At)]

u(t),

[t,u(t)] doktadne

AN
N

[ ]

[t+ At,u(t+At)]

At

dt?
Up4+1 = Up + Aff( naun) + _u (Sn)

niejawny schemat Eulera [globalny bigd O(At)]

u(t),
[t+ At,u(t+At)]
At ‘ t
de?
Up+1 = Un + Atf(tn+1: un—l—l) - TUJ (gn)

[t,u(t)] dokiad

At

“a

»
>

przesuniecie wyliczane na podstawie Sredniej
arytmetycznej z chwil t i t+At
[wzér trapezéw]

At
— [f(tn, Un) + f(tn—l—lau‘n-Fl)] T+

= Uy + 9

Un4-1

[t+ At,u(t+At)]

t



doktadnos¢ wzoéru trapezéw a jawnego schematu Eulera:

Réwnanie:
du

d_ _ f(f u) — tu Warunek poczatkowy: u,=u(t,=0)=1
+ J Uy

Rozwigzanie: u( ) — exp( /2)

Punkt t,=0.5 u,=?  [dokfadnie: 1.1331] VAo
o 1121 exp(1/8)
Euler jawny jeden krok: u,=u,+At t,u,=u,= 1 108
JN i
1.04
WzOr trapezow - _ -
U,=U+(t, Uy +t,U,) At /2 = U +t,u, At /2 1.00¢ <« JawnyRuler -
i 0T 3 4 5
U,:=U;+U, /8 Krok
iteracja funkcjonalna
wynik 8/7 TR wyglada na bardziej doktadny

od E:



Oszacowac btad lokalny wzoru trapezéw

du _ f(t,u)

1. rozw. Taylora wstecz dt

fdu(t + At) A dPu(t + At)

w(t) = u(t + At) — A
u(t) = u(t + At) o + 5 s

+ O(A1?)

2. dla dowolnej funkgji ciggtej f(t)=f(t+At)+O(At) T

—  dPu(t+At)  dul(t
ult + At) — u(t) + O(At) (wstawimy, rzad btedu

9 2
dt dt pozostanie trzeci)

fdu(t + At) N A d*ult)
’ dt 2 dt?

u(t) = u(t + At) — A + O(At)

3. Rozwigzaé na u(t+At)

fdu(t + AL AP dPu(l)
o dt 2 di?
/

Euler miat rzad obciecia At? pozbyc¢ sie go.

u(t + At) = u(t) + A + O(At?)



3. Rozwigzaé na u(t+At) [przepisane]

fdu(t + At) At d*u(t)
- dt 2 dt?
4. Usrednic¢ z rozwinieciem Taylora do przodu

du(t)  At* d*u(t)

u(t 4+ At) = u(t) + A + O(AL)

u(t + At) = u(t) + At O(At
u(t + At) = u(t) + At— =+ ———= + O(AF)
5. Wynik
B At [(du(t)  du(t + At) 3
u(t + At) = u(t) + 5 ( Tl 7 + O(ALY)
6. Korzystamy z rdwnania du
7, f(ta u)
dt

At f
u(t + AF) = u(t) + S5 (£t u(t) + £+ At ult + Ab)) + O(AF)

jawny i niejawny Euler — lokalny btad rzedu drugiego (rzad doktadnosci 1)
wzOor trapezow — lokalny bfad rzedu trzeciego (rzad doktadnosci 2)



stabilnos¢ bezwzgledng wzoru trapezow

problem modelowy: d
1
= \u WP: u(t=0)=1.
d rozwigzanie u=exp(At)
At
Up = Up—1 T 7)\(%&—1 + Ufn)
14+ 2tA
Up = T At)\ Uy 1
1 + %)\ n
Uy = u
DY L
A <1
1 — A4t

/
24 2] < 12—z

zbidr punktéw na p. Gaussa, ktore sg nie dalej od (-2,0)
niz od (2,0)



region bzwz. stabilnosci wzoru trapezéw

At Im (A)

»

At Re())

Whiosek: dla A<0 wzor trapezéw bezwzglednie stabilny dla dowolnego kroku czasowego !
A-stabilny

druga bariera Dahlquista: maksymalny rzagd doktadnosci metody A-stabilnej =2
schemat trapezow

jest najdoktadniejszg metoda A-stabilng sposrad liniowych metod

‘ wielokrokowych Implementowana np. w SPICE.




region bzwz. stabilnosci Eulera:
koto o promieniu 1

i Srodku (-1,0) Atim (2)

At Re())

region bzwz. stabilnosci wzoru trapezéw

At Im (L)

o At Re(A)
niejawna metoda Eulera:

region bezwzglednej stabilnosci

At Im (L)

miedzy metodami mozna przechodzi¢ w sposob ciggty

Up = Unp—1 + At [(1 - H)f(tn—la u'n,—l) + Bf(tna un)]

At Re()\) 0=0,1,1/2 — Euler jawny, niejawny i wzor trapezéw odpowiednio
w wyktadzie na temat niejawnych formut RK zobaczymy, ze
doktadnos¢ rzedu 2 uzyskana tylko dla 6=1/2
region stabilnosci ?




iteracja funkcjonalna a wzér trapezéw
problem poczgtkowy:
u’=-100u, u(0)=1

z rozwigzaniem doktadnym u(t)=exp(—100t )

At

U’g = Un—1 + 7 (f(tn—lauﬂ—l) + f(fn ug—l))

At=0.01 = graniczny dla zbieznosci IF dla niejawnego Eulera

1,0, 0.5, 0.25, 0.375, 0.3125, 0.34375, 0.328125, 0.33593, 0.33203, 0.333984, ...,0.333333

wzOr trapezow = uzywa prawej strony z poprzedniego kroku czasowego
z wagg 0.5 — co nieco stabilizuje iteracje.

niestety iteracja funkcjonalna dla At=0.02 juz przestaje by¢ zbiezna (+1,-1,+1,-1,itd..)
wzOr trapezéw zwieksza zakres zbieznosci iteracji dwukrotnie
(wyraz podkreslony stabilizuje iteracje) ale to wcigz mato

metoda Newtona-Raphsona pozostaje



du
pi /

poznane metody:

y Unt1 = Uy + Atf(tn, uy) + O(AE)

2) Up4+1 — Un -+ Atf(tn—l—la un—l—l) —+ O(Afg)

At ‘
o (f(tngrs Ung)+ f(En, un))) + O(Ateg)

3) Upt1 = Up T

Poznane metody: jednokrokowe (1-3), jawna (1) i niejawne (2-3),
pierwszego (1-2) i drugiego (3) rzedu doktadnosci
Metody (2-3) A stabilne, metoda (2) nadstabilna

jawne metody réznicowe wysokiej doktadnosci ??



jawne metody jednokrokowe wyzszego rzedu doktadnosci niz jawny Euler

u’=f(t,u), u(0)=u,

rozwiniecie Taylora ponownie:

u(ty,) = u(t,_1)+Atu'(t,_1) + Tu "(tr_1)+...+ Tu, It,_1)+O(At")

liczymy pochodne:

u’(tn_l) — f(tn-—]_) u‘(tn—l)) z RR.
RR rézniczkujemy po czasie

/UJ (T?— ) [ff —I_fllu] b1 Upy— l)

czyli

u ( n—1 ) [ft + fuf] 1. Un—1)

podobnie

W (ty) = [fi 4+ 200+ Pt + (P + Fufl+ fluf) .

—1,Un —1)

Zaleznie od tego gdzie sie zatrzymamy uzyskamy btgd lokalny
zgdanego rzedu



, At? At bt
u(ty) = u(t,_1)+ Atu' (t,_1) + — U (th_1)+...+ —T U Mtn_1)+O(AL")

Zaleznie od tego gdzie sie zatrzymamy uzyskamy btad lokalny zadanego rzedu np.

3
At "

At?
u(ty,) = u(t‘n—l)‘kAtf(tn—l:u'n-—l)"’T [ftl + flll f] (tﬂ1,'u.ﬂ,1)+Tu (&n)

pomyst: mato przydatny w praktyce ze wzgledu na koniecznos¢
analitycznego wyliczenia pochodnych czgstkowych f.
Dla metod ogdlnych: nie powinnismy liczy¢, ze f jest dane wzorem



podejscie alternatywne: inspirowane catkowaniem

prawa strona = funkcja tylko t u = f ( ) = Up

z rozwigzaniem: = ug + / f(r

jesli zastgpimy catke kwadratura
prostokgtow z wywotaniem funkcji w lewym koncu przedziatu

v

u(t,)=u(t, )+At f(t, ;) + O(At?) - rozpoznajemy jawny schemat Eulera

kwadratura prostokatow z wywotaniem
funkcji w prawym koncu przedziatu

d \ Cuft)=uft, J+Atfit,) + O(AR) -

t ot rozpoznajemy niejawny schemat Eulera

kwadratura trapezéw

u(t,)=u(t, )+At f(t,)/2+ At f(t, ,)/2 + O(At3)
- rozpoznajemy niejawny schemat trapezéw




reguta punktu Srodkowego

F‘/\ wzér prostokatédw z wywotaniem

~ funkcji w érodku przedziatu
/ (doktadny dla funkcji liniowej, znoszenie btedéw)

v

Up = Up—1 + Atf(tn—1 + At/2) + O(AE’)

1:n-l tn—1/2 tn

uogolniony wzor na rownanie réwnania u’=f(t,u)

Un = Un—1 + ALF(E, 1, u, 1)
;

ale - skad rozwigzanie w srodku przedziatu?
np. ze schematu Eulera:

At
un_% = Up—1 T 7 (tn—laun—l)

btad lokalny Eulera O(At?), czy reguta punktu srodkowego
zachowa trzeci rzad btedu lokalnego?



sprawdZmy to rozwazajac bardziej ogdlny schemat:

Up = Up—1 + At (blkl + b2k2)

obliczone na poczatku kroku
ki = f(th—1.Un—1)

ICQ = f(tn—l —+ CAt, Up—1 —+ (IAtkl)

obliczone gdzies
w srodku przedziatu

( tn-ll tn)

z odpowiednio oszacowanym
rozwigzaniem u dla tego t (wzor typu Eulera)

jest to jawny dwustopniowy schemat Rungego-Kutty. potencjalna wyzsza doktadnos¢ od
jawnego Eulera kosztem dwdch wywotan f (podobnie jak we wzorze trapezéw, ale RK: jawny)

bl,b2,a,c — parametry metody —jakie muszg by¢ aby RK2 (2 = rzad doktadnosci)

reguta punktu srodkowego: nalezy do tej klasy z
b,=0, b,=1, c=1/2, a =1/2

Un = Un—1 + ALF(t, 1, u,_1)
At

un_% = Up—1 T 7 (tn—laun—l)



Jawne metody Rungego-Kutty dwustopniowe: wyboér parametréow
Up, = Up_1 + AL (b1ky + boks)
kl — f(tn—la un—l)

ko = f(tn_l + cAt, up—1 + &Atkl)

(*)

u’=f(t,u)

jak dobra¢ b,,b,,c,a ? — metodq brutalnej sity -

tak aby rozwiniecie Taylora metody zgadzafo sie

z rozwinieciem Taylora doktadnego rownania rozniczkowego
do wyrazow tak wysokiego rzedu jak to tylko mozliwe

przypominamy: rozwiniecie Taylora dla funkcji dwoch zmiennych
glr+Azr,y+Ay) = glo,y)
N ( A9 y) - O y))

ox T Oy

1 . 5)29(1 y) 5)29(1 lj) ) f)zg(l’ lj)
— (AP LA Ay—L T Ay L T
M ( Vo2 T ey T o )T

wstawiamy rozwigzanie doktadne u(t,), u(t, ;) do (*) i rozwijamy wzgledem t, ,, u, ,



U(tn) = U(tn_l) + At (blkl —+ bgkz)
k1= f(tn—lv u(tn—l))
ko = f(tn—l + CAt, u(tn—l) + @Atkl) «— totrzeba rozwing¢

1
= f+cAtf, +aAtff + 5 (AL, + AP 2 [, + 2ac A ff]1) + O(AL?)

wstawmy k, do rozwinigcia. (wszystkie pochodne liczone
Zachowajmy cztony do At? wt, U, )

u(tn) = u(tn_1) + At (b f +ba (f + cAtf{ 4+ aAtff,)] + O(At?)

rozwiniecie Taylora rozwigzania doktadnego uzyskalismy kilka slajdow wczesniej

At? AtS
u(tn) = u(tn—1)+ALf(tn—1,un—1 )+— [fi + fuf] 1,'un_1)+—u’ (&n)

czyli:
rzad At: b;+b,=1, rzad At?: b,c=b,a=1/2

czyli reguta punktu srodkowego: b,=0, b,=1, c=1/2, a =1/2 ma btad lokalny rzedu O(At3)
mamy metode rownie doktadng co wzér trapezéw — ale jawng (co ma swoje zalety i wady)

Wyzszy rzad btedu do uzyskania tylko w metodach o wiekszej niz 2 liczbie stopni



cztery parametry i trzy réwnania
b,+b,=1
b,c=b,a=1/2 - pozostaje swoboda w wyborze parametréow

reguta punktu Srodkowego RK2 b,=0, b,=1, c=1/2, a =1/2

dwa zastosowania jawnego schematu Eulera
u L =u 4+ & (t u ) oszacowanie wstepne w punkcie posrednim
n—s n—1 2 n—1, %n—1 (btad lokalny rzedu drugiego)

U = U At f(t L 1. 1) o0szacowanie docelowe
n n—1"T f( n—g’ n—§) (btad lokalny oszacowania: rzedu trzeciego)

At At
Up = Up—1 T Atf(tn—l + 7; Up—1 + 7f(tn—17 ’an_l))

u(t),
[t,u(t)] doktadne
1) Szacujemy metodga Eulera punkt Srodkowy
[t+At/2,u(t+At/2)]
korzystajac z f(t,u) w lewym koncu przedziatu
2) Wykorzystujemy wartosé f w tym punkcie
do wyliczenia

r—

t+At/2,y(t+At/2)]

v

At t



RK 2 :b,+b,=1, Uy, = Upy—1 + AL (bl ki1 + bgkg)

b,c=b,a=1/2
ki = f(t—1, Up—
inny wybor niz p.$.: 1 f( n—1,%n 1)
b,=b,=1/2, wtedy musi a=c=1
C Y ko = f(tn—l + cAL, Up—1 + @Atkl)
metoda RK podobna do wzoru trapezow
(ale jawna)
At At
Uy = Up—_1 + 7f(tn_1, 'U»n_l) + Tf(tn—l + At, Up—1 + Atf(tn—la 'U.-n.—l))
),
[t,u(t)] doktadne 1) Szacujemy metodg Eulera punkt koncowy

[t+At u(t+At)]

korzystajac z f(t,u) w lewym koncu przedziatu
2) krok z t do t+At wykonujemy biorgc

Srednig arytmetyczng z f na poczqtku i koricu

o

At t

metoda RK2 trapezéw



dla btedu lokalnego O(At3) potrzeba aby,
rzad At: b,+b,=1, rzad At%: b,c=b,a=1/2

punkt srodkowy b2=1, b1=0 [b1+b2]=1
czy ma sens bl=1, b2=0 ?

U(tn) = U(tn_l) + At (blkl —+ bgkz)
kfl — f(tn—la u(tn—l))



Metody Rungego-Kutty, forma ogdlna

sg to metody jednokrokowe, o przepisie ogdlnym:

Up = Up—1 T At(f)(tn— 1y Un—1, At)

metoda RK w s-odstonach (stage) (unikamy stowa , krok”)

1=1
z
S
ki = f(th_1 + ciAt,u,_1 + At E aiik;)
i - cA J=1
wzory przedstawiane w formie tabel Butchera b
C1 Qi1 G -+ Qg
Co | 21 G2 ~--- Q3
Cs | Q51 Qg2 - Ugs
by by --- by




Metody Rungego-Kutty, forma ogdlna

Uy = Up—1 + AL ZS: b; k;

1=1

ki = f(ta—1 + ciDt w1 + ALY agjk;)
71=1

czasem zapisywane w postaci:

Up = Up—1 T+ Atz bz’f(tn—l + CiAta Uz)

i=1
Ui = up—1+ Atzaz‘jf(tn—1 + c;At,Uj)
j=1

tutaj U, — przyblizone rozwigzanie w chwili t,_,+c,At
zazwyczaj nizszej doktadnosci niz rozwigzanie koncowe



jawne metody Rungego-Kutty

1=1
S
ki — f(tn—l -+ CiAt,Un—l + At E aijkj)
j=1
Cp {app a2 -+ Qg
jawne: alj=0 dlajzi Co | Qo1 Q99 - -- (9
Cs g1 (g2 Uss
by by .-+ b,
obciete sumowanie: ,
1—1
ki = f(th—1 + At up—1 + At E a;jk;)
j=1

odstona i-ta wyliczana na podstawie tylko wczesniejszych odston

historycznie wszystkie RK byty jawne, uogdlnienie okazato sie przydatne dla probleméw sztywnych



Wyprowadzanie formut RK (a,b,c)

1)  Rozwijamy rozwigzanie doktadne w szereg Taylora wzgledem t_ ;
2)  Podstawiamy rozwigzanie doktadne do ogdlnej formy RK i rozwijamy wzgledem t, ,
3)  Wartosci parametrow a,b,c uzyskujemy z poréwnania. zazwyczaj w sposob niejednoznaczny

najbardziej popularne: jawne formuty 4-etapowe RK4:
0 4-tym stopniu zbieznosci (4-tym rzedzie doktadnosci)
i 5-tym rzedzie btedu lokalnego

S
ogoblna tabela Butchera: Uy = Uyp_q1 + At Z b k;
dla jawnych RK4 1
o0 0 O —
]CZ' = f(tn—l —+ CZ'At, Un—1 —+ At Z aijkj)
j=1

Q
V)
)
N
—
-
-
oo O O

by by b3 by

c,=0
(dla kazdej jawnej RK, zaczynamy — k;
od wyliczenia prawej strony w kroku poczgtkowym)



At
klasyczna formuta RK4: Up = Un—1 T ? (kl + 2ko + 2k3 + ]i_l)

kl — f(tn—la un—l)

At Atk

At Atk
kB — f(t-n,—l + T Up—1 T+ ) 2)

ky = f(th_1 + At uy,_1 + Atks)

4 wywotania f na krok,
btad lokalny O(At>)

gdy f tylko funkcja czasu RK4
redukuje sie do formuty Simpsona :

u(t)

A
Up = Up—1 T _t (f(tn—l) + 4f(tn—1/2) + f(tn))

6



Jawne schematy RK dla uktadu rownan rézniczkowych

1
o Pt )

9 2 zmienne zalezne u?l, u?,
du 2 1 2 1 £
= f“(t,u",u”) 2 prawe strony f?, f

2 rédwnania, s-odston

(i=1,2,...,)
7—1
Uil — uﬂ}z—l + At Z aijfl(tn—l + cht, Ujl’ UJ'Q)
7=1
1—1
UE — ui_l + At Z CLT;ij (tn—l + CjAty Uj:‘[’ Uj2)
j=1

wh =up g+ ALY bif (ty + AL U UY)

1=1

up =ul At bif*(tay + AL U UY)
i=1

zapis wektorowy
u,,u,,fU,U,, ..U, sg wektoramio 2 sktadowych

du
— = f(t

1—1
U,=u,_1 + Atzaz’jf(tn—l + CjAtan)

J=1

U, = U,—1 + Athif(tn_l —+ CiAt, Uz)

=1



Tabela Butchera dla klasycznej jawnej RK4

At
Uy = Up—1 + ? (kl -+ 2k2 + ij + ]LL) :S :

Fi= fltn—1,tn-1) i=1
1—1
At Atk ki = f(t—1 4+ At up—1 + At a;ik;
fey = f(tn—l 4 > g+ 5 l) 7 f( n—1 ) n—1 Z 17 ])
2 2 ]_1
At Atk:
ks = f(tn—1 + —, Up_1 + — 2) 0 0 0 0 0
2 2
co | azr 0 0 0
ky = f(tn—1+ Atyun—1 + Atks) C3 | 31 QA39 0 0
Cs | Q41 Qa2 agz3 0O
0 0 0 0 0 by by by by
1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6




Dlaczego RK4 najbardziej popularna:

Liczba krokdéw a rzad zbieznosci jawnych metod RK:
rzad 1 23456738

minimalna liczba odston 1 23467911

/

RK4 — wyjatkowo optacalna

RK1 — metoda RK w jednej odstonie

S
Uy = Up—1 + AL E b; k; bl+b2=1, przy b,=1, b2=0
: dostaniemy jawnego Eulera

warunek a*b2=c*b2 =1/2
nie bedzie spetniony

1=1
ki = f(tn—1 + ciAt,up—1 + Nzaz‘jk’j)
7=1

jawny schemat Eulera to jawna metoda RK1



Up = Up—1 T Ati bzkz

1=1

k; = f(tn_l + ¢ At up 1 + Atzaijkj)

jawny Euler

i=1 0 i tabela Butchera

RK2 trapezow

0
0

b [

Do | =

b,=b,=1/2, a=c=1

Up = Up—1 + At (blkl + b2k2)
ki = f(th—1,un—1)

ICQ = f(tn—l —+ CAt, Up—1 —+ (IAtkl)

RK2 punktu srodkowego

0

0

1/2

1/2

At At
Up41 = Up T Atf (t?'l- T s Un T f (tnv Un ))

9 2





