Metoda réznic skonczonych dla
czastkowych rownan rozniczkowych

na laboratorium rozwigzywac bedziemy typowe rownania:

u - vz y dyfuzji (rowniez przewodnictwo cieplne)
ot ' paraboliczne
Vg' . | rtownanie Poissona (np. pole elektrostatyczne.
u f rozklad temperatury w stanie ustalonym, eliptyczne)

(92 u 2 rownanie falowe (mechanika, elektrodynamika,
PYD = V'u hiperboliczne)

adwelcji (unoszenia wielkosci skalarnej
V - (VM) u przez pole wektorowe V)

w 1D nazywane rownaniem falowym 1 rzedu

du B
ot

adwekcja:




adwekcja rzadko wystepuje w formie czystej
przewaznie: tacznie z dyfuzja

na razie znamy tylko dyfuzj¢ numeryczna
adwekcja=unoszenie (efekt kinetyczny)

dzis: dyfuzja prawdziwa

] : . >
dyfuzjatadwekcja: wystepuje L. | ¢ N -
w problemach transportu masy 1 energii ‘ Nl e .
_>
> >

dyfuzja=znoszenie gradientu koncentracji
(efekt o podiozu stochastycznym)

t
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przewaga
dwekcji
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przewaga dyf“‘ dyfuzja: wg opisu zachowania czastek pytu:
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kazda z czastek porusza si¢ z predkoscia, ktora
mozemy uzna¢ za zmienng losowa.

Srednia gestose czastek w przestrzeni bedzie
dazy¢ do statej w przestrzeni $redniej wartosci.

Prawo Ficka:
strumien czastek proporcjonalny do

" .
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i=—Fk(r)Vp(r,t)




dp

dyfuzja dla materii:. | | L iv.j=0
z rOwnania ciaglosci: ot
dla zachowanej wielkosci skalarnej p \

strumien wielkosci p



dyfuzja dla nrlaterii:. | N @ 1V-j=0
z rOwnania ciaglosci: ot

dla zachowanej wielkosci skalarnej p

unoszenie:

i= p(r,)v(r)

-/

;)—;p(r, t) + V- [pr. t)v(r)] =0

roOwnanie adwekcji




dyfuzja dla materii: @ LV-j=0
z rOwnania ciaglosci: ot
unoszenie: prad zwigzany z wyréwnywaniem
. stezen (prawo Ficka — odpowiednik Fouriera
J= ‘O(r’ t)v(r) masa temperatura )

/ j=—k(r)Vp(r.t)

;)—;p(r, t) + V- [pr. t)v(r)] =0

rownanie adwekcji 0 f

NEVo(r,t)] =0
L )

rownanie dyfuzji




dp

dyfuzja dla materii: L iv.j=0
z rOwnania ciaglosci: ot
unoszenie: prad zwigzany z wyréwnywaniem
. stezen (prawo Ficka — odpowiednik Fouriera
J= ‘O(r’ t)v(r) masa temperatura )

/ j=—k(r)Vp(r,t)

;)—;p(r, t) + V- [pr. t)v(r)] =0

rownanie adwekcji 0 f

NEVo(r,t)] =0
L )

j= p(r? f)v(r) — k(r)Vp(r f) roOwnanie dyfuzji

l

dp
Ot

+ V- p(r.t)v(r) = kVp(r.t)] = 0

r. adwekceji - dyfuzji



dyfuzja: jeden z mechanizmow transportu ciepta

przekaz ciepta: transfer energii napedzany gradientem
temperatur 1 dazacy do jego zniwelowania.

Q otoczenie
- uktad
c1epio U(Tt) energia . P
wewngtrzna praca

Q = tempo przekazu ciepta J/s
P = dW/dt = tempo pracy wykonywane;j
przez uktad

I-sza zasada termodynamiki:
ciepto dostarczone do uktadu = praca wykonana przez uktad + zmiana energii
wewngetrznej uktadu



otoczenie
Q uktad

Ury

o

P =dw/dt
\>
dW=pdV /

Dla uktadu o statej objetosct dW=0
Q=dU/dt=mc, dT/dt (c,= ciepto wlasciwe)

O=p dV/dt+dU/dt

mechanizmy przekazu ciepta:

przewodzenie (prawo Fouriera)
konwekcja (prawo Newtona) \
promieniowanie (p. Stefana-Boltzmanna)

promieniowanie

/

przewodzenie



1) Promieniowanie

cialo doskonale czarne (wsp. odbicia 0)

Monochromatic emissive power, e} kW}mz -micron

150

100

visible range

1646°K

Prawo Stefana:Boltzmana

tl‘rlmxeh-n,mnmfx GA(T)d)\ _ O_T4

proznia

T, - 1,
O=Ao (T*-T,)

dwa osrodki potrafia wymieniac
energi¢ przez promieniowanie nawet
gdy préznia mi¢dzy nimi

o 1 2 3

Wavelength, A microns or tm

Prawo Wiena: A, T=const

4 5 &

efekty promieniowania:
porodwnywalne z przewodzeniem i konwekcja w
wysokich temperaturach: piece, spalanie itp.



2) Konwekcja (unoszenie ciepta)

VvV — predkos¢ unoszenia

pclv

- unoszony strumien ciepta

pCT .o . .
- gestosc¢ energii cieplne;



3) przewodzenie (dyfuzja)

Prawo Fouriera: (odpowiednik p. Ficka dla materi1)
q=—kVT Strumien ciepta proporcjonalny 1 skierowany przeciwnie
do gradientu temperatur
W og6lnym przypadku: przewodnos¢ cieplna k =k [1,T].
Stata materiatowa:

4 k a >kb . .
T, Przypadek stacjonarny (g=const)
1D. Temperatura od (X) =
P odcinkami liniowa przy braku Zrodet.
T
1,
b a b
X

dla kazdej substancji £ zalezy od 7, my bedziemy pracowac
w przyblizeniu k=<k>#k(T) (punkt pracy)



Qin

Rownanie przewodnictwa cieplnego 1D, k=const

AX
= —kVT <
S
o R
= <
— 83| —
or. |z % oT
— —kA— . Q — _
O | o & Qout kA O ‘erAw

Wypadkowy strumien ciepta emitowany przez element materiatu:

_or
Q — Qout — Qm — —kA &E |:U+Aac Ox |xA£C
Ax

W granicy Ax—0

0*T dU
_ A—A _ %
@=-k ox? e dt



Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji ciepta) 1D, k=const

2
T
0= A2 ta, - U

Ox? dt \ 1 071 B 0*T

Uktad nie wykonuje pracy, wtedy = —
/ a Ot 0x?

dU oT AA oT

— = MC—F = TC——

dt or ! _k

pC

[m”/s

wniosek: rownanie dyfuzji ciepta — wynik prawa Fouriera 1 I-szej zasady termodynamiki
(zasada zachowania energii z uwzglednieniem ciepta)

dla dyfuzji materii - inaczej - z rOwnania ciagtosci (z rdwnania zachowania materii)



Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji ciepta) 1D, k=const

92T AU
M T~ (11 o°T
a ot POt

rOwnanie opisuje
transport czysto dyfuzyjny
bez adwekcji



rownanie adwekcji-dyfuzji: dla materii srodia

-V - [pv — kVp] =S

podobne rOwnanie opisuje transport ciepta z zaniedbaniem promieniowanaia:

d(pcT)

-V - [peVT — K'NVT) =8
p e VT

czynnik adwekcyjny jest zaniedbywalny dla
transportu ciepta w ciatach statych
(dla ptynow nie jest zaniedbywalny)



Warunki brzegowe dla transportu ciepta

1) ustalona temperatura T(x,)=T,
2) ustalony strumien ciepta : k 0T/ 0x |,y =q,
3) na kontakcie cialo state / ptyn:
strumien ciepla przez kontakt - proporcjonalny
do rdéznicy temperatur
(prawo Newtona, konwekcyjne warunki brzegowe)

Na laboratorium ¢wiczymy warunki 1 oraz 3



konwekcyjne warunki brzegowe

_-rm-——————"j"’"—\‘aa 6
\_/_9/?“—‘59.3
o —— //

—*_

Cieplo z ciala do otoczenia: przewodzone do warstwy granicznej, nastepnie
unoszone przez osrodek zewnetrzny

Prawo chlodzenia Newtona [transfer ciepta proporcjonalny do A7

q = hf(Tc - T’)o)

| O

/ Wspotczynnik transferu ciepta. Zazwyczaj h(AT), roOwniez

Strumien ciepla funkcja predkosci ptynu optywajacego ciato

J/sm?

Strumien ciepta ze srodka ciata oT
P —k— =h(T, — Ty)

na jego powierzchnie proporcjonalny do pochodnej normalne; on
z temperatury: [pojemnos¢ cieplna warstwy granicznej =0]



Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji ciepta) 1D, k=const

0*T dU
O MR T T~ (10T T

Uktad nie wykonuje pracy, wtedy = —
/ a Ot Ox?
oT

dU o1
T = Mmeo s = pAATC—

Ep[ /3]

Problem chtodzenia w 1D (dla ktérego Fourier wprowadzil swoj szereg)

W chwili poczatkowe]
ciato ma temperaturg T,
T(x,t=0)=T,

Nastepnie umieszczone

w kapieli o temperaturze T,
T(x=0)=T(x=1)=T,

Jak przebiegnie chtodzenie jako funkcja (x,7) ?




Problem chlodzenia w 1D

1or _o°T T(x,t=0)=1
o Ot ox?
T(O,t) — T(l,t) =

Metoda separacji zmiennych:
Szukamy szczegolnych rozwigzan postaci: 7(x,t)=C(t)X(x)

180_182X_ \
aC Ot X Ox2

Czes¢ przestrzenna:

X"=-)\X
(rownanie wlasne) \ = )\n _ ( n 7'(')2
X=sin(A!? x)

7z X(0)=X(1)=0

X, =sin(nnz)



X, = sin(nnrz) A=\, = (nm)’
Czes¢ czasowa

1 oC,

— — (nﬂ') 2 (tez wlasne, ale pierwszego rzedu)

aC, Ot
Cy(t) = exp(—a(nm)*t)

T,(5.)=C,(0X,(x)

Rozwigzanie ogolne:

Z a,, exp(—a(nm)’t) sin(nmrx)

a, dobrane tak aby spetniony byl warunek poczatkowy



a, dobrane tak aby spetniony byl warunek poczatkowy

Z a, exp(—a(nt)?*t) sin(nma)

T'(x Z a,, sin (-

1
X am(mnr)/ dx
Jo

1 1
/ sin(nma) sin(mra)dr = 5(5,”7,,

= 2/ T(x 0) sin(nmx)dr

2 1 2

oy ay = = =l 2~ —1
Dla T(x,=0)=1: @ — cos(nmz)|,op = ——((=1)" = 1)

2 1 nieparzyste

T

0 n parzyste

T(x,t) = ; k1 D) exp [ a(2k + 1)7)’ f} sin((2k + 1)mx)
tempo stygnigcia — ¢ = Ll 'm”/s]
pec



T(x,t) =) a,exp(—a(nm)’t)sin(nrr)

niezaleznie od startu
rozktad 7' po pewnym czasie
bedzie miat ksztatt sin(px)

Wszystkie gwaltowne zmiany
przestrzenne zostang szybko
wygtadzone

T
A

T —

[

_tl
t= 1t
t=13

X



vor o -
a Ot Ox2 ] ot Ox?

zmiana oznaczen na bardziej typowe dla rownania dyfuzji

[przedni czasowy, centralny przestrzenny |

u(a. t + At) —u(x, t) (e + Ax,t) +ule — Ax.t) — 2u(x, t

At =D T ) +O(A)+O(AXY)
MRS nil  om o DAL, , ,
metoda Bulera: %5 Ui T A2 (U’j+1 T Uy — 2’%)

1) dlaréwnania adwekcji: schemat z przednim ilorazem czasowym 1 centralnym
ilorazem pierwszej pochodnej byt bezwzglednie niestabilny

2) pokazalismy, ze numeryczna dyfuzja stabilizuje schematy jednopoziomowe

3) dlarownania adwekcji schemat Eulera z centralnym ilorazem przestrzennym
nie zawieral numerycznej dyfuzji 1 wlasnie dlatego byt niestabilny

4) teraz dyfuzja jest rzeczywista (nie numeryczna)
podejrzewamy, ze schemat ma szanse na bezwzgledna stabilnos¢

... sprawdzmy



analiza von Neumana metody Eulera dla rownania dyfuzji

ou 0°u

En =D 972 metoda Eulera:

DAt
1 .
/ u?_,_ - u? + A.’Ifz (uj—l_l T u —1 QM-?)
= E Al kjA:
u; k wexp(ikjAx) DA l

APt = A7 + (exp(ikAx) + exp(—ikAzx) — 2) A}

Ax?

Wspotczynnik
wzmocnienia modu &

DAt
Ax?

M =1+ (exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2)



DAt

M =1+ A (exp(ikAx) 4+ exp(—ikAx) — 2)
2D At
M, =1-— A2 (1 — cos(kAx))

warunek stabilnosci M, |<1

1 <1 2DAt’1 kAx)) <1
—1 = 1 — ; — COS(RAT)) <
= NEE ( ))
2 DAL Ma by¢ spetnione
—2 < — _, (1 — COS(A’?A;I?)) < (0 Dla dowolnego &, a w tym
Ax 2 dla tego przy ktorym
‘)DAt / wyrazenie w nawiasie
Z osigga wartos¢
0 § 5 (]_ — COS()ICALU)) § 2 maksymalng - 2
Ax
0 < (1-cos) <2 \
Ax?
Schemat Eulera dla rownania dyfuzji jest At <
bezwzglednie stabilny jesli: - 2D




Krok czasowy a stabilnos¢ schematu Eulera

Problem: u(x,t=0)=1 warunek A2
u(x=0, t>0)=0 bezwzglednej | At < ——
u(x=0, t>0)=0 stabilno$ci 2D

Siatka: z krokiem Ax=0.01, przyjmujemy D=1

Ax=0.01, D=1
At=(0.01)/2 At=(0.01)%/1.9

3cia iteracja




DAt

n+1 _ n
' * Ax?

n n mn
; ; (“j+1 — (3 2uj)

Uwaga:

1) dla krytycznego kroku czasowego schemat speinia zasad¢ maximum
(wystarczajacq dla bezwzglednej stabilnosci schematu)

2) dla granicznego At u;" znika z prawej
strony, a dla wickszego At
zmienia znak z kazdg iteracja (co jest zrodtem niestabilnosci)



liczba charakterystyczna dla stabilnosci schematu:

et o, DA

n n n
ff AN (W1 + w0 = 205)

odpowiednik liczby Couranta Q

T dr

np. warunek stabilnosci schematu upwind 0< o < 1 wynikat z kryterium CFL i tw. Laxa

jak wyglada kryterium CFL dla rownania dyfuzji??
fizyczna a numeryczna przesztos¢ punktu w réwnaniu dyfuz;ji ?

dla rownania adwekcji : przesztos¢ fizyczna P = punkty lezace na charakterystyce



zgodnie z CFL WK zbieznosci jest aby numeryczna domena zaleznoSci zawierala
fizyczng numeryczng. domena zaleznosci dla rownania dyfuzji ze schematem Eulera ?

DAt
n+1 N S f,. N 1) on

Przeszlos¢
numeryczna:

itd

v

AX



fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

zrobmy doswiadczenie obliczeniowe
aby ja wyznaczy¢

10T 0°T
a Ot Ox2
o T, (x,t=0)

0.80 —

0.40 —

T,(x,t=0)

0.00

I e L
0.00 0.20 0.40 T 0.60 0.80 1.00

1/2

Rozwiazemy rownanie dyfuzji
z dwoma warunkami poczatkowymi:
T, (x,t=0)oraz T, (x,t=0)

Dla x<1/2 T, pokrywasi¢ z T,

po jakim czasie ¢ w punkcie np. x=0.2
rozwiazania z T, oraz T, zaczna
s1¢ roznic?

Majac x oraz t wyznaczymy predkos¢
propagowania informacji w rOwnaniu
dyfuz;i.

W réwnaniu adwekcji u, + vu, =0
predkosc¢ propagacji informacji

byta rownia predkosci unoszenia v



fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

zrobmy doswiadczenie obliczeniowe

1.20 —

aby ja wyznaczy¢ T,(x,t=0)
1T T
a ot O
Zan exp(—a(nm)?t) sin(nma) 0
| »(x,t=0)
= 2/ = 0) sin(nmx)dx o

uzyjemy T(0,t)=T(1,t)=0
Dla x=0: rozwazmy dwa warunki poczatkowe
1) T,(x,t=0)= sin (7x) : rozwiazanie: 7(x,?)=sin(nx) exp(-or? f)
2) T,(x,t=0)=sin (nx) dla x<1/2

=sin (7x) + sin (2nx) dla x>1/2

0.40 T 0.60 0.80 1.00

1/2

Ty(x,t) =Ti(x.t) + by exp(—a(km)?t) sin(kma)
k=1

1
b = 2/ sin(27x) sin(kra)de —— | b= -4/3m, b,=1/2, b=4sin(nk/2)/n (k*-4)
1/2



fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

1.20 —

1~ T1(x,t=0)

0.40 —

TZ(XatZO)

-0.40 T I T I T I

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

pytanie:

Po jakim czasie punkty

na lewo od x=0.5

poczuja, ze warunek poczatkowy
po prawej stronie pudta

jest inny?

inaczej: czy punkt x=0.5,t=0
nalezy do domeny zaleznos$ci
punktu x=0.1, t=dt, gdzie dt-mate? ?




fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

-0.01
-0.04

i -0.36
-0.52
-0.68
) -0.84

im bardziej zagescimy poziomice
tym blizej pojawia sie osi t=0



fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

T2-T1
0.5- O
n T 0.01
“ 09 -0.01 . i
\QOOS -0.04
03 | ) -0.2
0.2 -0.36
| -0.52
0.1
(O -0.68
° 0 01 02 03 -0.84
-]

im bardziej zagescimy poziomice
tym blizej pojawia sie osi t=0 tak Wyglq dalaby
poziomica zerowa

gdyby predkos¢ rozchodzenia
si¢ informacji byta skonczona

(np. dla adwekcji lub r. falowego)



fizyczna domena zaleznosci w rOwnaniu dyfuzji ?

T2-T1

0.5- O
-0.01
-0.04

i -0.36
-0.52
-0.68
) -0.84

im bardziej zagescimy poziomice wniosek: w rownaniu dyfuzji
tym blizej pojawia sie osi t=0 pewien (niewielki) wptyw
na rozwiazanie w kazdym punkcie np. x=0.1
ma warunek poczatkowy zadany dla
x>1/2.
Warunek poczatkowy z prawej stronie pudia ma
swoj wplyw na lewa natychmiast dia >0

dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata polowa czasoprzestrzeni!



dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata polowa czasoprzestrzeni!
ilustracja

drobiny pytu (czerwone kropy) w cieczy (czastki H,O— niebieskie kropki).

W chwili poczatkowej caty pyt jest zlokalizowany w jednym z naroznikow.
Srednia koncentracja pytu— opisywalna rownaniem dyfuzji.
Ruch pojedynczej czastki pytu przypadkowy (ruchy Browna)

“ % '.'o: . '..o:
o X" e 0
/.} e

e

e T

Istnieje mate lecz niezerowe prawdopodobienstwo, ze jedna z drobin
znajdzie si¢ niemal natychmiast w przeciwleglym narozniku

w wyniku szczesliwego zbiegu okolicznosci

(zostanie popchnigta kolejno przez wiele czasteczek wody)

dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata polowa czasoprzestrzeni!



dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata polowa czasoprzestrzeni!

ilustracja
ou 0%
ot 0Ox2
. , 2
Jedno z rozwigzan: u(a,t) = ! exp(———)
/ T Dt 4Dt o(x) = lim \/_(\p —a?/a?)
a—0oC (]

Dla chwili poczatkowej t, =0
Rozwiazanie to przechodzi w delte Diraca, o
Lub inaczej stanowi rozwiazanie dla warunku
poczatkowego w formie u(x,t=0)=05(x)

dla £0, u jest znika dla wszystkich x<>0
dla £0, u jest niezerowe dla wszystkich x

dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cata polowa czasoprzestrzeni!



dla rownania dyfuzji : fizyczna domena zaleznosci punktu to cala polowa czasoprzestrzeni!

Pamigtamy, ze przesztos¢ numeryczna punktu w Eulerze jawnym
to trojkat a nie potptaszczyzna?

A warunek konieczny zbieznosci CFL?



zgodnie z CFL WK zbieznosci jest aby numeryczna domena zaleznosci zawierala
fizyczng numeryczng. domena zaleznosci dla rownania dyfuzji ze schematem Eulera ?

DAt

u; w; + Ay (”z..tﬁ]_ + w4 2?.53)

v

przesztos¢ trojkat o potowie kata rozwarcia ®=arctan(Ax/At)

trzymajmy r=DAt/Ax’ zafiksowane i zmniejszajmy jednoczesnie obydwa kroki Az, Ax
®=arctan(D/r Ax) gdy Ax — 0 : kat dazy do ©/2 — obejmuje cala przesztosé
CFL spelnione




Dokladnos¢ jawnego schematu Eulera dla rownania dyfuzji

Czarne: btad z At krytycznym

Metoda Eulera.i wynik doktadny czerwone = z 10 —krotnie mniejszym
dla kroku granicznego: maksymalny btad znaczaco nie zmalat !
1.0

2.00E-4 -

0.00E+0 1

0.5 -2.00E-4 | ;JW ,
‘\ iy
-4.00e-4 | /Il /
6.00E-4 :
O . O . 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Whniosek: krytyczny At jest bardzo maty (w niedoktadnos$ci dominuje blad przestrzenny).
Chcemy pozwoli¢ sobie na wigksza niedoktadnos¢ bez utraty stabilnosci
- czyli liczy¢ z wigkszym krokiem czasowym — schematy niejawne



DAt
. e e w n+l _ . n n n n
jawna metoda Eulera: U; = U; + A2 (uj+1 Uy — 2%’)

pochodna przestrzenna liczona w n-tym kroku czasowym

(gdy u znane)
... dla stabilno$ci potrzeba aby r=DA#/Ax?> < 1/2
Czytac: jako ograniczenie na krok czasowy: Af < Ax?/2D
Widzielismy ze krytyczny krok czasowy jest tak maty, ze jego dalsze
zmniejszanie nie powoduje poprawy doktadnosci rachunku
[stosujac schemat jawny zmuszeni jestesmy liczy¢ doktadniej niz tego potrzebujemy]



Niejawny (wsteczny) schemat Eulera

DAt
. o ww n+l _ ., n n
jawna metoda Eulera: U; = U; + A2 ( Ujpq + u 4= Zuj)

pochodna przestrzenna liczona w n-tym kroku czasowym

(gdy u znane)
... dla stabilnos$ci potrzeba aby r=DAt/Ax?> < 1/2
Czytac: jako ograniczenie na krok czasowy: Af < Ax?/2D
Widzielismy ze krytyczny krok czasowy jest tak maty, ze jego dalsze
zmniejszanie nie powoduje poprawy doktadnosci rachunku
[stosujac schemat jawny zmuszeni jestesmy liczy¢ doktadniej niz tego potrzebujemy]

W kontekscie rownan zwyczajnych oraz rGwnania adwekcji
widzieliSmy, ze dla zniesienia ograniczenia na krok czasowy
wprowadza si¢ metody niejawne

2 B A2
ou _ pou u(t + A — ult) D?) “  (schemat Eulera)
ot 2 / At 72

u(t + At) — u(t) ot + At) — u(t) 0%u
D— — ps o
At ox? ‘ { At ox? ‘ AL

schemat jawny schemat niejawny



Niejawny (wsteczny) schemat Eulera

DAt
. o ww n+l _ ., n n
jawna metoda Eulera: U; = U; + A2 ( Ujpq + u 4= Zuj)

pochodna przestrzenna liczona w n-tym kroku czasowym
(gdy u znane)
... dla stabilnos$ci potrzeba aby At < Ax?/2D

Czytaé: jako ograniczenie na krok czasowy.
WidzieliSmy ze krytyczny krok czasowy jest bardzo maty

niejawna metoda Eulera:

- DAt
,‘u‘nJrl L un (

n-+1 n+1 ~n+l
T =g Ao +u;” — 2u” )

J+1 J

pochodna przestrzenna liczona w n+/-szym kroku czasowym.
metoda niejawna, konieczne rozwiazanie
uktadu rownan liniowych na (n+1) krok czasowy.

| 1 L
Wi (L 29)u ™ — yul ) =l

DAt
N




wsteczny schemat Eulera

((1+29) — 0 0 0 .. o\ -u.;?-“ N ow )
0 —y  (14+2y) —y 0O L 0 u3+1 uh
0 . 0 0 —y (1+2v) —x uith, Uy o
\ 0 o 0 0 0 —y (14 2v) )\ uvt ) \ Un 4 )
. . - DAt
Co z warunkami brzegowymi u,=u,=0 ? [T A2
n+1 un (1 1 2,..‘ )unJrl un+l U
+ j—|—l —

one sa zapisane w pierwszym 1 ostatnim wierszu rownania
- zobaczy¢



Stabilnos¢ niejawnego schematu Eulera

AZUQ 2 A9
At = A
oD “ 19 At = =2 % 10

1.0

0.5

Czerwone doktadne
Czarne wsteczny Euler

zachodzi podejrzenie, ze wsteczny Euler jest stabilny dla dowolnego
kroku czasowego - sprawdzmy



Stabilnos¢ niejawnego schematu Eulera dla rownania dyfuzji

Tl—i—l A/ Tl—i—l L Tl—f—L A n

DAL
T AN

analiza von Neumanna daje
kryterium stabilnosci:

|
[—vexp(—ikAx) + (1 + 2v) — yexp(ikAx)]

<1

|—yexp(—ikAx) + (1 +2v) — vexp(ikAx)| > 1



Stabilnos¢ niejawnego s. Eulera dla rownania dyfuzji

|y exp(—ikAz) + (14 27) — v exp(ikAx)| > 1

(14 27) — 2vcos(EAx)| > 1

1+ 2v(1 —cos(kEAx)) > 11lub < —1

To pierwsze zawsze prawdziwe

Niejawny schemat Eulera = bezwarunkowo stabilny

Obydwa schematy Eulera - pierwszy rzad doktadnos$ci czasowe;j
[btad dyskretyzacji rzedu pierwszego

DA btad lokalny drugiego]

n+l __ .. n t o T . o T
' ' Ax ' Poprawi¢ doktadnos$¢ schematu
,n+l _ on D AZL oon—+1 Son+1 9. n+1 mieszaj i metOdy



DAt

n+l _ . n . n )
poprawi¢ metode
IDVAN \ . .
., Al 1 o.n mieszajac schemat
Wt =l 4+ == (] ot - 20t I Y

AI J

n+l _ n / n+1 n—l—l ~n—+1

' = +0r (u) ) +u - 20T

+(1 —0)r (ujH +ui_y — 2*11,;1')

0=0 — jawny schemat Eulera
0=1 — niejawny schemat Eulera
0=1/2 — schemat Cranka Nicolsona (odpowiednik wzoru trapezoéw)

jakie musi by¢ parametr mieszania 6 aby schemat bezwarunkowo stabilny ?

i = 1+ 0ry [exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2]
H1 — 0)r [exp(ikAx) + exp(—ikAx) — 2]

T = L+ 20ry [cos(kAx) — 1] 2r(1 — cos(kAx)

+2(1 = 0)r [cos(kda) = 1]~ W = LT AT s hAD)



27r(1 — cos(kAx)
14 2r6(1 — cos(kAx))

Y =

cos(2a)=cos?a-sin’a=1-2sin’a — 1-cos(2a)=2sin’a

4r sin? (kAz/2)

R T2 sin (kAz/2)

warunek stabilnosci bezwzgledne;

4r sin? (kAx /2)
_1 g 1 . N\ 2 ! / §
/ 1+ 4r0sin”(kAx/2)

ZaWwWSZze

4rsin®(kAz/2)
; 2 2/
1 + 4r0 sin*(kAz/2) ~ 2rsin”()[1 —26] <1
trzeba aby: 27*[1 — 29] <1

gdy czton [1-20] <0 (czyli 6>1/2) schemat bezwzglednie stabilny bezwarunkowo
[znaczy dla kazdego r (At,Ax)]

dla mniejszych 0 : bezwzgledna stabilnosé¢ dla r <1/ (2 [1-20])
dla 6 =0 odnajdujemy znany warunek dla jawnego schematu Eulera



btad dyskretyzacji

untt

! — = % [9 (uyﬁ ult - zu.;%“) +(1—6) (-u;’H ol - 21_,5.;)]

Wstawiamy rozwigzanie doktadne do schematu réznicowego,
co zostanie — blad dyskretyzacji

u(x, t + At) — u(x, t)

T

E dt
D
-3 0 (u(x + Az, t + At) + u(x — Az, t + At) — 2u(x, t + At))
"|'(1 — 9) (U-(LIT + Az, t) + Z.L(;If — A, f) — 2'(_[,(;17,_ f))]
rozwina¢ w szereg Taylora wzgledem u(x,?), wykorzysta¢ u, = Du,,, zostanie:
DAZ? , , .
J - _At(§ - 9)(%5,;) ?(ux:c:c:c)j -+ O(At ) + O(ASE’ )

wniosek: blad dyskretyzacji O(At?) tylko dla 6=1/2 — w tej klasie metod CN
jest najdoktadniejszy



Jawny Euler niejawny Euler

u(t + At) —u(t) _0*u u(t + At) —u(t) . 0*u
At - DW ‘ t At B DW ‘ At
Schemat CN:
u(t +At) —u(t) 1 N 0% u LD 0 u |
At 2\ o2 T T g2t

Odpowiednik wzoru trapezow dla dy/dt=1(t)

___,a/i | A LN £\ | Ll A 2N\ | /A g



Schemat Cranka-Nicolsona

o - DAt _ |
Euler: n+l _ on n s Y1)
u; ' = U + A2 (ujjtrl_ + Ui Quj) +O(At2)
(btad lokalny)
CN:
DAt
n+1 _ .n _n+1 n+l o n+l T _n 9. n
u; =+ SN (u.jﬂ +u; Ty — 2uT Uy Fuy Zuj)
+O(At?)
Do uktadu rownan: e DAt
T AR
_1 n+1 POV o 1 n+1 __ 1 n A 1 n
Ui (1+)u' SUiT = Uy + (1 —y)u) + S Ui+



_ Tt nel ol
i+ (14 y)u] S Uit =
/(1+A,-) —v/2 0 0 0
—/2 (1+7) —/2 0O 0
(0 — /4 (J_—|—"‘Ir) i o 0
0 0 0 —v/2 (147)
0 0 0 0 —/2
((1-9) ~/2 0
v/2 (1—7) ~/2
0 ()

Schemat Cranka-Nicolsona

Y o n AR 7} Y
S Uit + (1 = y)uf + 2&13+1
0 ( Un+1
0 uyt!
0 uft
—““;‘f? ui:'+13
(1 ‘I‘A.f)) \ur1+1 )
0 0 o \[ uw )
0 0 0 Us
v/2 0O 0 ug
0 a2 - a2 || e
0 v/2 (L=7) ) \ uk-1)



Proble

Dokladnos¢ a krok czasowy
dla Crank-Nicolsona i wstecznego Eulera

Ax=0.01, D=1

- ~L1 11 __ 1_. << e

m chtodzenia pI"Qlcl JdK popucunlo Btad kwadrato

(u(numeryczne)-u(doktadne))? scatkowane po x

log [error]

N Przerywane : Crank-Nicolson
Ciagte: wsteczny Euler

zafiksowane Ax,
zmieniam tylko At

1. OOOOE 2
1.0000E-2
1.0000E-2
1.0000E-3
1.0000E-3

O JJ.LM HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘ HHHH‘

czas CN dla r=5: taki jak dla r=1/2:
caty bltad w
dyskretyzacji przestrzennej (Ax)



Rownanie dyfuzji ciepla 3D ze zrodlami

wspotczynnik przewodnos$ci zalezny od potozenia

\

A T
V- (EVT) + q = oy

N

zrodio ciepla

gestosc 1 ciepto wlasciwe
zalezne od potozenia

Kilka wlasnosci rOwnania



Rownanie dyfuzji ciepla 3D ze zrodlami

T
V- (EVT)+ ¢ = pc%

W jednym kawaltku materiatu (k=const), w stanie ustalonym

VZT — 4 r. Poissona,

k

stan ustalony w uktadzie jednorodnym w dwoch kierunkach y,z

q
k
N

q

T =——2a° D
Qkﬂi’ + Cx +

C, D — z warunkow brzegowych

1D + brak zrodet ciepta =T liniowe od brzegu do
brzegu



Warunki brzegowe na kontakcie 2 materiatow

T
Y7-(kVTT)%—q::pm€;E

w stanie ustalonym, gestos¢ i ciepto wlasciwe, nie maja znaczenia wazny tylko £.
p oraz ¢ wprowadzaja bezwtadnos¢ do problemow niestacjonarnych

kontakt dwoch materiatow

Ciaglosc g:
" dT ;. dT
1= — h2——
4 Ky K, dx dx
R / N
USRERRSES Z lewej Z prawej

mniejsze k = wigkszy gradient T

1, ogolnie: pochodne normalne
do powierzchni kontaktow

v



Konwekcyjne warunki brzegowe

W qkonwekcj i qprzewodzenia na powierzchni

oT

h(T —T.) k
on

+<—— latem moze by¢
na odwrot

mfty 1nfty




j=30

Laboratorium E
2D
A A
=15 TO
J
- i=15 '\\3':3
2 -
,— g T2
T or ¢ k

V - (kVT) + q = pca jeden materiat: Y — pqc + EVQT

Cranck-Nicholson 2D: laplasjan rozpisany na n-ty 1 n+1-szy krok czasowy

e mii) Tmn q:} " T T Ot g nii’ T
Tt =T+ At—2 + At-—F_ (T]y, + T = 2T 4+ T + T

g alll
2pc\ 2 ij—1 ZT?;?

_I_-Tﬂ.+1 + Tn—H Q.Tn—H + .Tn—H _I_ .T-n.+1 a)Tn—i—l)
Y / i—15 — “tij ' i.J “Lij

i+1.j i,j+1 ij—1




\
Laboratorium
E.
j=15 TO
J
uporzadkowac stronami n i n+1: o =
NT“.'1+1 L m..Tn%—l NTTH—l '”""Tnle + (1 4 4_,\_#)..Tn+l _
+1] / _?:__1,_ J+1 J Z]—l / ?,J p—
q
1] ~/ A/ n AT n — A~y n
NEJF ity H YL T AT+ (1= 4T

z numeru / odzyskac potozenie: j=1+(/-1)/30 (tak zapisa¢ w kodzie = dzielenie bez reszty)
i=1-30 (j-1).



Laboratorium

™
i=1 i=15 i=30
uporzadkowac stronami n i n+1: s -

T 13 Y ,1. VIS, = AT 4 (L dy) T =

J+1 SOV

z numeru / odzyskac potozenie: j=1+(/-1)/30 (tak zapisa¢ w kodzie = dzielenie bez reszty)
i=1-30 (j-1).

n+1 g+l 41 n—+1 - n—l—l
=T =T = s — v e + (L +49)T

q. . n T / n
Atp_; + V1 AT AT s T s + (1 = 49)T,



Laboratorium =30

N

~
j=15 TO

J
.
i=1 i=15 i=30
j=1
i T2
AT"H=BT "+ ¢ —informacja o zrdédtach oraz warunkach brzegowych

W punkcie ze srodka pomieszczenia:

n+1 g+l g+l n—l—l ~\gm+1
=15y =T =Ty — T s + (L +49) T =

q- o n T / g
AtV + AT A T + VT + (1= 49)T,



Laboratorium AT"'=BT "+c

o+l g+l ~mn+l ~gmn+l A~ T+l
B S =23 B ITI—l o ITH—SO - ITE—SD + (1 + 4 I)T.n! _

/ {EN mn o T T / n
Qf—g T AT T s T s + (1 = 40)T,

pc
dla pary /=(i,j), z wewnatrz pomieszczenia - [-ta kolumna (element diagonalny)
wiersz [ macierzy A: (0,0,... =y, 0,0, ...,—v,(1+4y), —,0, ..., =¥, ... ,0)
/! /
30 kolumn 30 kolumn
przed diagonala za diagonalg
wiersz [ macierzy B: (0,0,... v, 0,0, ....,v.(1—47), v,0, ..., ¥, ... ,0) . \

NN

O




M
na scianach wewngtrznych
budynku zadajemy T=T,,
~
j=I5 TO 7 (podobnie dla ,,zmarnowanej” ¢wiartki
i) poza budynkiem)
4
o, T
i=1 i=15 i=30
j=1

¥

,- T2

CZ—'Z :Tbc

w [ tym wierszu A dajemy jedynke na diagonali, poza tym zera
caty [-ty wiersz B dajemy zero, a b,=T,,



Na krawedzi budynku L OT
konwekcyjne wb. WT —T) = _k% |
n
prawa krawedz: N (i)
Ly — i
Nl T L) +i—1,]
/ 2-‘(Ti-j o TO) = —k A W /-tym wierszu A /l
I I - tylko diagonala (1)) n
h+—)T;; — —T._ .= hT, 1poddiagonala
( Ax ) Az | I=i+30(-1)
( h + AL)T[ — ALT] 1 = h'l,  (nalewej krawedzi podobnie)
v v
dolna krawedz: \ \
h(T_T)__kT?JE:J‘l'l a_T:_a_T
k k
(ht+ )T — x T = I
[ L P [-tym wierszu A diagonala
(h Ar )Tl - A—Tl+30 — hT 1 element 30 kolumn na prawo od niej



konwekcyjny warunek brzegowy na naroznikach:

J=30
oT \ n/
h(T —T,) = —k%
Tij —Tiq j- .
WT,; —T,) = —k—2 L) .
\/§AJJ J=15 T
k k
(h + )TI Ti_31 = hT, J
) . T2
(h+ ' —=— )1 L hT
! L1431 = Ndo
V2Az L V2Ax il

AT =BT n+¢ — macierz 900x900

A: na ogo6t pigcioprzekatniowa, pasmowa + / - 31 poddiagonali (ze wzgledu na 2 kanty)
B: piccioprzekatniowa, zerowe wiersze dla brzegowych [, tam niezerowa sktadowa ¢



n+1— n
. \ AT 1=BT "+¢

N\ \\
k \
\ N
w kazdym kroku musimy taki uktad ro6wnan rozwiazac.
Macierze A, B 1 wektor ¢ sa niezmienne, tylko T si¢ zmienia

mozna raz odwroci¢ macierz A — ale A-! jest gesta : wiecej do pamicgtania i wiecej do mnozenia
dla realnych rachunkoéw: zapamigtanie A-! jest wykluczone

najlepiej metoda iteracyjna (dla niej mozna wykorzysta¢ pasmowos¢ macierzy)

T=T"1:b=BT+¢ — AT = b
A. — D _|_ C (wybor zgodnie z metoda Jakobiego)

diagonalna  reszta

iteracja: Tl’l—l—l . — D_lb - D—lch’l-l—l



zy rachunek

1-s
doskonale 1zolowane

sciany zewngetrzne:

w chwili poczatkowe]
pomieszczenie w temp +1

Wstawic raz.gif

160

strumien ciepta Ji's/m

120 — /

+10

+1

BN 22255 sasasasisiss

+1

catki z—k grad T

bilans

il od sgsiada z dotu
0 —
. |

1

od sgsiada z lewej

CZas

(musi wyjs¢ na zero)

+30

pomaranczowy najpierw oddaje ciepto

potem odbiera



2 rachunek

dwa.gif



3. rachunek
okna h=0.5
sciany h=0.01

4 rachunek
grzejnik g=10

: tery.gif
trzy.gif 2Ly Bl

5 rachunek: 3 grzejniki z otwieraniem okien
1 wylaczeniem ogrzewania

piec.gif

siedem.gif : T1=T2=10, T0=30



leap — frog (jawny, dwustopniowy) catkiem niezle sprawdzat si¢ dla rownania adwekcji
(rownie dobrze co CN) czy zadziata dla rownania dyfuzji?

ou azu u(a, t + At) —u(x, —At) Du.(:{f + Az, t) +u(x — Az, t) — 2u(x, t)
— - — - A 72
ot 12 y Al Ax? +O(AX? Y+O(AR )
4 Doktadno$¢ jak CN

2D At
n+1l _  n—1
| uioo Ax?

’U,] J
2r

(u?‘ﬂ + U?—1 — Qu?’)

analiza von Neumanna
1 ~1 ,
A?+ = A, +4rA; (cos(kAz) — 1)
szukamy rozwiazan postaci:

n+l _ _n+1 40
Ak = Tk Ak:

vi - 4y (cos(kAx) —1) =1 =0



leap — frog analiza vN cd

V2 - 4ryg (cos(kAz) — 1) — 1 =0

™~

Y +Arygp —1=0 w, =(1-cos(kAx))>0

Vi = =2rp £/ 1+ (2ru)?

zalozmy, ze r mate rozwijamy y w szereg Taylora :

W(+) = 1= 2rpu + O((rp)?)
(=) = =+ 2rup) + O((rue)?)

rozwiazanie ogolne:
P =cp (L= 2rpe + O )" + ¢ (=1)"[L + 2rpp + O(r* )"

/ pasoZytnic:z\e:

wlasciwe réwnania dyfuzji rosnie co do modutu z n
znak oscyluje z iteracji na iteracje

rozwiqzanie pasozytniczne pojawi sie i doprowadzi
do eksplozji
leapfrog nie jest dobrym schematem dla dyfuzji



leapfrog:

n—+1 _ un—l QDAt
J ] A2

2r

u (u?+1%—u?_l——2u?)

dla =1/2
widzimy, ze schemat jest symetryczny wzgledem czasu
liczac rownanie wstecz dostaniemy ten sam przepis

ale rownanie dyfuzji odwracalne wzglgedem czasu NIE jest
w przeciwienstwie do rownania adwekcji



odwrotny problem przewodnictwa cieplnego

problem prosty : zadajemy warunki brzegowe oraz poczatkowe pytanie:
co stanie si¢ w przysztosci

problem odwrotny: znamy obecny rozklad temperatury jaki byt rozktad
w przesztosci? Jakie byly warunki brzegowe? Jaki byt warunek
poczatkowy.

[typowy problem pomiarow, nie tylko zaleznych od czasu]

warunki brzegowe u(x=0,t)=u(x=1,t)=0
problem:

dane u(x,t=T)

szukane: u(x,t=0)

, du 0*u
ot~ oa?

-0.12 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



O czasie 1 problemie odwrotnym ... N=100, dx=1.0/(N), D=1
dt=dx**2/d/2/10 (malutki)

CN

problem: chc’ex.n’y
T(x,t) = 1 wewnatrz wrocié¢ do nieco diuze) = eksplozia
T(x,t) = 0 na zewnatrz warunku poczatkowego

ustawiamy dt:=-dt

1

08
0.9

08 0.8

0.7 07

0.6
0B

0.5
05

0.4

0.4
0.3

0.2 0.3
0.1 02

0
0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005

t

0.1

]
0.003 00035 0.004 00045 0.005

——

liczymy do przodu potem chcemy wrocic S Tl

A

v



problem odwrotny do rownania dyfuz;ji:
wszystkie metody roznic skonczonych okazuja si¢ niestabilne dla ujemnego
kroku czasowego [r =DAt/Ax? <0 ]

wyprowadzony wczesniej z analizy von Neumanna
warunek: stabilnosci bezwzglednej: (6=1/2 odpowiada CN)

widzimy, ze dla At <0 [#<0] warunek prawy
nie jest spelniony



Nie zawsze problem z cofaniem si¢ wstecz w czasie jest trudny:
dla rownania adwekcji— jest rownie tatwy jak poczatkowy
(zmiana df rOownowazna zmianie kierunku predkosci unoszenia v)

problem z dyfuzja: t=0
|

niezaleznie od startu
rozktad T po pewnym czasie .
bedzie miat ksztatt sin(px)
Uktad zapomina o warunku =1y

poczqtkowym t=ty
t=13
Ty a—X

problem obiektywnie trudny

T(x,t) =) a,exp(—a(nm)’t)sin(nmr)

odwracamy znak czasu: gdy tylko w wyniku niedoktadnosci
pojawi si¢ sktadowa o wysokim n — natychmiast eksploduje



Nie zawsze problem odwrotny jest trudny:
dla adwekcji — jest rownie tatwy jak poczatkowy
(zmiana df rOownowazna zmianie kierunku predkosci unoszenia v)

T
problem z dyfuzja: A

=0
o A

niezaleznie od startu .
rozktad 7 po pewnym czasie

bedzie miat ksztatt sin(px) =1y
t=tai
problem obiektywnie trudny t=1t3
T-| X
-L 0 L

mozliwe rozwiazanie:
szuka¢ warunkow poczatkowych, dla ktorych
jestesmy najblizej danych wejsciowych [7(7)]

rozwigzywac rownanie dla dt>0 1 porownywac¢ wynik numeryczny
dla =T z zadanym rozktadem — co wymaga znacznie wickszego
naktadu obliczen niz w problem podstawowy



odwrotny problem przewodnictwa cieplnego

opiszemy rozwigzanie warunkow brzegowych u(x=0,t)=u(x=1,t)=0

problem: 5
dane u(x,t=T) du Da U
szukane: u(x,t=0) a T T 92

: policzone schematem CN dla N=100
oo — — dx=1.0/(N)
) D=1
o dt=dx**2/D/2
* 100 krokéw czasowych

.12 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Jeden z mozliwych algorytméw — wykorzystuje liniowos¢ rOwnania



Jeden z mozliwych algorytméw — wykorzystuje liniowos¢ rOwnania
1) wybrac baze¢ niezaleznych liniowo funkcji g(x)
okreslonych na przedziale (0,1)

np. g; (x) = (x-1/2)

8.00 —

2) dla kazdego warunku poczatkowego

w00 — rozwiaza¢ rownanie przewodnictwa cieplnego
do chwili T

0.00 —
- 2,00 —
-4.00 — ]
1.00 —

O 1 T 1 [ T ]

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 —

dostaniemy bazg funkcji hy(x)
normalizujemy je tak aby (h,,h,)=1
zgodnie z tym warunkiem normalizujemy rOwniez g;



ewolucja czasowa

3) réwnanie jest liniowe g - hi

2
u(z,t=0) = Zdzg@(l‘) % _ D%
T

u(z,t =1T) = Zdihi(:c)

wyliczymy przyblizony warunek poczatkowy [wsp. d]
jesli roztozymy rozwigzanie w chwili T w bazie funkcji h;

roztozy¢: np.: metodq najmniejszych kwadratow

/01 dx (u(az,t =T)— Zd@-hi(az))g = min



/Old:z:( Zdh ) = min

0 [ d:}:‘(u(:z: t—T\—vdh(:{:\
O)d;bj ")

2

ZquT)dh()) 0



/Old:z:( Zdh ) = min

O 2
ddkjé da:(u(:z: t—T\vdh(m) —

niestety A bywa zle uwarunkowana
bo h. majg tendencje do ,,upodabniania si¢” !
1 ” = [ Wt T
0

nawet jesli g bardzo r6zne
niestety = raczej regula dla problemow odwrotnych



0.04

-0.04

-0.08

-0.12

Wyniki:

doktadny warunek poczatkowy

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

baza
gi(x) = cos(imx)

dla i=0,1,...10

rozwiazanie problemu odwrotnego w bazie wielomianowej (i=0,1,...10)

doktadny wynik:
warunek poczatkowy byt x(x-1)(x-1/4)

-0.08 —

-0.12
\ \ \ \ \ \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




,,upodabnianie si¢ funkcji bazowych”- nie jestesmy bez wplywu na uwarunkowanie problemu
— mozemy wybrac¢ bazg tak, aby efekt zminimalizowac

wielomiany cos(nmx) gaussowska wielocentrowa

1V
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i y“;l

RN

i

)

A

| N
I
o i

(i

W
i

W,
‘?‘:j .‘.‘220“:‘22.%29’/

T T T T T T T T T
0.20 0.40 0.60 0.80




Rownanie adwekcji — dyfuzji (schematy jawne)

Ut = Du o —|— VU wystepuje np. w mechanice ptynow 1 pytow
w transporcie ciepta itd. D>0

Euler: przedni czasowy, centralne przestrzenne:

n+l _ rrn n m. TN X ren 1
U™ =Uf +r (U + Ui = 207) + 5 (Ui = UjLy)

Ddt vdt

r=—"= o = ——
da? dx

schemat: absolutnie stabilny gdy czysta dyfuzja v=0 oraz r <1/2
: absolutnie niestabilny gdy czysta adwekcji D =0
: dla adwekcji widzieliSmy, ze obecnos¢ niezerowego D stabilizuje schemat

posortujmy wyrazy w powyzszym rownaniu wzgledem indeksu siatki przestrzenne;:

n+1 & n n Q n
Ut = (r— 5) jo1+ (1 —2r)Uj Jr(””rg) j+1



rownanie AD, schemat Eulera

n « n n @7 n
U, = (r - E)Uj—l + (1 =2rUj" + (r + 5) j+1

zgodnie z zasada max: schemat bedzie stabilny jesli ....



rownanie AD, schemat Eulera

n « n n @7 n
U} +1 = (T — E)Uj_l + (1 — QT)UJ + (T -+ 5) j+1

zgodnie z zasadq max: schemat bgdzie stabilny jesli /2> 7 > | (94 | /2

Ddt vdt
_ o =

" T A2 T dx

Aby schemat byt stabilny: ktory efekt
ma by¢ dominujacy: adwekcja czy dyfuzja ??



rownanie AD, schemat Eulera

n « n n @7 n
U™ = (r = UL + (1= 20U} + (r + 5)Ujf4

zgodnie z zasadq max: schemat bgdzie stabilny jesli /2> 7 > | (94 | /2 (przewaga dyfuzji)

Ddt vdt

r=— o= —
dx? dx

v|dx <1

1P| = =~
2D

liczba Peclet’a (komorkowa liczba Reynoldsa)

podobny wniosek otrzymamy dla normy euklidesowej stosujac analize von Neumanna

1) zauwazmy — krok czasowy nie ma wptywu na stabilnos¢
jesli predkos¢ unoszenia duza w poréwnaniu ze statg dyfuzji:
siatka przestrzenna bgdzie musiata by¢ bardzo drobna.

2) jesli D=0 (czysta adwekcja) — schemat niestabilny




Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzat si¢ schemat upwind : znaczy dla >0

uy = Dy, + vuy

Ut =07 +r (U + Uy —207) + o (U = U}

UMt =vU}  + (1= 2r —a)UJ + (r + o)UYy,

zasada max:

Ddt (V) dt
- —_ o= —
dx? dx



Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzat si¢ schemat upwind

uy = Dy, + vuy

U;L_'_l U'n, 4+ (Un L+ J+1 . QU;L) —I—Of( j+1 Un)

n—+1 n n
U =rU 1+ (1 —=2r—a)U + (r+ o)UY
zasada max: r > 0 (jest), r +a > 0 (jest bo v>0) oraz 2r+a <l

warunek znacznie mniej restrykcyjny niz dla Eulera

Ddt vdt bo:

"= dar? Q= dr stabilnos¢ mozna zapewni¢ matym krokiem czasowym

Dla dowolnej siatki !

Czy odnajdujemy znane warunki stabilnosci dla
czystej dyfuzji i czystej adwekcji ?



Dla rownania adwekcji lepiej sprawdzat si¢ schemat upwind

uy = Dy, + vuy

U;’b-!—l U'n 4+ (Un L+ J+1 . Qsz’) + Of( J+1 . Un)

n—+1 n n
U =rU 1+ (1 —=2r—a)U + (r+ o)UY
zasada max: r > 0 (jest), r +a > 0 (jest bo v>0) oraz 2r+a <l

warunek znacznie mniej restrykcyjny niz dla Eulera

Ddt vdt bo:

"= dar? Q= dr stabilnos¢ mozna zapewni¢ matym krokiem czasowym

Dla dowolnej siatki !

odnajdujemy znane warunki stabilnosci dla
czystej dyfuzji 1 czystej adwekcji



problemy z przewaga adwekcji 1 v zmieniajacym znak (a zalezne od polozenia)

v>(0
Ut = U +r (Ujsy + Uy = 207) +a (U, = U})

<0
urtl —uyr 4 (U, U, —2U™) o (U —UP
J J N L J T4 J 7/ \ ]

co, mozna zapisa¢ jednym wzorem: (z unikni¢ciem instrukcji warunkowej)




problemy z przewaga adwekcji 1 v zmieniajacym znak (a zalezne od polozenia)

v>0
U;z,+1 Un —|—?"(Un . 4+ ?+1 2Un) —+—Cl{( )+1 Un)

v<0
Urtt =07 +r (U}, +UF —207) + o (U} = U )

co, mozna zapisa¢ jednym wzorem:

n n B n @ rm n
Uj+1:Uj—|—§(Jl—20 —|_ j+1)+§( j_l_l—U'_l)

J

Z /6 — QT _|_ |Of | —> tzw. schemat z r6zniczkowaniem pod wiatr

uwaga: w schemacie upwind: czynnik dyfuz;i wzrasta o extra |a|/2
(pojawia si¢ dyfuzja numeryczna) (w centralnym ilorazie sztucznej dyfuzji nie ma
1 to jak widzieliSmy powod niestabilnosci schematu dla czystej adwekcji)

centralny (bez numerycznej dyfuzji) :
Y

Urtt =Up +r (U, + J+l—2U;")+§'( - Ur)



Ut — Du T + vV WUg  Przyklad: problem z przewaga adwekcji
D=0.01,v=1

warunek poczatkowy: u=1/2 dla x<1/2

<+<— rozwiazanie dokladne
dyfuzja: widoczna w lekkim zaokragleniu
nieciaglosci dla t>0

«—— upwind 6 = 2r + ‘Of’
dt=0.025, dx=0.05
a=0.5, r=0.1 oL dt vdt

dx dx
widac¢ znacznie przesadzona dyfuzje

iloraz centralny (bezwzglednie niestabilny)
widac¢ generacje niestabilnosci
(antydyfuzja = zaostrzanie kantow)

aby zniwelowac¢ dodatkowa (numeryczng dyfuzje) dla schematu upwind
- mniejszy krok czasowy czy mniejszy krok przestrzenny ?



Nieliniowe rownania paraboliczne

Dla rownan liniowych (np. dyfuzji, dyfuzji+adwekcji)
schematy jawne sprowadzaja si¢ do wykonania wielu podstawien w kazdym kroku
niejawne prowadza do uktadu rownan liniowych.

Zastanowimy si¢ jak rozwigza¢ rOwnanie nieliniowe.
Ut — f(xa t: U, Uy, u:r’r)

schemat niejawny, jednopoziomowy, centralne przestrzenne
przedni czasowy, wazona prawa strona (dla 6=1/2 - CN),

141 ) n+1 n-+41 n-+1 n+1 orrn+l
R N Of(jAz, (n+ 1)At,UM! Uity — U7 ULy + U =20
At - vanivTmLanys 2Ax " Ax?
| o Ui —Upy Ugy +Up, — 207

wezmy nhieliniowe rownanie dyfuzji

U = (um) T na m=1 si¢ juz znamy



u(x,t=0)=exp(-x%/25), pudto (-30,30), Ax=1, At=.1

m=5

m=1

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

zwykla dyfuzja CN



Up = (um):m:

warunek poczatkowy oraz niejednorodnos¢ w chwili poczatkowe;j
= do wyjasnienia ro0znic w rozwigzaniu

m=1
u m=35
Prawa strona rownania ps} /\
mowi tutaj: ,,roénij” [ | AN

\j - Knie zm?iaj sie ., / \ - »

A ,
.20 .20 10 o 10 osl

L0214

.04t
o5t
1.5

malej

24

widzimy, ze krance pakietu =
bez zmian. blyskawiczne sttumienie
maksimum, wyrownanie brzegow



Nieliniowe rOwnania paraboliczne

U = (um)a:'a:

i

(]_;?-—;--1 — U’;? y (Ui;?_':_.].l)m n (U;,___|_.l-|)'m _ 9 (Ui;l_‘_.l)m
Al A2
U m n mo 2 (U m
(1—6) (( ,;+.l.) + ( A—Ilz) ( ; ) )

|

zapiszemy jako uktad rownan nieliniowych

n 7 A t n T 7 TrL 7 T
F;(U ,+1) — Uj +1 QA;I;Z K( j_+11) _9 (Uj +1) n ( _j—:_ll) ﬂ
n At n m n\ T n m
U= (=) 2L ()"~ 2 ()" + U7)")]

dla 6=0 — jawny schemat — nadal forma
podstawieniowa (nawet dla nieliniowego rownania)
dla 60 — schemat niejawny — metoda Newtona lub iteracja funkcjonalna



CN + iteracja funkcjonalna
Uy = (um):m:

wrtt =l 4 —22; [(uﬂfgrl) T (u )" =2+ ()T ()T -2 (u?*l)m}

pierwszy krok czasowy,
uzgodnienie punktu w centrum x=0

1.000

0.998 -

0.996 —

0.994 —

0.992 -

0.990 | | | | |
4 8 12 16 20
iteracje iteracje




nieliniowe rownanie dyfuzji CN,
zbieznos¢ iteracji funkcjonalne;j
punkt centralny, pierwszy krok czasowy

0.900 | | | | |

iteracje

widzimy, ze iteracja funkcjonalna nie rokuje dobrze
dla zbieznosci rownania nieliniowego przy dluzszym kroku czasowym



jesli z iteracjq ktopoty
moze zastosowac schemat jawny zamiast CN ?

At=0.3, 100 krokow
o J o J U O J - O

150 200 250 300

jest dobrze I

pojawiaja si¢ warto$ci 104 po czym pakiet zanika



A moze schemat jawny zamiast CN ?

At=0.3, 100 iteracji
CN
o J o J U O J - O

—— —_—

g N o Y s O s N ) o o M s Y i M

\
0 50 100 150 200 250 300

I
150 200 250 300

I schemat jawny

pojawiaja si¢ warto$ci 10'# po czym pakiet znika

1) niejawnos¢ schematu jest potrzebna

2) iteracja funkcjonalna si¢ nie sprawdza — metoda Newtona



metoda Newtona dla nieliniowego rownania dyfuzji

n n At n m n m n m
F(unt) = Uit - N [((Ujjll) 22U+ (UY) )}
n At n  \M n\ m n m
U —(1 _Q)Amz (Uy) " —2(U}) " + (Uj) )]

F(U'n,.—l—l) _ F(Vk:) + FUn+1 (Vk.) (Un.—l—l . sz) + O(HUn—l—l . VAHH?)
\

przyblizony wektor U™ w k-tej iteracji
n+1 — znaczy n+1 chwila czasowa

FUn—)—l(Vk) (U’n,-—|—1 L Vk?) — _F(Vk)

uktad rownan liniowych na poprawe przyblizenia

Vk+1 :zvk_|_ (Unﬂ _Vk)



metoda Newtona dla nieliniowego rownania dyfuzji

FUn+1 (VIC) (Un—l—l . Vk?) — _F(V’i)

U,=U,=0
OF1 dFy
ourtt ttooounty

Fynt1 = : . : <« Macierz Jakobiego
\ OFj_+ OFy_1 }
puprtt T puntt
J-1
F'(Un—kl) — Un—l—l — 0 At ( n—l—l)m’ _9 (Un—l—l)'m’ + ( n—l—l)m’
y A t . e ; T y T
U (-0 ()" —2 )"+ (T)")
Py (V) = 1 2t ()

. & . . [ HAf . 17— |
m. Jakobiego: trojprzekqtniowa ¥, ., (V") = —”i\—f (vE)"

B mOAt

. 1. m—1
F (VF) = A2 (Vi)



Wyniki [CN]

1.000 @
1.000 ¢
I iteracja funkcjonalna
0.990 0.996 —
| m=5 0.992 -
0.988 -
0.984 -
0.980 e
4 8 12 16 20
iteracje
iteracje
Metoda Newtona: Metoda Newtona:
1 1 1 1
2 0.970743147366556 2 0.9922461168083
3 0.970376491139719 3 0.992246116808




Wyniki [CN]

000 m=5 iteracja funkcjonalna 1000 ¢ el
0.980 099% -  At=.2
0.960 - 0.992
0.940 - 0.988
0.920 0.984 —
0900 b — 7 0.980 —
4 8 12 16 20 4 8 12 16 20
iteracje iteracje
Metoda Newtona: Metoda Newtona:
1 1
2 0.949526520122893 11
3 0.947925874533601 2 98466247689
4 0.947923849482469 3 .98466247689



m=5, dt=1 z iteracjq

\ \ \ \ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Whniosek: aby rozwiaza¢ roOwnania nieliniowe z rozsadnym
krokiem czasowym potrzebna jest metoda niejawna

do rozwiazania nieliniowych rownan schematu - iteracja Newtona

\
1000



Szacowanie btedow dla rownan czastkowych zaleznych od czasu
na przyktadzie rownania adwekcji

uy +vu, =0

czasowa 1 przestrzenna pochodna zastapione przednim ilorazem réznicowym
(jest to upwind dla v<0)

B Az T, mn A
[\ [N U"j U‘j Al / \n+o u’j—!—l o u;j Ax / \ 7
Ut);, T0\Ug); = - Utt Tv — U Uz ) ;
\ }j \ /3 Af 2 \ /;} AI 9 \ /3—0—5
ntl _mn n o _pn z gory wiemy, ze wyliczone wartosci
] ] q 1 ] 7 . (4 . r .
J 7 I 42t < I =0 beda roznic sie od wartosci doktadnych
T

o pewna wartos$¢ zalezna od pochodnych
rozwiazania doktadnego

-ale w praktyce ta wiedza nie
przyda nam si¢ do ilosciowego
oszacowania popelnionego btedu

szacowanie btedow: 2 opcje
1) pordwnanie rozwigzan na roznych siatkach
2) porownanie rozwigzan metod o

innym rze¢dzie doktadnosci



2) porownanie rozwigzan metod o
innym rzedzie doktadnosci

btedy lokalne dwoch metod (zaktadamy, ze lokalny btad czasowy
jest o 1 wiekszy niz przestrzenny)

o n+1 rrnt+1 L ALl o AP 0 42 AP 1 DA PELY A FIN]
(Lj — (_/J = AL L(/l QLT T CAlLT T L/\/_\J; } -+ L/\Qb )J

n n * 2 2
W=V = At [er Aa?T 4 AT 4 O(Ax"T?) + O(AT?)]

np: dla p=1, pierwsza metoda: U — upwind [O(dt?), O(dx)], druga: V - CN[O(dt?), O(dx?)]

.+l n-+1
u; U ;

(1 V) £ (v U

J

AL(O(AZ?) + O(A)) AL(O(Az7 1) + O(APH))



2) porownanie rozwigzan metod o
innym rzedzie doktadnosci

btedy lokalne dwoch metod (zaktadamy, ze lokalny btad czasowy
jest o 1 wiekszy niz przestrzenny)

o n+1 rrnt+1 L ALl o AP 0 42 AP 1 DA PELY A FIN]
(Lj — (_/J = AL L(/l QLT T CAlLT T L/\/_\J; } -+ L/\Qb )J

n n * 2 2
W=V = At [er Aa?T 4 AT 4 O(Ax"T?) + O(AT?)]

np: dla p=1, pierwsza metoda: U — upwind [O(dt?), O(dx)], druga: V - CN[O(dt?), O(dx?)]

,n+l  rm+l /. nt+l  yrntl n+l _ prn+l
e N A AR R A
AL(O(A2”) + O(AL)) AL (O(Az71) + O(AH))

At (O(AzP) + O(A?))

btad doktadniejszego schematu: zaniedbywalny w poréwnaniu z blgdem mniej doktadnego
roznica V oraz U daje oszacowanie btedu gorszego schematu
strategia: do ewolucji czasowej uzywamy V, mozemy wypowiedzie¢ si¢ o bledzie U



szacowanie a posteriori: 2 opcje
1) pordwnanie rozwigzan na roznych siatkach

ekstrapolacja Richardsona

uzywamy jednego schematu lecz dwoch siatek: (Ax, At) , oraz (Ax/2, At/2)

t 1 0eQe Qe @@

»

() At @ @ @ ©@ @ ® @ ® @ || (1N
QeQ@e Qe e w
x ()
At[ Aar At
n+| n-+1 o , 1 n—+1 g
w; U 27 [(,1 o TCo T O(AzP*) + O(APT )] Blad w chwili n+1
Al ' ' p+1 p+1
= o [e1 Az? + e AP + O(AzP™h) + O(APT)]

w punktach rzadkiej siatki mamy:

?H U”Jrl = At {clAazp + o AP + O(Ampﬂ) + O(Atpﬂ)}



Wt -t = o5 [c1Az? + o AP + O(AzPT) + O(A"T)]
u T Ut = At ey Ax? 4 o AP + O(AxPTY) + O(APT
j j

l

- | 1
grtt gyttt = (1 — 2—1) At [e1 Az? + o AP] + At [O(AxPTh) + O(AtPH)]

n—+1 U"_'H-l
At [c1 AxP + o AtP] ~ 31 1/2‘;

/4

mamy oszacowanie blgdu obydwu rozwiazan ale tylko na rzadkiej siatce

~ VY o VY Alpsits L= 24

.. co dla automatycznej kontroli At catkowicie wystarczy

[
»
»
»




ekstrapolacja Richardsona dla rownan rézniczkowych czastkowych - przyklad

us +vu, =0
upwind (iloraz przedni czasowy, wsteczny przestrzenny)

U’.{H—l _ (1 o a) U™ + U doktadnos¢ ilorazow przestrzennych
J J J—1 i czasowych identyczna (p=1)

wiT = U = At (i AxP + A+ O(AxPTh) 4+ O(AET)]
btad lokalny O(Ax)+O(At?)

v=1

warunek poczatkowy: u(x)=sin(x)
rozwiazanie doktadne u(x,t)=sin(x-¢)

[
»

0 2T

zawsze u(0)=u(2m) = zastosujemy periodyczne warunki brzegowe



ekstrapolacja Richardsona dla rownan rézniczkowych czastkowych - przyklad

x=(j-1)Ax i=1,..J Ax=2m/]

=4
AX=T/2
At=mt/4
05- po dwoch krokach At’=At/2
U po jednym At
J’=8 0.0
AX’=AX/2
At’=At/2
-0.5
gdzie sie pokrywaja: -1.0 -
0 6
szacujemy btad btad faktyczny
urtt — ot -0.1035533365 ~0.1035534603
At [e1 AP + ey At7] = ——— l/zp 0.1035533983 0.1035533983
0.1035533892 0.1035533892
l szacujemy btad -0.1035534073 -0.1035534073
it gt = At (1 AzP + e A + O(AzPT) + O(APT)] rewelacyjny wynik

.) i



ekstrapolacja Richardsona dla rownan rézniczkowych czastkowych - przyklad

oszacowanie btedu w jednym kroku At bardzo doktadne:
wykorzysta¢ do poprawy doktadnosci

0900000
9000000

>

»

gesta siatka: niebieska

»

P

algorytm: w chwili t, znamy wartos$ci funkcji na ggstej siatce
1) przepisujemy je naprzemiennie na dwie rzadsze siatki: czerwona i czarng
2) wykonujemy krok At dla kazdej z nich
3) wykonujemy dwa kroki At/2 na gestszej siatce
4) szacujemy 1 odcinamy btedy w kroku t+At




upwind z ekstrapolacja Richardsona upwind: bez obcigcia btedu
1 usunigciem btedu doktadny = rozwiazanie zanika (dyfuzja)

A N

1.6
14
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1.2
-1.4
-1.6

gestsza: J=8
AX’=AX/2
A=At/2



