rownanie Poissona jako modelowe eliptyczne
funkcjonal dzialania, zbieznos¢, relaksacje wielosiatkowe

Eliptyczne: opisuje stany stacjonarne

Vi = —p
1) Rozklad potencjatu elektrostatycznego
[minimum dziatania w uktadzie tadunek/pole]
2) Rozklad temperatury przy stacjonarnym przeptywie ciepta
[ granica czasowa problemu parabolicznego ]

wnetrze

na brzegu musimy okresli¢ wartos¢
rozwiazania lub jego pochodnej normalne;j

lub zwiazek miedzy nimi
“~brzeg * e



Warto wiedzie¢: (zasada maximum)
rozwiazanie rownanie Laplace’a osiaga wartosci

ckstremalne na brzegach (dowdd np. u Weinbergera) wnetrze

dla metody RS:
Vip = 0

O, j) = (@i —1.5) + O, j—1) + @[ +1,7) + (4. j+ 1)) /4

“~brzeg

skoro kazdy punkt z wewnatrz
obszaru calkowania jest Srednig arytmetyczna z sasiadow
nigdy nie bedzie wigkszy od zadnego z nich



Schemat Metropolisa a rOwnania rozniczkowe
- wariacyjna metoda MC rozwigzywania rOwnania Poissona

% u 5)2 U przypomnienie

52 @y —p(x,y)

pla, y) = exp(—50(z + 7))
/

/ pokazemy (w swoim czasie),
ze dla u - rozwigzania r.Poissona

- minimalna jest calka:

u i\
S = /dzdy{ Ki)r) + (%) ] —p(:r:,y)u(:z:,y)}

rozwiazanie probne:

na brzegu u=0

y=-1

t=C(zr—1D(x+1)(y—1 +1 —a(x?+y?)
r. doktadne: \ ) ( ) Y ) (J )

C,a — parametry wariacyjne
nalezy wybrac¢ tak aby § - optymalne




Z elektrostatyki poprzez metode roznic skonczonych
do réwnania Poissona 1 metod relaksacji 1 nadrelaksacji .

Dziatanie dla uktadu tadunek ( p) + pole :
/ potencjat pola elektrycznego

| | 1 N | (to nie jest energia uktadu
S — / (§EH - P@) dv = / (§(VC9) - P@) dv energia bedzie gdy znak

' ' o ' przy p bedzie +)
\

rozklad tadunku funkcja podcatkowa:

tzw. 1 7] ktad le - tadunek
wektor pola elektrycznego zw. lagranzjan uktadu pole - tadune

E= V¢

S = min - V2 = —p
Dziatanie jest najmniejsze dla potencjatu, ktory speinia rownanie Poissona

Zobaczymy to w 1D:



dziatanie a rownanie Poissona w 1D
N\ 2
/2 (1 (do .
S = [T} ps)a
—d/2 \ 2 \ dz |
Z warunkami brzegowymi typu Dirichleta

Dla jakiego Qﬁ wartos¢ dziatania jest ekstremalna ? (w praktyce minimalna,
bo maksymalna nie istnieje).

Ogo6lny problem minimum funkcjonatu (catki funkcjonalnej)

d/2
Flp(2)) = f Fl(2), & (2): 2]z

—d/2
) qf)opf, (Z) optymalny potencjal: minimalizuje dzialanie
Popt ( g) f - ¢ ®(z) ,.bliski” optymalnemu
' v 1 spetniajacy te same warunki brzegowe
g R By e 1373 '
¢ ——r= b2 o(z) = Gopt (2) + au(z)«—dowolna funkcja
_ A ciagla z pochodna
_df2 dj2 7 maly parametr

v(z=—d/2)=v(z=d/2) =0



Wartos¢ a=0 jest optymalna:

do

Pochodna pod calkg:

fd/2 Of @¢
—d/2 | ¢ 805

( wstawiamy o=0 ) U(Z)

d/2 8f
/;d/2\ﬁ8¢0pt ( )

af

d d/2 / /
il ( o floop(2) + av(2), ¢,,:(2) + av'(2); z]dz)

D¢

O/

oo

v'(2)

of

8¢0fpt

V(2 )]dzzo

o(2)

— Gopt(2) + av(2)




/@ﬁzl T () + 2L %z{‘dzzzo

d/2 aCbopt 8gbopi&
pochodna iloczynu [ca%kowanle przez czgsci|
of d | of | _|dor] .

o N
v(Z2)

(:) = (e)
Ot dz b@@wﬁ J deihimtj

/2 [ of  d Of o f a2
L [agbopt dzacbopt] v [a% ”] =0

d/2 4/
/ /

dowolna
. v(-d/2)=v(d/2)=0
czylt:

af d af —0|— rownanie Eulera-Lagrange’a

o N o na funkcje dla ktorej catka funkcjonalna
a(f)()pt dz ag)OpL minimalna




Rownanie Eulera-Lagrange’a dla energii ukladu ladunek+pole

S
of d of

_ — ()
U

Ao dz O

|

d
—p=—¢ =¢"

! d > : ’ minimalne dziatanie dostajemy
dla potencjatu spetniajacego
roOwnanie Poissona




Dzialanie na siatce roznicowej

1 d(b )
5:/ (2 (d_) P‘D) iz

v

Z Az ( ) — Pn g%) Zdyskretyzowane dziatanie
/

@I L ¢n N @n—l najprostszy iloraz réznicowy pierwszej pochodnej

" Az

0S

Minimum zdyskretyzowanego dziatania —— — 0 dla wszystkich oczek siatki i

0o,



0S ' e '
S SR E L L

05
IP;

- Z [ALZQ ((Cbn - Cbn—l)ém' T (an - Qb’rz—l)é(n—l)i) — /OnCSm] — ()

wysumowane z deltami Kroneckera:

05 1
50, ~ Az (0= 6i1) = (dinn = 00) = pi =0

A 52 (_gb‘i—l + 2¢; — ¢é+1) = Pi




0S5 1 0 G b 0o,
_QAZQ ﬁcbz o "

It

= ()

|
=[]
‘
—
Pamm
ASH
3
|
-
7
>—k
R
s
N
S
3
|
<
i
H
R
g
3
=
N
|
hw
>,
S
o~

wysumowane z deltami Kroneckera:

S 1 _
90, A2 (i = dim1) = (Pir1 — @) — pi = 0

z zasady najmniejszego dziatania

na siatce dostaliSmy doktadnie takie samo — (—gb i—1 —+ 2¢z — gb i+1 ) = D
, . . , .o .. A 2

roOwnanie, jak po bezposredniej dyskretyzacji Z

roOwnania Poissona:

\ z 1lorazem roznicowym drugiej pochodne;j

_P:£r — Q@ ¢;/:¢i+1+gbi—1_2¢i
Az?




wartos¢ dzialania;:

S = /(1/2 o\az) ~r7)

pozwala oceni€ zbiezno$¢ procedur iteracyjnych

ponadto: nieoceniona do kontroli jakosci
rozwiazania w metodzie elementow skonczonych
(wybor elementow, wybor funkcji ksztattu)



Zbieznos¢ procedury relaksacyjnej

Przepis relaksacyjny
(=it + 261 — bt s 41+ Gio1 + Az%p,
Az? \"@i-1 T @i — Pit1) = Pi P = Pit1 + @i 5 Pi

1 2
Dziatanie: a = Z [2&22 ((bn — gbn—l) —' /)ncbu

T

Przyczynek do a od punktu i:
a;i X 287 = (6 — i 1)” + (Piy1 — ) — 282°pigh,
=207 + &7y + &7y — 20i(Pi1 + Piv1) — 2027 i

Wyliczmy zmiang funkcjonatu dzialania jesli iteracji poddany zostanie TYLKO i-ty punkt siatki.

(a;—a;) X (282%) = 2677 —2¢7 —2(¢ — ¢4 ) (Dim1 + Dig1) — 2027 pi(d; — @)
= —(¢i+1 + Qi1 + AZQQ@ — 2¢z‘)2/2

Relaksacja potencjatu w kazdym z punktow prowadzi do obnizenia wartosci dziatania!
[rOwnanie P. zostanie rozwiazane gdy dzialanie obnizy si¢ do minimalnego]



Nadrelaksacja i podrelaksacja

) Piv1 + Gi—1 + AZ?p;

Uogodlnijmy schemat relaksacyjny: ¢ 5

do postaci:
(75’ = (1 —w)©i+w

1

Giy1 + Gi1 + AZp;
2

(wyglada jak
czgS¢ starego rozwiazania+czeSC nowego)

Wracamy do rOwnania na zmiang dzialania:
- YA A2\ — ' , - , / 2
(] —ai) x (2A2%) = 2(¢; — @) (&5 + @i — (dim1 + Piv1) — A27p;)

1 s 17
— 2w(w —2) |—¢; + 5(05:41 + di1 + AZ%p;) <0 dla @ <(0,2)

@ =1 relaksacja
w €(0,1) — podrelaksacja - mniej ,,nowego” rozwiazania akceptowane w iteracji
@ €(1,2) — nadrelaksacja — stare rozwiazanie jest usuwane z funkcji

uwaga: dotyczy relaksacji punktowej (nie globalnej) !
Na laboratorium zobaczymy, ze globalna niezbiezna dla w>1



nad-, pod- i relaksacja w praktyce (laboratorium)

Rozwiazanie:

p=1 ¢:O V2Q5: —pP

p=0 1 | WA PN |
S = / (§E2 — p(p) dv = / (§(qu)z — p@) dv
petlapo i
petla po
&= (1 — w)s; + w@‘(fﬂ)_g + Pi-1); T Di(j+1) T Digj—1) + Ax?p;
Pij = W) Dij 1
¢?’j — @;j = tlil‘l__||: -I_‘] TTTTIT T T TTTTIT I T TTTTIm
. N
c
L 1
4]
N
O
T2
1 JJIIIII] 1 |||l|||| 1 IJIIIIII |

1 1E+1  1E+2 1E+3 1E+4
iteracja



Zdyskretyzowane rownanie Poissona jako uktad rownan liniowych

20
Vio==p 1D ) =®y, é(z=d/2) -,

I O O O O O
ot
d(-d/2) d(d/2)
Metoda ro6znic skonczonych Qﬁ” B d)z'—i—l + Cb¢_1 — 2@
14 14 IZI AZQ
Uktad rownan Au=b
(
| \ [ o(=d2) ) | b |
(1 0 0 0 0 ...000 Sdf24 A2) —A2%p(—d)2 + Az)
1 =21 0 0 ...000 b(—d )2+ 22) ~AZp(—d/2 + 2A%)
0 1 -2 1 0 000 | b(—d/2 + 3A%) - —A2?p(—d/2 + 3Az)
A=10 0 1 =21 ...0 0 0 U= O(—d/2 + 4A2) —A2%p(—d/2 + 4Az2)
O 0 0 0 ... 01-21 6(d)2 — Az) ~A2%p(d)2 — Az)
\0 0 0 0 0 000 1) e \ b,




niezerowe elementy w macierzy A (N na N), dla 3D rownania Laplace’a

macierze sa duze: rozmiar dla 3D: N= 106 juz
w najprostszych zastosowaniach

(100 na 100 na 100),

macierz 109 x 10% - okoto 1 TB,

ale do zapamigtania tylko 7 przekatnych
czyli najwyzej 7 x 10° x 8 bajtow = 55 MB

faktycznie dla rownania Laplace’

d
wvetarc7zv namietac «trmkture (kkillka liec7h)
vy J (O AVEDY \/LAJ tlwll.ll%bu\/ (O A 9§ \/LJ.XI.'UI—.L\( \ PUANE 9 LL\/LAU}

AN 1

Rozwigza¢ metoda doktadna czy iteracyjng?



Rozwigzujemy raczej metoda iteracyjng a nie doktadna:

metody ,,doktadne’:

przepis dajacy rozwigzanie w Scisle okreslonej liczbie krokow

ztozonos$¢ rzedu N3 [(operacje na macierzy El. Gaussa, LU N?)
podstawienie — N?]

e operacje na macierzy — niszcza jej rzadka, pasmowa

strukture (ogo6lna macierz double 106 na 10% - okoto 1 TB)

metody ,,iteracyjne”: x:=Mx+c (dla uktadu Ax=b,
macierz iteracji M, rézna od A)
» kazda iteracja N? operacji
* nie zmienia struktury macierzy
sproblem zbieznosci 1 strategii prowadzenia iteracji



uklad rownan: Ax=>b

metody iteracyjne, postac ogolna: x:=Mx+c

konstrukcja M: doktadne rozwigzanie uktadu musi speiniac
przepis iteracyjny  x=Mx+c
dobrze gdy M rzadka (dla Jakobiego jest, ale dla GS — nie)

rownanie wlasne MU = /\l Uj

metody iteracyjne zbiezne wtedy i tylko wtedy, gdy promien
spektralny macierzy iteracji M [najwigkszy modul wartosci wtasnej]

pPM)<I



metody iteracyjne zbiezne wtedy i tylko wtedy, gdy promien
spektralny macierzy iteracji M [najwigkszy modut wartosci wiasnej]
pM)<I

uzasadnienie: I I
r=xt+e€
AN
. \ blad w k-tej iteracji
wektor w k-tej iteracji

doktadne rozwiazanie Ax=b oraz x=Mx+c
"t = 4 " = Mz +€¥) + ¢
ekz—l—l _ Mek

M U] — /\ﬂ)g
ek—I—l _ le+1eo | ’.
\ wektory wlasne = uzyjemy jako bazy

et — E cl)\lk“vg g
/ z
index

btad znika do zera z k — nieskonczonym wtedy 1 tylko wtedy, gdy cale
widmo mniejsze co do modutu od jedynki



Jak budujemy macierz iteracji?

tak, zeby
1) doktadne rozwiazanie x speiniato: Ax=>b oraz x=Mx+c
2) p(M) <I 1 tak male jak to mozliwe
asymptotyczny wskaznik (tempo) zbieznosci: R =- log,,[p(M)]
(rate of convergence)

konstrukcja iteracji tak aby Ax=b, x=Mx+c : : :
L ) Y ’ Metoda Jakobiego dla rownan
A=B+C produkowanych przez 1D Poissona:
(B+C)x=b
.. : 2 1 0 0 0 0 ... 0
Bx=b-Cx (B —musi nieosobliwa) ( S 1 0 0 0o )
x:=-BI1Cx +B1h 0 1 -2 1 0 0 ... 0
M= -B'C. c=B'b A=l 0 . 0 1 21 0 o
metoda Jakobiego: B=D, C=(L+U) ooy v
\ 0 0 0 0 0 1 -2
12 0 0 0 0 0 .. 0 01 0 0 00 0
0 -=1/2 0 0 0 0 0 \ ( 1 0 1 0O 0 0 0 \
0 0 —-1/2 0 0 0 e 0 0 1 0 1 0 0 0
D= | o -
0 . 0 0 -1/2 0 0 0 L+U= i
0 0 e 0 0 -1/2 0 0 0 ' 0 1 0 1 0 0
O 0 0 .. 0 0 —1/2 0 00 ... 0 1.0 1T (
0 0 0 ... 0 0 0 -1/2 ) O 0o 0 ... 01 0 1
\0 0 0 ... 00 1 0)



x:=-B!Cx +B'b
wybor Jakobiego: B=D, C=(L+U),

/ 01 0 0 00 0 \
-1/2 0 0 0 0 0 0 \ 1 ( 1 0 [1} [1} (_J
0O 12 0 0 0 0 .. 0 o1 0 1 00..0
0 0 -1/2 0 0 0 0 r_ -
o L+t 0 .. 0 1 01 0 0
- 0 0 0 —1/2 0 0 0 0O 0 ... 0 10 1 0
0 0 .0 0 -=1/2 0 0 0O 0 0 ... 01 0 1
0 0 0 . 0 0 —1/2 0 0 0 0 .00 1 0
\ 0 0 0 .. 0 o 0 -1/2) \ /
( 0o 12 0 0 0 0
NN N /2 0 1/2 0 0 0
x:=-D(L+U)x +D"b 0 1/2 0 1/2 0 0
M = o _
! o ... 0 1/2 0 1/2 0
0O 0 ... 0 1/2 0 1/2
O 0 0 ... 0 1/2 0
. y , \ 0 0 0 ... 0 0 1/
k+1 i1 + T ﬂ-iAas
R B N

W rownaniu wystepuja dwa wektory (dla iteracji k 1 k+1)
Metoda Jakobiego to relaksacja globalna

Czy zbiezna? (na laboratorium — zobaczymy, ze tak)
aby wykaza¢ zbieznos¢ — nalezy zbada¢ widmo macierzy M.




wybor Jakobiego: B=D, C=(L+U)

/ o 12 0 0 0 0 . 0 \
/2 0 1/2 0 0 0 ... 0 I D]
0 1/2 0 1/2 0 0 ... 0 =-B'C, c=B"'b
M=1"09 .. 0 /2 0 1/2 0 0
0 0 ... 0 1/2 0 1/2 0
0O 0 0 ... 0 1/2 0 1/2 .
\ 0 0 0 ... 0 0 12 0 ) Mv=Av
widmo wartosci wtasnych: (N=20)
0.4r
oal 1% sktadowa
1.0 N biedu b. wolno
o —> R4 . ..
o o1/ \\ gasnaca w 1teracji
O 5 . .. 00 4 8 12 16 20
: . metoda zbiezna! Y
k . ozl [\ M|l sktadowe btedu
00 ° > T 0 przecigtnej zmiennosci
) T / przestrzenneJ najszybciej
. 04r l I gasna w iteracji
'05 - ozr il b.wolno 00 s’
. 2oty - zgaénie, ol | YUY
. 020 L1 . . . :
_1 O - ; /_0 O 4 ;112*116 21 przy lteraCJ aCh -0'40 4‘1 é '1‘2 1‘6 2‘0

1

0 . .
; zmienia znak



macierz iteracji Jakobiego: formuty analityczne na wektory 1 wartosci wiasne

N — liczba oczek siatki k=I,N

kT

N1 |

(i) = sin(~m)
0.3F Z — dJ

W Ok N -1

A = cos(

02t * bl
-/ ‘\
0.1r . 0.4¢
o . o r
0.0ttt ozl [\ Ml |
0 4 8 12,16 20 AN
K 00 | |
l \ | | e
1 O ‘ I 3
® 02\ e
. .. J ' * b )
| [ J 0 | T Y R E
° 0 4 8 12 16 20
i
05~ °
. L ? e s ?
\ N » e |\ |
) ozt LN
[ \ 0.07‘\‘ ““ ‘\\ / \ ““

< 0.0r o ol !

_0.5— .. i
10 2y °’§\
O 4 8kl2 16 20 _0:2—]“ WA

o4l
0 4 8 12 16 20
i




macierz iteracji Jakobiego: formuty analityczne na wektory 1 wartosci wlasne

N — liczba oczek siatki k=1 N
kT

N1 |
| Lk

AT o) = sin( 7=

A = cos(

0.1 I /,/ * 04r
SN S Ry .
0048 12,16 20 00, ?‘ p(_ﬂ_[) — COS( )
1.0".. 021 ‘ a- “ 'g , 1\7 + 1
- '.. R im ggstsza siatka, tym
0-5r % / o fanl argument cosinusa dla k=1
‘ s blizszy 0:
< 0.0F . JRIRIRIR g
i ® Ty v T 9
0% 4 8 12 16 20 COS — o T
_05_ ... i (N+1) (E\I—F—I) +
.. 0.4r
10— %ee, OZ 1 bardzo przykra wiadomo$¢:
0 4 8kl2 16 20 N iteracja tym wolniejsza
g 1m gestsza siatka!
" (wigksza liczba punktow N)




Gauss-Seidel : Ax=b — Bx=b-Cx

k1 177k 17 k41 —1;

B=(L+D), C=U T — D Ux" — D " Lx + D7)
(L+D)x**1=p-Ux*

w zastosowaniu do rownania z dyskretyzacji Laplasjanu:

| | 1
k41 Tk k1 _
" ==-Ux"+ -La"" — =b
2 2 2 )
A /0 100 0 0Y /)
it 001000 ok ($rednia arytmetyczna:
okt 11000100 k z sasiada z prawej strony
2kt 51000010 ok z poprzedniej iteracji
Pl 00 0 0 1 zk oraz z sasiada z lewej strony
\ k1 / \() 0 0 Y ( ok / z iteracji biezacej)

—_ o
e N
-

000000\ / it \ [ 1\

1 0000 0 rht! 2
rownosc¢ (*) mozemy stosowa¢ 1| o 1 0 0 0 0 el A2 |
jak przepis iteracyjny bosasiad "5 | 0 0 1 0 0 0 rhtt T D4
z lewej juz policzony 000100 ritl s
(przegladamy od lewej) \0 0001 0/ \ ztt) \ 2 )



Jacobi: T Tipg + Ty 4 p-z.A,u

3’ 2 2

Jacobi: (relaksacja globalna calego potencjatu)
for 1=1,N
xn[i]=(x[1+1]+x[i-1])/2

X=X1

Lk R+l .
: rio.+ IAY
7 1 i—1 Pi
GS: ittt = 20 — +—

= =

a2
e

GS: (relaksacja punktowa)
for 1=1,N
x[1]=(x[it1]+x[i-1])/2

mniej pamigci wymaga,

Zobaczmy na laboratorium, zZe jest rOwniez szybsza
spOjrzmy na rozwigzanie problemu wlasnego

dla macierzy iteracji



x:=-B!Cx +B'b

M= -BIC, c=B'1b

w metodzie GS faktycznie

M sig stosuje juz rozbita na sktadowe
dla potrzeb analizy musimy

ja jednak skonstruowac

e

Gaussa-Seidla: B=(L+D), C=U

Re [V]

[ 0
0

\ 0

1 L 1.0re—
5 000 0 0\ (41 dyskretyzacii ', p———
1 0 00 [ anlace’ 0.8 jest zbiezna!
11 0 operatora Laplace’a) L, -
R B A 0.6/ :
O O <od -
CEE§T e ‘.
64 32 16 8 1/ 0.2+ ° i
[ J
I ®ecccccoe, |
Col o T T TTTe
T 0028 12 16 20
0.8 nr
GS — (1m wigksza warto$¢ wlasna
0.4 tym wolniejsza zmiennos¢
0.0 wektora wiasnego)
3
04—~ 15 15 20 relaksacja GS ma wtasnosc

wygladzania btedu (error smoothener)



metoda Jakobiego vs relaksacja Gaussa Seidla

977 to nie jest catkiem mala roznica, dla tysiaca iteracji:
\ 98771000=2¢-6, .97771000=8e-11

wektory wiasne: rozne dla J 1 GS



Jakos$¢ ,,rozwigzania”: Ax=>b przyktad numeryczny
pozostalosC (residuum):  r=Ax-b
problem modelowy: 200 punktow start od ¢=0
: 0.00 | |' ]
Vi = —p
o-1)=¢(1)=0 004
o=exp(-100 x°)
R=sumar, .0.08
- R
-0.12
-0.16
-0.20 P
0 10000 20000

iter

30000



1k
N +1
k=N

GS vs Jacobi: start od wektora najkrotszej ,, dtugosci fali s (?, ) _ Sil’l(

1-sza iteracja |

40000.00 —
20000.00 —|
20000.00 —
R *
I
“““ MH HHW

r BRI 111 ! r 000 '\HHH HW
\\\\\ fitll ‘H ‘H
“““““““ 7
~ e 1
-20000.00 — —
T ‘ T ‘ T

000000000

druga

200 punktow

OO N

" Nud?” s2ybko thumi

zarowno najszybsze
jak i najwolniejsze
btedy

-

000000000



GS - smoothener: start od superpozycji N kT
wektorow z k=1 i k=N v(2) = sin( N+ 1)

gdy relaksacja zwalnia

btad jest superpozycja
wektorow wilasnych o niskich
wartosciach wlasnych

1 - iteracja

2 - iteracja

0.00 | 0.00 I I I \
.20 = 1.00 -1. -0.50 0.00 0.

i /\

0.80 —

0.40 —

5 - iteracja

10 - iteracja

[ 1 I 1 I 1
Wl N b 1000, A0 330D
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 I'l'g




Error of initial guess .
Error after 5 relaxation

sweeps

> "*‘f’%m g

Error after 10 relaxations Error after 15 relaxations
Achi Brandt
The Weizmann Institute of Science
Fast error smoothing UCLA

slow solution

www.wisdom.weizmann.ac.il/~achi



10 iteracja, relaksacja a nadrelaksacja 1 gaszenie btedow

1.20 — W= 1 120 = W:1 . 5

0.80 —

0.40 —

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

nadrelaksacja nie wygladza bledow



GS 1J: im gestsza siatka tym wynik doktadniejszy
ale iteracja bardziej kosztowna (N?) , co gorzej - wolniej zbiezna

w GS - metodzie wygtadzajacej blad szybkozmienny znika najszybcie;

Metoda zageszczania siatki (najprostsza wielosiatkowa):

Rozwiazanie najpierw na rzadkiej: eliminacja btgdu wolnozmiennego, ktory
mozna opisac na siatce rzadkie;. Lo

0.8

0.4

Re [V]

—— wek.w 1 na siatce
’ rzadkiej opiszemy
bez problemu

0.01-

-0.4

Rozwigzanie przepisane na ge¢stsza jako punkt startowy do nowego rachunku:
przy starcie ujawni si¢ blad szybkozmienny z przepisania. Mozemy liczy¢, ze
szybko zgasnie.



Metoda globalnego zageszczania siatki:

Najpierw rozwiazac ,,tanie” rownanie na rzadkiej siatce, dopiero nastepnie na gegstszej
unikamy pojawienia si¢ wolnozmiennego 1 wolnozbieznego biedu na najgestszej siatce

laboratorium
Przyktad 2D: siatka (N na N) = N2 punktéw, macierz N2 na N?
® ® ®
1) Rozwiazujemy zdyskretyzowane rOwnanie rozniczkowe
na siatce Ax (czerwone punkty) (iterujemy do zbieznosci)
5 Py o 2) Oszacowujemy wartos¢ funkcji na punktach roztozonych
na siatce o skoku Ax/2 (nowe-niebieskie punkty)
3) Rozwiazujemy rownanie na nowej siatce
(czerwone+niebieskie) (iterujemy do zbieznosci)
5 Py > 4) itd. az po N podziatach dojdziemy do Ax/2V

Im wigcej wymiarow, tym strategia bardziej uzyteczna.



laboratorium

rozwigzanie na siatce 9 x 9 (czarne kwadraty)
1 nowa siatka 17 x 17 (czarne+puste kwadraty)

Start do iteracji na ggstszej siatce: (]

Punkty stare — zostawiamy bez zmian

Nowe punkty migdzy dwoma starymi > .
srednia arytmetyczna z
dwoch czarnych sasiadoéw

Pozostale nowe-srednia z czterech )I/'

sasiadow lezacych w naroznikach
kwadratu



laboratorium

10000 —
: uznajemy ze zbieznos¢
2000 L 0s1a(gn1.e;ta gdy energia.
pola z 1teracji na iteracj¢
) — . . . . . o o
o zmienia si¢ mniej niz 10~
g’, 6000 —
e i - start na siatce docelowe;j
O .
s 4000 —
T
S -
N
al \
0 | I::::::i I/Illllll | IIIIIII| | IIIIIII|
1 10 100 1000 10000

nr iteracji

zageszczanie siatki



energia pola elektrycznego

10000

8000

6000

4000

2000

uznajemy ze zbieznos¢
osiggni¢ta gdy energia
pola z 1teracji na iteracj¢
zmienia si¢ mniej niz 10~

- start na siatce docelowe;j

\

~_

: :::::::i I/Illllll | IIIIIII| | IIIIIII|

10 100 1000 10000
nr iteracji

zageszczanie siatki



580 —

zageszczanie siatki:
g? 570 p—
EE -
@ 129 na 129
g o0 33 nal33 Y
) . /v

/! 65 na 65
9na9 |- 17nal?
ceo L—___ | . | . |
0 100 200 300
nr iteracji

na najgestszej siatce wykonujemy okoto 40 iteracji
zamiast 6500



zageszczanie siatki dla rownania Laplace’a 2D (przeplyw stagnacyjny)

¥ 2 2
Q=T —Y

s start od zera wewnatrz pudta:

\\ / /7 / Chcemy rozwigzac¢ rownanie Laplace’a na potencjat przeptywu
gy [ idla(x,y)e[-3.2,3.2] na siatce o skoku Av=4y=0.05 (siatka 129 na 129 punktow).
e Monitorujemy sume kwadratow pozostatosci (V2d)

SRR IS SOSN Uznajemy, ze rozwigzanie jest osiggniete gdy R°< 10 ~°,

GS btad w funkcji
numeru iteracji

Zbiezno$¢ przy zastosowaniu

start na siatce docelowej :
1E+4 ' | ' | : | ' : : J 1E+2 zagqszczanla
1E+3 3 [ T [ T [ T [
1E+2 1E+1
1E+1 1E+0F -9 Nnabd

1E+0 1E-1) 9na9 Iteracja na pelnej
% E' % % E'% N siatce 400 razy szybsza.
1E-3 |R|2 lE:4 NN 17 nal7 (czas spedzony
1E-4 1E4 35 na 35 1 na rzadszych siatkach
1E.5 Ee R zaniedbywalny)
1E-6
1E-7 1E-7 )
1E-8 1E-8 :
1E-9 1E-9

IIII 1 1 11 1 111
10 100

1E-10
1 10 100 1000 10000



Ly

2)

3)

Metody wielosiatkowe - 1dea:

rachunki na 2 lub wigcej siatkach (réznej gestosci, Ax, 2AX)

rachunek na gestej siatce przy pomocy iteracji wygladzajace;j

= blad szybkozmienny szybko gasnie (wykonujemy kilka iteracji,
nie walczymy o zbieznosc)

btad wolnozmienny — rzutowany na rzadka siatke

(udaje si¢ go prawie doktadnie wyrzutowac bo jest wolnozmienny)

1 eliminowany przez iteracje

na rzadkiej siatce [iterowanie do zbieznoSci, najlepiej nadrelaksacja]

wartosci na siatce gestej — poprawione o btad wolnozmienny

wyliczony na siatce rzadkiej — idziemy do (1)



Metoda dwusiatkowa Ax=c (V — cycle)

Dwie siatki, ze skokiem Ax 1 2Ax.

1. Iterujemy rownanie x:=Mx+b na gestej siatce v, razy dla wygladzenia btedow.
T(Azx) = 2(Ax) + e(Ax)

uzyskane przyblizenie wynik doktadny btad

Az(Ax) = Az(Ax) + Ae(Ax)
2. Liczymy pozostatos¢  7(Ax) = Ax(Ax) —
rownanie nabtad  Ae(Ax) = r(Ax)
gdy znamy rozwiazanie Ae=r, znamy roOwniez rozwiazanie Ax=c.
ALE: Ae=r wystarczy rozwigzac na rzadszej siatce, bo e jest gladki

3. Rzutyj emy pozostalosc na siatke rzaqu

A
/T
fd

No

r :II/ 7T — //\’Y‘Ifi"l/\’)”
I e 7 A

N

p
=

/-

operator restrykcji (restriction)



3. Rzutujemy pozostatos¢ na siatke 2Ax

e

r(2Ax) = I(Ax — 2Az)r(Ax)
Ae( 2 Agj) — rr( 2A 1) rozwiazujemy (iterujemy az do zbiezno$ci)

4. Przenosimy uzyskany btad na siatke gesta
e(Axr) = I(2Ax — Ax)e(2Ax)

operator przedtuzenia (prolongation)
1 poprawiamy rozwigzanie

T(Azx) = z(Ax) — e(Ax)

5. Powyzszy zabieg wprowadza nowy blad (rzutowania / nie sa doktadne)
- iterujemy roOwnanie v, razy na gestszej siatce dla usunigcia szybkozmienne]
czesci biedu

” RPN N

28 &—0— 00

V-cycle




macierzowa forma najprostszych operatorow restrykcji 1 przedtuzenia:
przyblizenie liniowe (rownanie Laplace’a 1D)

oo 000000

I(Axz — 2Ax) zczerwonych i niebieskich do czerwonych

v

()
/010000000 0) _}i?
T2 000 1O0O0O0D0O0O0 e
( 4 \ 0000010000 T
s |=10000000000 5
k :rrgJ 0000000100 o
710 0000000000 17
\00DOOO0OO0ODOT1/)]| ™
Ty

\ L10 )

Ji (2 Ar — A SC) z czerwonych do niebieskich i czerwonych

/ Ts \ ( 1 0 0 0 0 \
T3 /2 12 0 0 0
Ty 0 1 0 0 0 Ty
Ty 0 1/2 1/2 0 0 Zy
T — 0 0 1 0 0 T
7 0 0 1/2 1/2 0 Ty
rs 0 0 0 1 0 10
xg o 0 0 1/2 1/2

\2z0/) \ 0O O 0 0 1 )



pozostatos¢ w kwadracie dla iterowanego V-cyklu

1E+4

1E+3

1E+2

1E+1

1E+0

xxxxxxxxxxx

| | | | | | | |
5 iteracji wygladzajacyclg na siatce 129 na 129

odciecie bted rozwigzanie
zbiezne na

siatce 65 na 65

h




V-cycle z wielosiatkowym rozwiazaniem na siatce o skoku 2Ax

AX ‘
O\ )

I Ax O ’ Ae(Azx) = r(Ax)
3AX ' .

4Ax \./ \

rachunki na siatkach

gestszych — po kilka

iteracji wygtadzajacych

-do zbieznosci relaksowana

tylko iteracja na najrzadszej siatce

ma t¢ sama forme co problem oryginalny —
mozna je rozwiaza¢ w ten sam sposob —
z rachunkiem na rzadszej siatce



lokalne zageszczanie siatki dla rownania Laplace’a 2D

Komora drutowa: detektor czastek — cienkie druty (anody) w duzym pudle (katodzie)

Co zrobic¢ jesli interesuje nas tylko bliskie otoczenie

jednego z drutow?

Mozna da¢ bardzo gesta siatke. Moze nie starczy¢ pamigci.

cante e LLEPSZY pomyst: wyliczy¢ potencjal metoda kolejnych powigkszen
WB dla kazdego powigkszenia wyliczy¢

zgodnie z metoda zageszczania siatki.

Anode wire

Mamy uziemione pudio metalowe o rozmiarach 1cm na lcm.
Dwa druty o promieniu 1.2 mm w $rodku pudia. o0
Odlegle 0 6 mm wzgledem siebie. Na lewy podajemy potencjal

+1, na prawy +1. Wyznaczy¢ rozktad potencjatu w srodku pudta.

~ Wynik:

. .
L L 0.06—
004 —
" 002
o
-0.02-}
-0.04
-0.06—
T T T T T T
T T 0,06 -0.04 -0.02 0 002 004
005 01

| jme| (me
="

T
0.06

Kazde powigkszenie liczone na siatce 50 x 50 punktow.



