podstawowe rownania hydrodynamiki
(rownania Naviera-Stokesa rozwiazanie dla stacjonarnego przeplywu
cieczy lepkiej niescisliwej)

ciala dzielimy na ptyny oraz ciata state

Ptyn: substancja, ktora odksztatca si¢ pod wptywem dowolnej sity (naprezenia)
doktadnie;j:

substancja, ktora pozostajac w spoczynku nie moze stawia¢ oporu naprezeniom scinajacym

sita sciskajaca [normalna] (dazy do zmiany objgtosci)

sita Scinajaca [styczna] (dazy do zmiany ksztattu)

Sity dziatajace na cialo state wywotuja odksztatcenia

(prawo Hooke’a - odksztalcenie proporcjonalne do naprezen).

Sity dziatajace na ptyny skutkuja ich ruchem

(ciecze Newtonowskie - naprezenia proporcjonalne do gradientu predkosci).



Plyny: ciecze i gazy

ciecz — zajmuje w przyblizeniu stala objetosc,
wytwarza powierzchni¢

gaz — zajmuje cala dostgpna objetosc,
powierzchnia nie wystepuje

banka wody w stanie niewazkosci
(zdjecie z modutu mieszkalnego stacji MIR)

Opis ruchu ptynow: mechanika + termodynamika

czg$¢ termodynamiczna szczegdlnie wazna dla gazow 1 pltynow scisliwych
(zmienna gestos¢, sprezanie 1 rozprg¢zanie, zmiana temperatury, zmiana
wtasnosci ptynu).

Na laboratorium ¢wiczymy problem cieczy niescisliwej (hydrodynamika)



Mechanika ptynow: zastosowania

akustyka

teoria lotu

itd.

waznych zastosowan jest b.wiele
modelowanie realistyczne

ma zawsze $cisle numeryczny
charakter.

oparte na teorii opracowanej

w XVII/XIX wieku.
(rownania, ktére tatwiej napisaé
niz rozwiazac)




zachowanie masy i rOwnanie ciaglosci

A 3 PV- gestos¢ prqdu masy

Ii V=(u,vw)

dy pu
dx

A
A 4

objetos¢ elementarna (OE)

X

p(x,1,z,1) - gestos¢ ptynu w punkcie (x,,z) w chwili ¢
u(x,y,z,t) predkos¢ ptynu w kierunku x.

v(x,y,z,t) w kierunku y.

w(x,y,z,t) w kierunku z

przyrost masy w OE = masa wplywajaca do OE
— masa wyptywajaca z OE



Rownanie cigglosci

V- gestosc prqdu masy . dy O (o)
() — — |\ pU
T P 2 Oy P tu i ponize;j
A T 2D kartezjanskie, uogdlnienie
y na 3D oczywiste

R
dy

pU dz 0

dz 0 d pu+———(pu)
x
U — ———\pu < = 2 Ox
pu— — 5 (pu)
4 objeto$¢ elementarna (OE)
dy ()( )
o — ——(pv
: 2 Oy /
przyrost masy w OE = masa wplywajaca do OE
— masa wyptywajaca z OE A A A
2 iy — (= L oy + (oo = L oy T B 5 (P 5 (p0) =0
(_)f(..(-(.__fj = (pu = === (pu dy + (p > Dy pv))dx Ot or " Oy
dx O dy 0O O
- - — (pv+ L= (pv))da 0 _
(pu + 5 (_)J._(/_)u))dy (pv + 5 (_.)y(/)f ))da a_[ V. (pV) _
it




Linie strumienia i funkcja strumienia

ciecz oplywajaca przeszkode

% . I
R
/@\

og6lne réwnanie ciagltosci: % + %(pu) + (,%( pv) =0

ciecz niescisliwa (p=const)

v

ou N ov
dr 0Oy

— V- (V) =0



Linie strumienia

ciecz optywajaca przeszkode

linia strumienia

= krzywa wszedzie rownolegla

do lokalnego wektora predkosci cieczy
[predkos¢ cieczy styczna

~ do lini1 strumienia y(x)]

I

X
| /'(\) dy v
i dr u
dx ]
X

granice przepltywu sq liniami
strumienia (z definicji: ciecz ptynie
nie przekraczajac granic).



Linie strumienia i funkcja strumienia

ciecz optywajaca przeszkode

rOwnanie ciaglosci automatycznie spelnione
dla pola predkosci danej przez pochodne

pewnej funkcji
Y(z,y)

_ oY
U= 3,
v = —%

ox

O
v

roOwnanie ciggtosci
ciecz niescisliwa,
przeplyw stacjonarny

ou  Ov
_|_




Linie strumienia i funkcja strumienia

_ oY _ _ o
U = oy v = Ox
_——-_-_-__-_____-—--
zmiana funkcji strumienia
migdzy punktem (x,y) a (x+dx,y+dy)
! o oY

d) = —dx + —dy = —vdx + udr
(x+dx,y+dy) Y p Y Y

dy
- (x Y) (rézniczka zupetna)

T

(dx,dy)

linia

) =const eyl dyY =10
dy v
— dr u

linia stalej psi: jest linig

strumienia \
w - funkcja

strumienia



Rownania ruchu z zaniedbaniem tarcia (lepkosci)

dy Op

7 C)_U Juf,— pole sit zewnetrznych (np.grawitacji)

Sity na objgtos¢ elementarna cieczy , P +
l (sita dziatajaca na jednostke masy)

y A
I fy
dedp o | |g 4=, | o 20OP
~ 5 P fa 2 O
2 dlL ’ dx .
T objeto$¢ elementarna (OE)
dy Op

— 2 Jy

><V

Sita dziatajaca na ciecz w OE: (p z lewej — p z prawej)*dy + sila zewnetrzna
dp

F,=—

lady + pfrdxdy



dp
F* — _—_dl dy TP f" dx dy

ox

F, = ma,

IT zasada Newtona
2 Lo du
F, = pdrdy—
, f Y It

zmiana predkosci jednostkowej masy cieczy
w chwili dt, przy przemieszczeniu o wektor dx, dy:

| -
F/___-_---'_;/ ou ou ou
du = —dt + —dx + —dy
_ j ot 8 T Oy
(xtdxytdy) du Ou  Ou ou

. o, —+ __unr —7
_(X,y)ﬁ{ dt Ot Ox oy

' ' (zlx ay) tzw. pochodna konwekcyjna

IT zasada Newtona dla cieczy nielepkiej (ciecz doskonata) — rownania Eulera



Rownania ruchu dla plynu doskonalego (bez strat energii)

0 .
' — o F. = ——pd:z:d'a_f + pf.drdy
L'y = May T O N J
Ju du  Ou N ou N ou
o — = — — U+ —v
= pdrdy— 7 dt Ot Ox Yy

ou ou

ou
+Uu— +v— + —— — f =

ot ox dy pox .

(Il zasada dynamiki Newtona)
ov ov Jv 10dp

zasada zachowania pedu dla f=0

N T u I + ?’()—U + 0y fy =0 rownania Eulera
ap .
1 (pV) =0 zasada zachowania masy

Przeptyw bez lepkosci — bez strat energii.

Opisuje plyn idealny (nadciekly hel — niemozliwa strata energii bo stan podstawowy).
roOwnanie Eulera stosowalne jako model przyblizony, gdy: straty energii niewielkie.
Przyblizenie warstwy granicznej: ciecz traktowana jako nielepka,

poza warstwa na ktorej ciecz dotyka brzegu (ciata statego)



Rownanie Bernoulliego — zasada zachowania energii dla cieczy nielepkiej

At ox Jdy pox

Ov Jv 10 .
P P Wi gy P
ox dy poy

catkujemy rownanie Eulera wzdluz linii strumienia

ou Ou ~10p  chmnvemyy _—
u v =

v
— +Uv—+——=0 dr  w
ox dy  pox .

v ov 10p
+ v —— =\ ou dy du

u

dx Ov ov

) ) "o U— + U—— +
Ox 9, Y Y 0 Y T 18;1: i Ld:z: Ay

u ou ou 1 0p Przeplyw stacjonarny
+U— + + —— — f — () Brak sil zewngtrznych

R (u,v)
A
dx ]
X
dy
1O _y xdux
p Ox N
1 dp
=0 xdy

Vo7 +V—+ —F—

dy Ox Jy

p Ay



ou dyou 19dp
i U—+U——+——=0 X dx
preepiane Ox de dy  pox

dx Jv N v ! 1 dp 0
V—- v = f
dy Ox dy p c)(/ X dy

grupujemy dx,dy

du v ou ov L [Op op
dr | u— + v— dy | u— +v— | = —— 4l d
L(1L8L+08:L')+ (ILOJJFUay) p(all+3J z)

czyl

1 0 10 1 (Jp op
——(u® +v°)dr + == (v* +v*)dy = —— | =—dx + =—dy
2 Jx 2y p \ Ox Oy
72
Ro6zniczki zupetne po obydwu stronach rownania: d( L) — l dp
(przeptyw stacjonarny) ) 4
Dla cieczy niescisliwej p=const
2
%G p P V Rownanie Bernoullie
v - _ go dla
d( T P) 0 . 9 + p= const cieczy niewazkiej, nielepkiej

p.stac, wzdtuz linii s.



Rownanie Bernoulliego i rurka Venturiego (XIXw urzadzenie do pomiaru predkosci przeptywu)

Mierzona rdznica ci$nien przy przekrojach o powierzchniach D, 1 D,

Rownanie ciaglosci ‘/1 D1 = ‘/QD 2 = Q + réwnanie Bernoulliego

2 2
(p1 —p2) = & caf (D2>
1 7 VM2) — ST 1~ -\ N
2 D % D 1 zmierz zmiang cisnienia, obliczysz Q



Rownanie Bernoulliego dla zewne¢trznych sil zachowawczych

oU
ful,:_a_ 9
z V
! +p+ pU = const
f_ 2

Np. grawitacja: [] = qy



Przeplyw bezwirowy cieczy nielepkiej w dwoch wymiarach

9, 0 |
VxVe=—tto 22
(z-owa sktadowa) (9:13 ay

v rosnie w kierunku x o tak jak # maleje w y

Idealny bezwirowy przeptyw cieczy nielepkie;j

_ - wiry, jakie obserwujemy niekiedy przy realnych
———— linia separacji przeplywach sa konsekwencja lepkosci

wl Dy

tu przeptyw bezwirowy ta wazna przy kontakcie z brzegami przeptywu

wystepuje przy tym tzw. zjawisko separacji —
f obszaru gdzie wystgpuja wiry 1 gdzie ich nie ma
(a}



Kundu, Cohen ,,Fluid Mechanics”,
ilustracje nt. zjawiska separacji

linie separacji dla przeptywu lepkiego — wyznaczymy sobie na najblizszym laboratorium



Przeplyw bezwirowy cieczy nielepkiej w dwoch wymiarach

Idealny bezwirowy przeptyw cieczy nielepkie;j

predkosc¢ jest maksymalna na
kontakcie z przeszkoda
dla cieczy lepkiej — na kontakcie predkos$¢ styczna $cisle zero



Rownanie na funkcje¢ strumienia dla przeplywu bezwirowego

- oY

u

o . VXV_(% &y—o
oY l

V= —-
ox

Vi(a,y) =0,

roOwnanie Laplace’a

poniewaz roOwnania Laplace’a: stosuje si¢ zasada superpozycji, metoda obrazow itd.
jak w elekrostatyce

jesli funkcja strumienia spetnia rownanie Laplace’a to przeplyw jest bezwirowy
stosowalnos¢ funkcji strumienia nie ogranicza jednak do przeptywow bezwirowych

-dla wirowych inne rOwnanie (zobaczymy 1 rozwigzemy je)

roOwnanie Laplace’a zapisa¢ mozna réwniez dla innej funkcji o wezszym zastosowaniu ..



Przeplyw bezwirowy cd. Potencjal przeplywu ¢

Predkos¢ — gradient funkcji skalarnej
(potencjatu przeptywu) 9, @ ( L,y )
U =

V — czyli: ox
Ve _ 99z, y)
oy

(¥

ov  Jdu
jest na pewno bezwirowy V X V = — — — = ()

or Oy

Rownanie na potencjat: wstawic u 1 v do rOwnania ciagtosci

ou N ov
or Oy

— V- (V)=0

Dostajemy v2¢($) y) — O

Rownanie Laplace’a na potencjat przeptywu uwaga: funkcja strumienia automatycznie

spetnia rownanie ciagtosci,
a potencjat przeptywu
ma wbudowane spetnianie warunku bezwirowosci



Potencjal przeplywu ¢ i funkcja strumienia

0o 0 oY 0¢
Ox oy - Jdy Oz
N .
J¢ O O P
9 = 2 v — 27 v __ 27
dy ox ox oy

rownania Cauchy-Riemanna: pozwalaja na obliczenie jednej funkcji przy znajomosci drugiej

Skad je znamy? spetniajg je czesci rzeczywiste 1 urojone
funkcji holomorficznych

J(z=x+iy) =¢tiy
jest analityczna (holomorficzna), jesli posiada pochodnag

flz) — flzo)

Z—2D T — I

—




JII . . . . . . . .
oY Jg Linie strumienia a linie ekwipotencjalne

ay _8$ 09 oY

| ’UJ—% U—a—y
op __9¢ % oy
Ox oy Dy T T e

dgb — QD dg(/ —+ —de Y = U;dl —+ ’Ud (7 [1loczyn skalarny (u,v) oraz (dx,dy)]
ox oy

Linie statego potencjatu: d¢) — () lokalnie prostopadte do (u,v).
o\ oA\

—dr + —dy = —vdr + udy

Ox vy

Linie strumienia Clw — O lokalnie prostopadte do (-v,u).

Al =

Linie strumienia sg prostopadle do linii stalego potencjalu.
Linie strumienia — styczne do predkosci
predkosci normalne do linii ekwipotencjalnych

linie strumienia sg ortogonalne do linii ekwipotencjalnych



Przyklad 1. Przeplyw jednorodny

06 _ v = Ay
u=—=A 3/
O ‘ . oLt
. dy
9 _ '
) —= — — > ab}
ay > V= ——
ox
O = Ax
Przyklad 2. Przeplyw stagnacyjny (flow in the corner)
o 0 e 2 2
=t " s i ¢ =X — Y
U — _2y 27\\\\ \ \\ \\ \ N / / / ‘/ ﬁ/“’/r
ST (LT
T ) R —




Przyklad 3. Ciecz oplywa przeszkode¢ (zadanie z laboratorium)

YYYYVYY

YyY VvvY
/

YYYYVYY

VYV VYV Y Y VY VYYYYVYYY

Rozwigzanie w polowce

YYYYVYY

Vi vy
/

YYYYVYY

VYV VYV Y Y VY VYYVYYYVYYY

Rownanie na potencjal

Vio(z,y) = 0.

Warunki brzegowe:
1) Daleko od przeszkody przeplyw jednorodny
jak bez przeszkody (co to znaczy daleko?)

o= Ax

2) Ciecz nie wplywa w przeszkodg¢

Oa na poziomych krawedziach

o _ 99 _

U = Or 0 przeszkody

o — @ —0 na pionowych krawedziach
Oy

wskaza¢ cze$¢ brzegu, gdzie obowiazuja
warunki Dirichleta
1 cze$¢ Neumanna na rysunku



Rownanie na funkcje¢ strumienia

P

YYYYVYY

VA (z,y) = 0,

VY VY

7

Warunki brzegowe:

1) Daleko od przeszkody przeplyw jednorodny

YYYYVYY

VYV VYV Y Y VY VYYYYVYYY

jak bez przeszkody w — Ay

brzeg

Rozwigzanie metodq roznic skonczonych

funkcja y okreslona na zbiorze punktow dyskretnych

W= v (x;, )

X~iAx
4y




+ ¢($U Y0 —|—A’y)—|—7,D(930,'y0—Ay)—2’gb(330,’y0)
Ay?

Dla Ax=Ay ng =

.

V(xo, yo) = (V(xg — Az, y) + ¥(xg + Ax,y) + L(xo, yo + Ay) + U(xg, yo — Ay)) /4

warto$¢ funkcji spetniajacej rownanie Laplace’a w kazdym punkcie siatki (poza brzegiem)
jest Srednia arytmetyczna warto$ci z punktow sasiednich

Iteracyjna metoda relaksacji

Numer iteracji

/’L’?‘(”) (i) = @ =17+ V65— 1)+
= O 1)+ T 1)/,

[teracja prowadzona
az iterowana funkcja przestanie si¢ zmieniacé

Na brzegu trzymamy Taki przepis iteracyjny odpowiada metodzie Jacobiego, lub Gaussa-Seidla
zadane warto$ci i (patrz wyktad poprzedni)



”—~ /,““ ,/’
=

Jak odczyta¢ rozklad predkosci?

Cisnienie: daleko od przeszkody predkosc (4,0).
Rownanie Bernoulliego p+pV?/2=C.

Daleko od przeszkody — cisnienie takie samo

po lewej 1 po prawej stronie przeszkody (przeptyw
wymuszony ciagloscia, nie cisnieniem, brak oporow
ruchu)

Rownanie Bernoulliego — spetnione dla cieczy nielepkie;j
wzdhuz kazdej linii strumienia — w naszym przypadku
spelnione w catej objetosci.



Wyniki

\ ‘
50 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

) o Cisnienie: daleko od przeszkody predkosc (4,0).
Jak odczytac¢ rozklad predkosci? Réwnanie Bernoulliego p+pV2/2=C.
Daleko od przeszkody — cisnienie takie samo

daleko od przeszkody — przeptyw swobodny. po lewej 1 po prawej stronie przeszkody (przeptyw

co to znaczy daleko, co to znaczy do$¢ daleko wymuszony ciagtoscia, nie cisnieniem, brak oporéw
powigkszamy pudto obliczenowe, ruchu)

postepujemy jak wyzej,

sprawdzamy czy wyniki w interesujacym Roéwnanie Bernoulliego — spetnione dla cieczy nielepkie;

S @08 M9 TSR ATTHmE. wzdluz kazdej linii strumienia — w naszym przypadku

spelnione w catej objetosci.

maksymalna pr¢dkos¢ styczna na kontakcie — ciecz nielepka



Lepkos¢:

Miara oporu jaki ciecz stawia plynieciu (tarcie wewnetrzne).

Zdolnos¢ do przenoszenia naprezen scinajacych przez poruszajaca si¢ ciecz
(w tym do stawiania oporu napre¢zeniom scinajacym)

Rutherford: statek raz rozpedzony w nielepkiej wodzie nigdy si¢ nie zatrzyma.
Turbina ani wiosto statku jednak w nielepkiej wodzie nie rozpedzi.

Ciecz migdzy dwoma oktadkami, gorna jest ruchoma.
Ciecz lepka przywiera do granic (no-slip boundary condition):
warstwa cieczy w bezposrednim kontakcie z ciatem statym jest wzgledem niego nieruchoma.

Napedzajac gorng oktadke napedzamy calg ciecz.

¥ dimension Sita, ktora nalezy podziata¢ na gérna oktadke

A ; . .
b“““?;?’vliﬂ;‘f (D) velocity. & jest miarg lepkosci cieczy.
-

shear stress, T
> . ou
naprg¢zenie SCinajqce

s ) . = ”S_
gradient, . proporcjonalne do gradientu Y

predkosci (prawo Newtona)
wspotczynnik proporcjonalnosci 1 — wsp. lepkosci

Fluid

VA
boundary plate (2D)
(stationary)

Sabersky, fluid flow: a first course in fluid dynamics



Naprezenia [wymiar ciSnienia N/m”2] na elementarna objetos¢ cieczy

ny (rozciagajace)

W pordéwnaniu do cieczy nielepkiej
pojawiaja si¢ naprezenia scinajace.

[ Dla cieczy niescisliwej cisnienie
jest srednim naprezeniem normalnym:

P = - (o,*o,t0,)/3]

Txy — naprezenie $cinajace dwa indeksy

pierwszy: normalny do powierzchni na ktéra dziata
napre¢zenie,

drugi — kierunek, w ktorym dziala naprgzenie

X
Naprezenia na powierzchni objgtosci elementarnej du
L0 F.=ma, F, = pdxdydz
Ty + —— Ty Y £ b _
: wt 550w dt
004e 0Ty O7
A T yx Z ] _
F, = + — + — dxdydz
1o ox Ay 0z
= Oxxs Oyy:s Toys Tyx
«— [ — P o P
dy o du DOy OTye 0Tz
: we !
- —— IJIr - - i i s
< dx > Ozs '_)f').!'n—'l'f F p dt ()Ix ()y ()3
A\ 4
l 1
Tyy — Saﬁwd-ﬂ/




Ciecz Newtonowska — naprezenia proporcjonalne do gradientow predkosci
Predkosé: (u,v,w)

Relacje dla cieczy niescisliwej

- Jdu
Tpx = ZJ”I + A (rozciagajace z ,,hamowania” czotowego)
- Ov —
m =202 4 4 -l
‘ Jy

-, ow L4 -
Oz = 2t~ +.

9 5 (Scinajace gradient poprzeczny)
Ju U

_’
/ \ ’
—

ow  Jv
Tzy = Tyz = M (OU T (-),,)

u N Ow
Tez = Tope = K| = -
0z ox

symetria zapewnia zachowanie momentu pedu
tam gdzie geometria uktadu nie wyrdznia zadnego kierunku




Naprezenia rozciggajace a ciSnienie

Ju -
Tow = 21t 4+ A przypadek statyczny, lub ruchu jednorodnego
T
ov A Ory — Oyy — Ozz — — —Ptermod
a = 2l— + /
yy l{ L}{j pterm()d:pR T
A w obecnosci gradientow: dla gazu doskonatego
Ouz = 20— + A
07 A= _(O-il-‘-’ﬂ + Oyy + UZE)/g — — P — —Ptermod

Rownania Naviera-Stokesa: ciecz lepka, niescisliwa, newtonowska

kierunek x
du 00y  OTyr  OTun |
P— — -+ — sily zewnetrzne
dt ox Ay 0z jesli przyjda o +p f,

du Ly Ou N _U(")"u. . Ou\ 0 5 Ju J @ N v N 0 du N dw
p ot ' ox dy e Ox uc‘)z p|+ Oz; Jdy Ox 0z ¢ Jdz  Ox

(au ou  Ou au) op 0 lau ov awl (82“05 0% 8%)
p vy

ot + You + /U(')_y + Yo 01;—'_”01; ow + oy i 0z O + Oy? + 072



Naprezenia rozciggajace a ciSnienie

_ 5 du przypadek statyczny, lub ruchu jednorodnego
Ty = _/rd— + A
r
_Jv Opry = Oyy — Ozz = — — Ptermod

Oyy — Z‘U— -+ A

o L}{/ pP termod:pRT

A w obecnosci gradientow: dla gazu doskonatego
0z A = _(0-1173? + Jyy + UZE)/S — —P = —Ptermod

Rownania Naviera-Stokesa: ciecz lepka, niescisliwa, newtonowska

kierunek x
du 00y  OTyr  OTun |
P— — -+ — sily zewnetrzne
df \ @:.1: (‘};jl az y jesli przyjda to tu +/0J§c

ou L, ou ‘}au L T@’u, B 2 5 Ju N 2 u @ N 2 ou N %

p ot Lc‘)r dy 0z) Oz uc‘)r Oq Oy Ox 0z ¢ Jdz  Ox
ou ou  Ou Ju\  Op, 0 - ow N 0%u N 0%u N 0%u

N ' ; 0z | TP\ 922 dy?  0z2

— tu—+v—+w—
O
roOwnanie ciaglosci

ot o oy 0z

czyh
{ i T Il IS TAR n y _]
I Lo oL L & AR ‘ Uj! W2
(1N + 1 —+ v =+ 1w = — e IAT
[l S oY oY ' AV | /oY N
vt o LT Io ] o
\ wr LSl e ‘{j S / LSl



Przeplyw Poiseuille: stacjonarny cieczy lepkiej w kanale 2D

u=0 daja (rownania Eulera)

V=(u,v=0,w=0)

k y=y2
/

y=yl

(Ou  Ou  Ou ou\ dp
;J\a—i—ua—t—{a—u—r 0—) ———t—,uv T
dv v O du\  Jp o
(§+ffa+:d—u+fra)——0—y+;.fv:- y“
ow ow Ow ~dw\  Ip
P\ar e oy T e:) T e
op ou?
T N
ox Jy 0= a—
X
0= 9P dp
N oy Oz [ rbéwnanie ciagtosci
l u nie jest funkcja x
pP=p(x) 5 wige
ox oy

Q jest stata separacji

v

u=(0/2 1) y*+By+D

warunki brzegowe no-slip

u(y=0)=0, u(y=d)=0
u=(02p1) v-y1)(y-y2)
z O=grad p

przeplyw cieczy lepkiej wymaga
gradientu ciSnienia.



Czy mozna zasymulowac taki rozklad predkosci w przeplywie potencjalnym ?

y=y2
V=(u,v=0w=0)

0Jo
v —’:O—WDZ(/)(I)_’ A2 0

¢ _
-5

l

do
— u = const L .
dr .. 1nie zalezy od y



Czy mozna zasymulowac taki rozklad predkosci w przeplywie potencjalnym ?

k y=y2
y=yl

00 ¢ _
v=75,=0 " ¢=0)— =0
l

do
— = u = const L .
dr .. 1nie zalezy od y

w czym problem z MZ(Q/zlu) (y—y]) (y—yZ) 27

ov  Jdu Q)
V s = = —— = —— 2” — 2 — 1 O
V x V| 9 Iy 2M< y—y2—yl) #

mimo, ze linie strumienia sa rownolegte do osi rury — przeptyw NIE jest bezwirowy



Stacjonarny przeplyw pod wplywem gradientu cisnienia dla cieczy nielepkiej?

W =7t U U W

v

ot

ow

(2

—+u()—f+fd—[i—|—u0f. ——@—F.‘Vf‘
dx Ay dz) 0y f

ow Ou COdw\ - Op 9

— 1101 C)U + w dz) =3, + puV-w

ot

= —— + uV2u

ou du ou dp
dx

ox dy 0z

Dla cieczy nielepkiej:

V=(u,v=0,w=0)

nie istnieje przeplyw stacjonarny przy niezerowym

gradiencie ciSnienia!



W strong laboratorium: stacjonarne
rownania NS wyrazone przez funkcje¢ strumienia i wirowos¢

Ju ou \ dp
+Uu— +v— +1 I=———|—n\/ u
dx J ] dx
Op ov ov v op
p\ = + U+ v— + w = —— +uV?
dx Ay Ay
ou  Ov
+ roOwnanie ciagtosci or + By =0
Y
oY
YTy
Jesli wyrazimy predkosci przez funkcje strumienia, Y (mlrgf), ze potelnqla(l.l przep fywu
roOwnanie ciagto$ci spetnione automatycznie N Jest a cieezy lepxic)
Vo= —— funkcja strumienia
dr pozostaje uzyteczna)
‘; ‘;017 ‘;"1"7 ‘171.131*\'\‘7 111’\]/!'“;0 L‘fﬂIm‘;D‘l’\;’] ;Dﬂf 1\ “7‘7”1’\/11’\0 A]Q 1’\’]7"711f‘ﬂ1’\1’0 XX\raritm f’\"‘7 ]’\1"7@”[’\“7‘7!" ‘I‘I\ ’7Q‘V\D“7‘I’\1‘Q
1’ JQI\JULJ \A 1\/111)’, i1ulinvija suuliiiviiia J\/DL 1} \AJ 5UU11“ ula lialzZuviwviliia vval ulinuvyvy ULLUSU VV)’\/IL 11} Lapwvyvviiia
spetnienie rOwnania ciagto$ci oraz 1ii) ma jasng i bezsposrednia interpretacje fizyczna.

821,_@

Druga funkcja — wirowos$¢ < = —V X (’U, ’L) o )
Yy oxr

Zwiazek wirowos¢ — funkcja strumienia C — vzqu




Drugie rownanie Ju Ov

C——VX(U ?)—T—E
d ou ou Ip N
— X 7 i I 2 2 — —
dy (“ oz " ay ) or IV "By
0 [ Ov  Ov)\ dp v
—X plu—+v—| :———i—u\/ v Ox
Ox \ Oz Oy Yy
stronami zrozniczkowaé, i odjaé
Ou du N dv Ou N 0*u N O%u 0*p O Ou
——— 4+ —— 4 u v—s | = — —
OJyox  Jydy Ox Oy Oy? Ox Oy H o,

+u——+v = — +pu V?

Ju dv c% ov Ov 0% 0% 0*p Jdv
Ox Ox &L Ay o> Jyox Oxdy Ox



Drugie rownanie

Ju v

C: -V X ('ii,'?.') = 3 T A

Y

Ao

‘‘‘‘‘

d ou ou Ip ‘
— X _ ) = F 2
2y p(uax—l—vay) &E—I—HVU
0 [ Ov O op —
— X plu—+v— | =—7—+puVv
ox \ Ox dy ) Dy

stronami zrozniczkowaé, i odjaé

Oudu  Ovou 0*u 0*u 0%p
P (a—Ja— T ayay " “owoy a) ~ " ozdy

Oudv  Ov v v 0%v 0°p )
’ (a_a_ ooy Mo T ’”ayax) = ooy MY

0 au_@ +)8(8u_@))_ Vi
P\ "oz Jdy Ox ?8y Jy Ox ks

+p V?

oY oC O IC\
p(@y@az—@x@y)_uvc

ou
dy
v
O




Komplet rownan:

VAU = (
oY oC Oy OC
Oy Or  Oxr Oy

uVi¢ =p

Tylko pierwsze rownanie ma form¢ rownania Poissona.
Drugie jest wciaz eliptyczne, ale Poissona juz nie jest.

Wirowos$¢ wchodzi jako niejednorodnos¢ rownania Poissona na
funkcje strumienia.

Pochodne funkcji strumienia pojawiaja si¢ przy pierwszych pochodnych
wirowosci w drugim rownaniu.



zaktadamy O=dp/dx<0, zeby przeplyw w prawo

Gorny i

Rura z przewe¢zeniem

pViC=p (

Vi = (

O OC

dy dx Oz dy

o ¢

)

N
A /-

—
'4‘ Y

brzeg: linie strumienia y(v2), odpowiednio



Warunki na wirowo$¢ — goérny 1 dolny brzeg + przeszkoda

cie-c |
HV7C =1 Oy Ox  dx Jy
Ju v
C:—VX(H.?.‘):%—E y:y]

nie tylko predkos$¢ normalna do powierzchni (jak w potencjalnym), ale 1 styczna znika (no-slip c.).

d’ff}"}
meeessssssssssmn ~ Granica: linie strumienia rownolegle do granicy. U = ——
, o dy
Np. dla gornego brzegu w poblizu y=y2, :
w= w(y) — tylko funkcja wspodirzednej normalne;j N
: : O L oY
Nie tylko pierwsza, ale 1 wyzsze pochodne po x znikaja V= — 5
)

czyli:

Pozostaje okresli¢

Taylor

u(y2)=0

Wirowos¢ na
granicy =

druga pochodna
normalna

funkcji strumienia



Metoda relaksacyjna dla przeplywu cieczy lepkiej

V20U = ¢ +

oY oC O oC
2 o - i
Mvc_p(ay&c (%c‘)y)

jeden krok iteracyjny (primowane warto$ci — nowe)

.r".:]'ﬁ‘[’

0) Wyliczy¢ warunki brzegowe na wirowos¢ ( (1 arnica ) A (warunki na f.strumienia okreslone
V1T przed iteracja)

1 C'(i, ) = C(i41.5)+¢( -1, j)+C(?lj D+C+)  p




Wyniki — linie strumienia

niskie cis$nienie (niskie predkosci)

dp/dx=Q linie strumienia symetryczne wzgledem przeszkody

T T
-100 -50 0 50 100 150

pojawia si¢ asymetria
100, *

T T
-100 -50 0 50 100 150

209, pojawia si¢ wir za przeszkoda
300, wir narasta
' czerwonym kolorem pokazana linia separacji

Widzimy, Ze linie strumienia
przed przeszkoda maja ksztatt
prawie niezalezny od gradientu
ci$nienia



