Liniowe metody wielokrokowe
starsze niz RK o 50 lat

uzyteczne, gdy rachunek nie wymaga zmiany kroku catkowania
a wykonanie kazdego kroku jest kosztowne

(wysoka doktadnos¢, przy matej liczbie wezwan prawe;

strony rOwnania rozniczkowego)

ze wzgledow analizy metod, wazne:
bo schematy do rozwiazywania rOwnan
czastkowych maja cz¢sto wiasnie wielokrokowy charakter



u’=f(t,u)

metody jednokrokowe

Up = Up_1 + ALD(ty 1, Up_1, Al)

do wyliczenia u, uzywamy tylko u, |, przeszto$¢ ulega zapomnieniu

{z}Metody RK, sa jednokrokowe i nieliniowe (nieliniowa zaleznos¢ u, od f)

{z}Dla wykonania jednego kroku wyliczamy f wielokrotnie miedzy ¢, a t,, ;.

{2}Jesli f— bardzo kosztowna do wyliczenia metody moga nie by¢é najlepszym
wyborem

{Z¥metody RK duzej doktadnosci : wiele wywotan f

metody liniowe - wielokrokowe: tylko jedno wyliczenie fw kazdym kroku
wyzsza doktadnos¢ uzyskiwana
dzieki wykorzystaniu informacji z przesztosci



u’=f(t,u)

metody jednokrokowe (np. RK)

Up = Up_1 + ALP(ty, 1, up_1, Al)

do wyliczenia nastepnego kroku uzywamy tylko wartosci z jednego
poprzedniego kroku.

Wywolujemy wielokrotnie f migdzy t_, a t,, co moze by¢ kosztowne.

prawo powszechnej grawitacji

Lmym(r; — 1 )

Fﬁ.j = 3

sita dziatajgca na i-te ciato pochodzace od j-tego

aby zasymulowac stonce + 8 planet:
w kazdym kroku:
9 (ciat) *3 (wymiary) *2 (predkos¢ i potozenie)
=54 rownania 1-szego rzedu
Do wyliczenia jednego kroku
+9*8/2*3=96 sktadowych

it liczeni
http://media.skyandtelescope.com/images/TwelvePlanets_l.jpg sit do policzenia




Symulacja ukfadu stonecznego: John Adamsa, wiek XIX

Przydataby sie metoda:
1) wysokiej doktadnosci (dt*liczba krokdw < czas zycia pana Adamsa)

2) jeden rachunek sit na jeden krok czasowy
3) jawna (wynika z 2)

Przed Adamsem: dostepna tylko jawna metoda Eulera ®

Mimo rozwoju komputeréw ztozonos¢ wielu waznych probleméw stawia badaczy w sytuacji Adamsa
(czgsto — zazwyczaj praca na granicy mozliwo$ci komputera)

pan Adams sprawdza prawo powszechne;
grawitacji

o m;m;(r; —r;)
iy — -

I &

v — )3

sita dziatajgca na i-te ciato pochodzace od j-tego

aby zasymulowac stonce + 8 planet:
w kazdym kroku: 9*3*2=54 rownania 1-szego rzedu
+9*8/2*3=96 sit do policzenia




liniowe metody wielokrokowe: do podniesienia dokladnosci wykorzystamy
znajomos¢ historii ukladu (ktora zapamigtujemy)
dla metod jawnych: f liczona tylko raz w jednym kroku czasowym

du/dt=f

staty krok czasowy
(manipulacja krokiem utrudniona!)

u
| t

»
»

w kazdym nowym kroku wywotujemy

Sk Sz n-1 T prawa strong tylko w nowym punkcie
korzystamy z informacji na temat
przesztosci u oraz f

ogolna posta¢ k-krokowej metody wielokrokowej (u, wyliczane z tego wzoru):

k k
_ o _ - m.jawna: ;=0
E : Qjln—i = At E : /61 fn—z niejawna gdy 3,20
1=0 1=0
o, =1[a, =0 lub p. =0]

liniowy jest zwiazek miedzy u,a f,, f wcale nie musi by¢ liniowa



pan Adams sprawdza prawo powszechne]
grawitacji
... Uran zachowuje sie w sposob podejrzany

prawo grawitacji na wiekszych odlegtosciach
odbiega od 1/r ?




Adams, John. Couch., "
", Monthly Notices of
the Royal Astronomical Society, Vol. 7, p. 149, 1843

Neptun — odkrycie
numeryczne
fotka z Wikipedii

http://media.skyandtelescope.com/images/TwelvePlanets_l.jpg



k

k
Z NjlUp—7 = At Z ﬁ'éfn—?l
1=0 1=0
Poznane schematy, ktore naleza do klasy liniowych wielokrokowych
1) jawny s. Eulera — a,=1, a,=1
) 4 U, Z’tn—]_i_ n-1 At =0, B,=1
u-u, = Atf v
n “n-1 n-1

2) niejawny s. Eulera —

) J Y un Z’ln—] +ﬁ1 At 180:1; ﬁ,:O
AN O 1 s r o " /L | L \ /9 aO:]’ a‘I:_]
3) tormuia trapezow u,=u, v, 7, /At/4

Po=172, p;=1/2

RK2 punktu srodkowego nie podlega tej formule:

At

y At
Upi1 = Uy + AIL]LULH + 7 Uy + 7]L (tn- u‘n)j

fwzywane w sposob nieliniowy




k k . r
| B o jak wyznaczy¢ a, f3:
Z Qitin—; = Ot Z Bifn—i Np. metoda nieoznaczonych wspotczynnikow
1=0 1=0
1) zaktadamy szczegolng forme ogdlnego wzoru (k)
(wybieramy kilka niezerowych wspotczynnikow)

2)  wartosci niezerowych wspotczynnikOw wyznaczamy z rozwinigcia Taylora
lub w sposob rownowazny — tak aby formuta byta doktadna dla

wielomianu jak najwyzszego stopnia

np. Uy + Q1 Up—1 + QA2Up_2 = Atﬁl f’n.-—l

v

U, » U, u
|
|

ot

3 swobodne wspotczynniki: mozemy obstuzy¢ 3 rozwiazania = bgdzie doktadna dla parabol (tj. rz¢du 2)

u=1 gdy du/dt=f=0 — 1+o,+a,=0
u=t gdy f=1 — At(n+ a(n-1) + a, (n-2) )= At 3,
u=r gdy f=2t — A (02 + o,(n-1)? + o, (n-2)? )=2 At B, At (n-1)



u=1 gdy du/dt=f=0 — 1+o,+a,=0

u=t gdy f=1 — At (n+ a,(n-1) + a, (n-2) )= At B,

u=r gdy f=2t — A (02 + o,(n-1)? + o, (n-2)? )=2 At B, At (n-1)
a,=0 g u,
a,=-1 | | | | | | R
B,=2 | | | | | A |

S

Up + QUp—1 + QQUp—o = Atﬁlfn—l

_'/ metoda punktu posredniego (leapfrog).
Uy = Up—2 + QAt]L n—1  rownie prosta jak jawny Euler (p=1)
ale rzedu p=2

Dla metod wielokrokowych: warunek poczatkowy u, nie wystarcza
do uruchomienia schematu : tutaj potrzebne u,, oraz f,
f; mozna policzy¢ (bardzo) doktadnie innymi metodami



metoda nieustalonych wspotczynnikow
przyktad 2: metoda jawna dwukrokowa rzedu trzeciego

Up + Q1 Up—1 + oUp_—o = At fri_1 + AtBafr—2

U, U, ; u

v

n-1

w sposob jak wyzej uzyskamy:

Up = _4un—1 + 5un—2 + At (an—l + 4fn—2)



metoda nieustalonych wspotczynnikow
przyktad 2: metoda jawna dwukrokowa rzedu trzeciego

Up = —4Up_1 4+ DUp_o + At (2f,_1 +4fn_2) *

Pierwsza bariera stabilnosci Dahlquista
(ograniczenie na rzad 0-stabilnej doktadnosci metody wielokrokowej):

Maksymalny rzad doktadnosci p 0-stabilnej k-krokowej liniowej formuty wielokrokowe;j
dla metod jawnych: maksymalne p = k
dla niejawnych . maksymalne p = k+1 (jesli k nieparzyste)

p=k+2 (jesli k parzyste)

schemat (*) nie moze by¢ stabilny bo jego doktadno$¢ przekracza pierwszg bariere Dahgluista



LA =

M-

I
o

k

QjUp—; = At ) Bi frn—i
P
=0

(’

2k+2 wspodtczynnikow do wyznaczenia?
Czy mozna znalez¢ wspodtczynniki tak, aby rzad 2k+1 ?

Tak, ale metoda nie bedzie uzyteczna (0-stabilna),
jesli p > k (dla metod jawnych) lub >k+2 (dla metod niejawnych) dostaniemy
metode niestabilng

Druga bariera Dahlquista:
maksymalny rzad doktadnosci wielokrokowe] metody A-stabilnej: 2
(stad motywacja dla niejawnych metod RK)



metody jawne Adamsa-Bashforta

powstaja ze scalkowania rownania rozniczkowego po ostatnim kroku czasowym

u' = f(t; u)
l

t'?’i‘.
Uy = Up—1 T / f(ta u)dt

tn—l

v

v

metody Adamsa-Bashforta::
interpolujemy wielomianem f'w krokach n-1, ...n-k

u, wyliczamy calkujac
wielomian interpolacyjny od ¢, ;do ¢,



metody jawne Adamsa-Bashforta

jednokrokowa metoda AB

& Pot)=f,.

v

zastapmy funkcje podcatkowa przez wielomian P, interpolujacy fw chwili ¢,

t'n,
Upy = Up—1 + f(t,u)dt

t-n, —1

Uy = Uy 1 _|_ Atf?'z.— 1 jednokrokowa AB = jawny Euler : rzedu 1



Metoda Adamsa-Bashfortha k=2

tn — .
Up = Uyp_q + [ w (t)d ul? ) = uo
Jto_1 du(t) — ()
1 ‘fn—Z — dt ST
fia znamy wartosci f, », f, ;— prowadzimy
£ o przez nie wielomian interpolacyjny, ktory
| | nastepnie catkujemy

t
tn—2 tn—l tn
tu interpolujemy tu catkujemy
" (1‘) f T — tn—l 1 f t— t.r..—g 1 ( r (f + ) f ( ')
w\t) = jn—2 n—1 — Jn—1\t — In-—-2 n—2 - 1?1 1
th—2 — th—1 tn—1 — tp—2 At

1 tn
Up = Up—1 7 m (f?l—i{f fra—E}Z o Jﬂ-—zl':t o f:a 1:}2)|f »

3 1 N . ;e e ’ r
= g 4+ A ( 2m -3 f-n_z) drugi rzad doktadnosci (jak wzor trapezow)

ale jawny!



Metody AB

7=1
k j=1 2 3 4 5 6
1 3, 1
2 23, 3| -1
3| 128 23| -16 5
4 243; 55 -59 37 -9
5| 7208; | 1901 | -2774 | 2616 | -1274 | 251
6 | 14403; | 4277 | -7923 | 9982 | -7298 | 2877 | -475

FINITE DIFFERENCE
AND SPECTRAL METHODS

FOR

ORDINARY AND PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Lloyd N. Trefethen
Cornell University



0.04

0.00

-0.04

-0.08

-0.12

0.00

AB - jawne - przyktad

du/dt=cos(t)
btad rozwigzania dla dt=0.1
k=3,4

=2 k=3

0.0004

0.0002

k=1 k=4

0.0000

-0.0002

0.00 2.00 4.00 6.00
2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

8.00

10.00



AB: wspotczynniki

L] [j=t[ 2] 3[ 4[] 5[ 6]
1 3; 1

2| 28 3| -1

30 128;| 23| -16] 5

4| 248, | 55| -59| 37| -9

5| 7208, | 1901 | -2774 | 2616 | -1274 | 251

6 | 14408, | 4277 | -7923 | 9982 | -7298 | 2877 | -475

btad dyskretyzacji (df): wstawiamy rozwigzanie doktadne do przepisu
definiujacego schemat. Zamiast zera otrzymujemy btad dyskretyzacii.

u(tn) = u(lpn—1) + AiZdj by u(tn—j)) + CulFTD (&) ALFF!

u(ty) — ulty— A .

}_J_

C -stata btedu dyskretyzacji



btad dyskretyzacji AB1=jawnego Eulera: (Euler doktadnie scatkuje funkcje liniowa,
pomyli si¢ dopiero przy paraboli)

u(tn) = u(tn—1) + Atf(tp—1, u(tn_1)) + Cu'® () At?

Caly blqd dyskretyzacji: zalezy od rownania (f) ale:\

stata btedu C nie zalezy od roOwnania (f [rOwnanie] wchodzi do pochodne;j)
= jest wlasnos$cig metody



btad dyskretyzacji AB1=jawnego Eulera: (Euler doktadnie scatkuje funkcje liniowa,
pomyli si¢ dopiero przy paraboli)

u(tn) = u(tn—1) + Atf(tn—1, u(tn_1)) + Cu'® (&) At?

C najtatwiej wyznaczymy dla rownania \mchwila czasowa

kt(')rego rozwiazaniem jest z zakresu ostatniego kroku
£ du/dt=2t=f, au® = 2 i nie zalezy od polozenia

t2 = (t — At)® + At2(t — At) + C2A¢F

1?2 =12 — At + At? + 2tAt — 20> + C2A12 — C=112

wtn) — ultn-1) <
n At n—1) Zﬁjf(tn_j,u(tn_j)) — OU(kJrl)(&)Atk

j=1

Su ()AL




btad dyskretyzacji schematu AB2

(3 1 \
u(tn) — u(tn_1) + At k;f(tnlﬂu(tnl)) _ %f(tnzg U(tn_Q))) 4 Cu m(é?,Aﬁ )

. d
w =13, d—": — 32,4 (€) = 6

s bR *I—((t-db )} **3+db* (3 /2%3 % (t-db ) "2-1 /243 % (t-2*dL) "2} +o*ORALE**T)

9 3
£ e—dn’ - a [E(z—dzjz—g(z—zdzjzj— §Cde

- expand ("}
5
5.:1’53—6(?.:&3
= solve (", C}),
5
12

C=5/12 —  blad dyskretyzacji AB2 5/12 u’” At

e( A ) C k+l)(\§>Atk

k 710112 (3] 4 5! 6
c |11 X2 |3 ]2 [ 3 [0
j 2 1 12 [ 8 [ 720 | 288 | 604




metody niejawne Adamsa-Moultona

v

Dla zachowania tego samego

Rzedu doktadnosci rezygnujemy

Z korzystania z najbardziej zamierzchlej chwili
Czasowej na rzecz tn

t'f'?,
Uy = Up—1 + f(t,u)dt

t'n. —1

formuty AM

wprowadzane podobnie do AB, ale:

do interpolacji wlaczany punkt 7,

a wylaczamy t_, aby utrzymac rzad wielomianu

ABKk (czytac rzgdu k: k-krokowa)

k
Up = Up—1 + At Z rgj fn—j

g=1

AMKk (czytac rzedu k, (k-1) krokowa)

k—1
Up = Up—1 + At E /ijn—j
=0



interpolujemy f'w (k-1) chwilach tacznie z t,
t+  calkyjemyodt, , dot,

IS

| , — U, =Uy 1+ w(t)dt

t

n-1

t

n

tu interpolujemy i catkujemy

— tn T bn— 1
W(t) = foy et f L (=t ) = Fua(E— 1)
tho1 — tn tn — th_q At
Uy = U +i(f(t—t 2= f (t—t)Q)t”
n — WUn—1 2At n n—1 n—1 n _—

1 1
n — UWn— At(_ n = n—)
u Up—1 + 2f ‘|‘2f 1



niejawne AM - wspotczynniki k J=20 1 2 3 41 5
1 B; 1
2 203; 1 1
k—1 3| 128 5 8| -1
Wy = Uy +At§ 5 L 4| 248, 9| 19| -5| 1
" n-l LY Jn=; 5| 7208; | 251 | 646 |-264 | 106 | -19
J=0 6 | 144003; | 475 | 1427 | -798 | 482 | -173
Btad dyskretyzacji AM

* M | 31 ) A = i3 = Q)
iy} [ | 1 4 < rd | oy ™ ri 4
] U 1 Z J & J O i O
R — 1 1 1 10 4 Wi 2 W AV LTL A S
(,\l‘,* I i 1 a1 A 7 Ly ] (SLO LY | FIu N ehe b deld
/9 L 9 19 24 790 160 G048K0 24109 269200
o = A e =i § [} AV FEVAY) AVAV RS WAV) =l N NV FAVFLWIWAVAV]




Btad dyskretyzacji AM a AB

e(AMy) = viquF Y () AP

7 T2 31 2 5 6 7 3
~ —T T T T 3 863 [ 25 [ 33953
i 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800
_ (k+1) k
e(ABj) = Yp+1u (§)At

17 11213 4 D O 7 &

- 1 ) 3 251 95 19087 257 1070017
fyj 2 12 8 720 288 60480 17280 36283800

tutaj: blad dyskretyzacji AB4 okoto 18 razy wigkszy niz AM4

niejawne: bardziej doktadne: AB wolno maleje, AM - szybko




wielokrokowe metody niejawne:
z reguly bardziej stabilne 1 doktadniejsze niz jawne tego samego rzedu doktadnosci

sposoOb rozwiazywania rOwnan:

k k
E il = Al E Bi fr—i
i=0 i=0

1) iteracja funkcjonalna

k k
uhy = =) Qi+ At f(tn,uly ™)+ ALY B f(tni, tni)
=1

=1 1=

tylko ta czgs¢ podlega iteracji

pamigtamy, ze dla wstecznego Eulera metoda mato przydatna (staba zbieznos¢)
dla metod wielokrokowych (trapezow np.) zakres zbieznosci byt nieco lepszy



2) metoda Newtona dla niejawnych metod wielokrokowych

k k
Z QiU —i = At Z Bi fn—i
1=0

1=0
szukamy zera:

k At
F(un) — Un — Afﬁ()f(fna un) + Z (Ofiun—i Jﬁifn—?l)

1=1

Ut = u,u,—l . F(ufb—l)
n — Yn I (u,u—l)
n

nie zmienia si¢ w iteracjach po u

/

—1 L’u Af,@of( ‘s L’u_l) + Zf—l (Q'ﬂfﬁn—i _kﬁifn—i)
1— AtBof! (t, ult™h) \ At

no__ o
un _ un



wielokrokowe metody niejawne: metody predyktor korektor

iteracje (funkcjonalna czy Newtona) mozna zaczac od

albo (lepiej) od wartosci danej przez schemat jawny.
Sekwencja: jedno wywotanie jawnego / schemat niejawny (stosowany raz, lub wiecej)
= metoda predyktor korektor np. AB3/ AM4

mozliwe rdzne strategie: niejawny korektor mozna uzywac

az do samouzgodnienia

lub

skonczona liczbe razy

1
run — ru’f?,—l

(wtedy wiasnosci np. stabilnosci = wytacznie korektora)

(wlasnosci hybrydowe)

przyktad z iteracja funkcjonalna dla podkreslenia przydatnosci PK:

poznane wczesniej rOownanie nieliniowe u’=u(1-u) , u(0)=0.8, 3 pierwsze wartosci u 1 f = analitycznie

na starcie
u(3At):=u(2At)

0.351214
0.128895
0.172238
0.160879
0.163720
0.163000
0.163182
0.163136
0.163147

AMA4, At=1, liczymy u(3At)

na starcie
u(3At):=AB3

0.169011
0.161676
0.163517
0.163051
0.163169
0.163139
0.163147

uwaga:

predyktor/korektor

pojawit si¢ dla niejawnych
RK, tyle ze tam akurat
predyktor byt niejawny,

dla liniowych wielokrokowych
- odwrotnie



AB4, AM4, RK4 — porownanie dokladnosci

(kroki startowe podajemy analityczne) or
W =u—t*+1,u(0)=1/2 ar
ul

u(t) = (t+ 1) —exp(t)/2

doktadne
e

jawny s. Eulera (zadajemy
tylko warunek poczatkowy)

I | I | I | I |
At=0.2 80 05 10 15 20
t
AB4 znaczy AB rzgdu 4, 4-krokowa 61
4
Up = Up—1 T At E Iijn—j
J=1
00 05 10 15 20
zadajemy f,f,,f,,f; oraz u; aby wyliczy¢ u, (problem ze startem) t 0.001
2 AM4
AM4 = AM rzedu 4, 3-krokowa S Deeeegoovo®
3 “E-’ . .
=
_ c -0.001 .
un—un—1+At § ﬁjfn—j - AB4
c
J=0 e § -0.002 .
Przepis na jeden krok mozna rozwiaza¢ analitycznie, 3
bo w naszym przyktadzie f'to liniowa fcja u b. glOb- -0.003 e )

Up—1 T+ At Z?zl ﬁjfn—j + AtﬁD(l T ti)
1 — Atfy

Up =

0.00 050 1.00 1.50 2.00
t

dla t=2, bledy: 2.13e-4, -2.11e-3



doktadny - numeryczny

AB4, AM4, RK4 — porownanie doktadnosci

"~ RK4

-0.001 | . dla t=2, btedy: 2.13e-4, -2.11e-3, 1.087¢-4
-0.002 AB 4.
-0.003 ——

0.00 050 1.00 1.50 2.00

RK4 = nie ma problemu z niejawnoscia AM4
= nie ma problemu ze startem jak dla AM4 1 AB4
= kosztuje : 4 wywotlania f'(dla AM4 moze by¢ rdznie)



Thersten Finite Differences and spectral methods for ordinary and
partial differential equations:

§ iUy —; = At E Bi fn—i
1=0 1=0

Adams- Adams- Generalized Backwards
Bashforth Moulton Nystrom  Milne-Simpson  Differentiation

a; f; a; P ;P o a;

NI

/

podobne do Adamsa:
interpolujemy f, liczymy
catke z f od t(n-2) do t(n)




metody roznic wstecznych: najlepsze
wiasnosci stabilnosci bezwzgledne;

Adams- Adams- Generalized Backwards
Bashforth Moulton Nystrom  Milne-Simpson  Differentiation
@ B a; B o a; b o B

b

1y



k
k k .
Metoda réznic wstecznych: > awun-i=At) Gifii > aun = Aty
1=0

1=0 1=0

interpolujemy u wielomianem od chwili n-k az do n-1
nastepnie zadamy, aby jego pochodna w chwili n
spefniata rownania rozniczkowe (kolokacja)

z tego warunku wyliczamy z niego u(t) (ekstrapolacja)

v




k
k k .
Metoda réznic wstecznych: Y aiwn—i=at> sifus .y D itin; = Atof,
i=0

1=0 1=0

interpolujemy u wielomianem od chwili n-k az do n-1
nastepnie zadamy, aby jego pochodna w chwili n
spefniata rownania rozniczkowe (kolokacja)

z tego warunku wyliczamy z niego u(t,) (ekstrapolacja)

interpoluje
. v
najprostszy przykiad W(t) = Upoy 4k (t—t, )
W(tn-1)=un-1 > | w'(t) — ¢ “
W’(tn)zfn nie psuje interpolacji

ma zapewni¢ 1-szy rzad dokladnosci

u-“(t) = Up_1 + fn X (t — tn—l)

l

U:ﬂ — uﬂ—]_ _I_ f(tn? un)d_{_

wyszedt niejawny Euler



prosty przyktad

W(tn-1)=un-1
W(tn-2)=un-2
w'(t,)=t,
. t —1th_o t—1,_- . |
u‘(f) — un—l% Up_—2 _;1! . + CT(_IL - If-n.—l_f' (tL — IL-n.—Q)

interpoluje wartoSci ten nie psuje interpolacj
ma ustawiC pochodng

| 1 1 | |
"U.?J,(Ifn) = "E£-¢1_1E — "Ei-n—zy + (‘:(ﬁm — i!Ln—l) + C(fn — tn—Z) :fn

}
C=(fn-u(n-1)/dt+u(n-2)/dt) / 3dt: wstawi¢ do w(t), policzy¢ w t=tn:
w(tn)=un:=4/3 u_,-1/3 u.,*+2/3 dt fn



un:=4/3 u_,-1/3 u ,+2/3 dt fn

metody roéznic wstecznych

k ) 5,80 5030 50&1 5052 (5043 5054 5@5 5056
1] 1| 1] 1] -1 o
2 3 2 3 -4 1 .
3 11 6 11 18 9 -9 E X Up—q = Atﬁﬂjn
41 25| 12| 25| -48| 36| -16 3 i=1
b | 137 | 60| 137 [ -300 | 300 | -200 | 75 | -12
6| 147 | 60 | 147 | -360 | 450 | -400 | 225 | -72 | 10
btad dyskretyzacji e(AM.) = v u* Y (€) At
J1ol 1] 2 | 3 4 5 6 7 8
Vil =5 | =75 | =57 | —%6 | —7oo | —snass | —7aior | — 5ozmson
e(ABy) = yepu* D (€)Ark
1011123415 6 8
11 L= [ 3 BL[ 35 [ 19087 [ 5257 | 1070017
i 2 | 12 | 8 | 720 | 288 | 60480 | 17280 | 3628800
((BDy) = ———u () AF _,  mniejszy niz AB, wickszy niz AM

k+1




e(AMy) = i uF V(A e(ABy) = yppu T (O AL
1
e(BDy) = ———uF (&) A
(BDy) p—— (€)

metoda jest rzedu p jesli i)blad dyskretyzacji znika do zera jak AtP
il)metoda dziala dokladnie dla wielomianu p-tego stopnia

definicja : metoda jest spojna, jesli rzad metody p=1 lub wigce]

k k
Z QiU —; = At Z H'ifn—i

1=0 1=0

warunki konieczne spdjnosci liniowej metody wk

wezmy u(t)=1, =0 — sumaalf=0

L L

k k
4 — M- —_— . - *
wezmy u(t)=t, £=1 Z ai(n—1i) = Zliﬁ ' E 1oy + E 0; =0

1=0 i=0

|i'\'. 0|66y | dag | day | das | daz | day | das | dag |
1 1 1 1 1

2 3 2 3 -4 1

31 11 6| 11| -18 9 -2

41 25| 12| 25| -48| 36| -16 3

5 137 60| 137 | -300 | 300 | -200 [ 75| -12

6| 147 | 60 | 147 | -360 | 450 | -400 | 225 | -72 10




u’=Au rozwiazemy metoda leapfrog
u,=u, ,+24t Lu,,

1.2

A=-2

0.8 At=1/32.0

rozpacz

u=] gdy dwdr=f=0 —
u=r gdv =1 —
u=r gdy /=21

I+er, e, =0
At{n+an-l}+a,(n-2) =AM 8
A2 (12 + ay(n-17P + e, (n-2)% =2 Mt §, At

'y URL
o, =0
|'J_:,:—1
B=

r

Up + QO Up_1 + @alp_2 = AtB fn_1

.'lI
metoda punktu posredmego (leapfrog)

rowiie prosta jak jawny Euler (p=1)
ale rzedun p=2

Uy = Upy—2 T QAffu—l

Dla metod wielokrokowych: wammek poczatkowy 1, mie wystarcza
do nmchomiena schematu : tuta) potrzebne v, oraz f,
J; mozna policzyé (bardzo) dokladmie mnymi metodamt

btad dyskretyzacji LF = O(At?)
-wigcej niz potrzeba dla spojnosci

a schemat okaz

-
—

e qie nie<tabilnv hezwzo
¢ S1¢ niestabiiny bezwzg

i

sprobujmy znalez¢ rozwiazanie rOwnania roznicowego LF postaci U, = 5’7 N

—

f= B2+ 248 1 £

E10 = MAE £/ N2A82 + 1

E2-20 AtéE—1=0

L& =&y ey

roOwniez spetnia relacje rekurencyjna



S10 = AAE £ VAN2AL2 4+ 1 Iy

u(t)=u(0)exp(1t)
5;7,. — lef’ + (525;

zalézmy, ze stawiamy drobne kroki AAt<<1

12 = VAN A== \/)\2 2 41

¢, = c1 exp(AnAL) 4+ ca(—=1)" exp(—=AnAt) + O(A\*At?)
o
/

rozwiazanie wlasciwe : : L
rozwiazanie pasozytnicze,

eksplodujace z oscylacja

niezerowe c, zostato wygenerowane przez bledy np.arytmetyki 1 eksplodowato
(gdy A>0 —wtasciwe eksploduje a pasozytnicze zanika)

rozwigzania pasozytnicze sa w metodach wielokrokowych zawsze obecne
metody nalezy konstruowac tak, aby pasozytnicze nie eksplodowaty



du_
dt

1) AB drugiego rz¢du:

u

3

t €/0,1]
u(0)=1 drugi przyktad niech A>0

u(t)=exp(t)

2) ,,optymalna” jawna metoda dwukrokowa
[rzedu trzeciego, ta z doktadnos$cia przekraczajaca
piewsza barier¢ Dahlquista]

, L,
Uny2 = Upy1 + Al (Sf nt+l = Ef ’1) Upy2 = =4y 1 + Du,, + AL (2f n 4f};,.+1)

e

2.8 - .

5 4'_ At=0.2

20-_ lepszy
1.6F
1.2

widac, ze niebieski

linia: doktadne
Czarne x: AB2
Niebieskie x: ,,optymalna”

080 05 1.0



du_
dt

1) AB drugiego rz¢du:

u

3

t €/0,1]
u(0)=1
u(t)=exp(1)

,. I
Upto = Upii — Af (an+1 — §fn)

e

2.8 - .

drugi przyktad niech A>0

2) ,,optymalna” jawna metoda dwukrokowa

[rzedu trzeciego, ta z doktadnos$cia przekraczajaca
piewsza bariere Dahquista]

Upt2 = —4Uy 1 + Dy, + At (2]Ln + 4f1‘1-+1)

4.0

5 4'_ At=0.2

2.0l
1.61-
1.2

lepszy

widac, ze niebieski

Liczymy doktad

3.0k

linia: doktadne
Czarne x: AB2

120

>

| 1.0

0.0r

Niebieskie x: ,,optymalna” -

080 05 1

-1.
g



Co si¢ stato ?

Up42 = _{Hh%%l+'5un__13t(2,a'+iiﬁ%HJ

problem pojawia si¢ gdy At mate.
zaniedbaymy wigc At.

un=z"
Uyp4-2 -+ 4un_|_1 — 5un =0 — (22+4Z'5)=O

2 pierwiastki z=1, z=-5
2 rozwiazania relacji rekurencyjnej: u, =1, oraz u,=(-3)"
dowolne rozwiqzanie czarnego rownania: zalezy od dwoch wartosci
poczqtkowych u, oraz u,

u,=a (1)"+ b (-5)

\ ™ rozwigzanie pasozytnicze: maskuje rozwiazanie .
rozwiazanie wlasciwe (po zaniedbaniu f: u=const)

niezerowe b moze pojawic si¢ na skutek naktadania si¢ 1 wzmacniania btedow
w kolejnych krokach. Wigcej krokdéw dla danego t=nAt - eksplozja

zrodto niestabilnosci: relacja rekurencyjna o eksplodujacym rozwigzaniu



Na poprzednich wyktadach mowilismy o stabilnosci bezwzglednej,
ktdra dotyczy symulacji nieograniczonej w czasie (t—o0) i dtugich krokow czasowych

stabilnosc (0-stabilnos¢) dotyczy dziatania metody w skoriczonym czasie (t<T)
oraz matych krokow, gdy wykonuje sie ich bardzo wiele

Uwaga 1 : wszystkie metody 1-krokowe sg O-stabilne, cho¢ bywaja niestabilne
bezwzglednie,dlatego spotykamy sie z 0-stabilnoscig tak p6zno

Uwaga 2: 0-stabilno$¢ jest wazniejsza = dotyczy metody
stabilnos¢ bzwz = definiowana dla danego réwnania,
jesli rozwigzanie doktadne nie eksploduje

z eksplozjg numeryczng

mozna sobie z nig zazwyczaj poradzi¢ zmniejszajac dt



metoda jest 0-stabilna jesli odchylenia pozostajg skonczone dla startowego odchylenia d,
nie przekraczajacego pewnej granicznej wielkosci d
dla wszystkich n: Atn <T maby¢| d | <kd, jesli| d, | <[ d|

0-stabilnosé metody réznicowej (powtorzenie w mniej Scistej wersji):

metoda jest 0-stabilna jesli dla kazdego f skoficzone ograniczone odchylenie

od warunku poczatkowego produkuje rozwigzania, ktore roznig sie w sposob ograniczony
od doktadnego w skonczonym przedziale czasowym [0, T]

lub bardziej dosadnie:

schemat roznicowy jest 0-stabilny, jesli dla danej chwili czasowej obliczone wartosci
pozostajg ograniczone gdy At —0




problem stabilno$ci bezwzglednej LMW k k
réwnanie testowe: U =Au Z Qiln—; = At Z Bi fn—i

1=0 1=0
k k
E AjUp—q — AAL E /Biun—?l =0
1=0 1=0

poszukajmy rozwigzania postaci: Uy, — Cg

k
p(€) = ) aie
1=0

k k
D e — At g = 0 o(§) =) o™
1=0 i=0

wielomiany charakterystyczne metody wielokrokowe;:
pierwszy p 1 drugi

wielomian ma & miejsc zerowych &, (141

p(f ) — At\o ( g ) — () jedno &, odpowiadajace rozwiazaniu RR

1 k-1 pasozytniczych

k

roOwnanie roznicowe spetnia superpozycja U = Co f n

., n — E ()

k-rozwiazan ¢
1=1



wielomiany charakterystyczne a warunki spojnosci

k
p(&) = Zaifk_i suma alf =0
1=0 k k
k | Zaz(k — &) = Zﬁi
o€) =) B
1=0

p(1) =0 /

p'(1) —o(1) =0




k
) _ E : L cn
Up = Cigi
1

=1
rozwiazanie doktadne: du/dt=Au . ) L.
wlasciwe rozwigzanie roznicowe:

’UJ(tn) = [exp()\At)]” Uy — (gl)n przepis na &, to

rozwinigcie Taylora exponenty
doktadne rzedu &

rOwnanie ma k rozwigzan
jedno &, odpowiadajace rozwigzaniu RR
1 k-1 pasozytniczych

W granicy AtA > 0: &, — 1

p(€) — AtAG(E) =0 —— p(1) =0

Wiasciwe rozwiagzanie relacji rekurencyjne to to, ktore przechodzi w gtéwne zero wielomianu p
w granicy zerowego kroku czasowego



rOwnanie ma k rozwigzan k
J:edno €, odpowiadaj ace rozwiazaniu RR Uy = C; 5;’?
1 k-1 pasozytniczych :

a—1
L— 1

jesli jedno z rozwigzan pasozytniczych | [>1 - metoda nie moze by¢ bezwzglednie stabilna

Zera wielomianu charakterystycznego a stabilnosci (zero 1 bzwz)

p(§) — AtAa(§) =0

1) bezwzgledna stabilnos¢: jak duzy moze by¢ krok czasowy, aby wszystkie zera w kole jednostkowym?
2) gdy zmniejszac¢ krok czasowy: At A stanie si¢ zaniedbywalne : wtedy & daza do zer wielomianu p

metoda wielokrokowa jest zero-stabilna jesli zera wielomianu p
s3 co do modulu < 1.
jesli jedno z zer >1: metoda niestabilna.

Pytanie :co zzerem co do modulu =1:
Odpowiedz: nie psuje zero-stabilnosci (jedno juz mamy — glowne),
chyba ze jest wielokrotne




k
relacja rekurencyjna > aup_; =0
dla p(z)=0

1=0
k
k—i ¢
z. — zero m-krotne: d izt =0
1=0

jesli jedno z miejsc zerowych p(z): z,, =1 o krotnosci m

p(2) = (2 — z2m)"w(2)
dla m>1 pochodna p(z) po z ma rOwniez zero w z,,

k
p,(zm) — Z(l‘ o l)az::fin_z_l =0 >x<Zrn

i=0 |

K
Y ik —i)zi =0
i=0

n

wige: wtedy Uy = N Z’m,

Ze wzgledu na czynnik n przy nowym rozwigzaniu pasozytniczym:

_, o n

spetnia relacj¢ rekurencyjna

roOwniez spetnia relacje rekurencyjna

metoda nie bedzie 0-stabilna jesli wielomian p ma dwukrotne zero o module 1.



Zera wielomianu charakterystycznego a zero stabilnosc¢

warunek pierwiastkowy 0-stabilnosci

WKW stabilnosci schematu:
Liniowy schemat wielokrokowy jest stabilny wtedy 1 tylko wtedy
gdy miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego
p(z) spelniaja |z|<1, 1 kazde miejsce zerowe |z|=1 jest jednokrotne.

metoda wielokrokowa jest silnie metoda wielokrokowa jest stabo
stabilna jesli jest stabilna 1 stabilna jesli jest stabilna 1 nie jest
poza gldwnym zerem silnie stabilna

wielomianu p wszystkie pozostalte
leza wewnatrz jednostkowego
okregu




Wielomiany charakterystyczne prostych schematow: spojnosc 1 stabilnos¢

k
k k '
Z g Uy —q A?L i:E - aﬁbfﬂ.—a 1220 i

1=0

k
o(&) =) Bk
i=0

jawny schemat
Bulera Uty = AL, o()=1

niejawny schemat _
Eulera u,-u, = At fn c(C)=C

WzOr trapezow u,=u, (. t1,)A4/2 |o(Q=E2+172

warunek spojnosci p(1)=0 ;O(Q) — C — 1
tylko jedno gléwne pojedyncze zero

drugi warunek spdjnosci

§(1) — (1) =0

wszystkie metody jednokrokowe s3 silnie stabilne



k

k
Z ity —; = At Z Bifn—i
i=0

1=0

Adams- Adams- Generalized Backwards
Bashforth Moulton Nystrom Milne-Simpson  Differentiation

@ B a; B o a; b o B
i i E O o } }7 o i
i I i

o o O ] ]

AB+AM: p(z) = kK 1=K1(]-z) — k-1: krotne zero w 0 i jednokrotne w +1
N+uMS : p(z) = zK-ZF2=z0:2)(z2-1) — 5-2: krotne zero w 0 i jednokrotne + 1

AB+AM - silnie stabilne
N 1 MS — stabo stabilne

BD sq zero- stabilne do rzedu 6, wyzej juz nie



liniowe metody wielokrokowe: spéjnosé, stabilnos¢, zbieznosé

k k
E g Up—g — At E /Bif??,—?:

K
p(&) =) aig
1=0

jego wielomiany charakterystyczne
k
-
o(&) =) Bt
i=0

schemat (zero) stabilny jesli
rozwigzania dla chwili T pozostaja
skonczone gdy dt—0

WKW stabilnosci schematu:
Liniowy schemat wielokrokowy jest stabilny wtedy 1 tylko wtedy
gdy miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego
p(z) spehiaja |z|<1, i kazde miejsce zerowe |z|=1 jest jednokrotne.




liniowe metody wielokrokowe: spéjnosé, stabilnos¢, zbieznosé

metoda spdjna jesli btad dyskretyzacji jest
rzedu O(dtP) z p>=1.

schemat dziata doktadnie dla rownan
ktorych rozwiazaniami sa funkcje liniowe:

ustaliliSmy, ze WKW spojnosci LMW w jezyku wielomianow charakterystycznych:



Metody wielokrokowe: spojnos¢, stabilnosé, zbieznosé

Definicja:
Metody roznicowa jest zbiezna jesli btad globalny

lim len| =0
n—oo,At—0,nAt=T

znika do zera w chwili T gdy z At do 0



Metody wielokrokowe: spojnos¢, stabilnosé, zbieznosé

Definicja:
Metody roznicowa jest zbiezna jesli btad globalny

lim len| =0
n—oo,At—0,nAt=T

znika do zera w chwili T gdy z At do 0

Tw. Dahlquista

Metoda wielokrokowa jest zbiezna
wtedy i tylko wtedy gdy jest spojna i zero-stabilna




Metody wielokrokowe: spojnos¢, stabilnosé, zbieznosé

Definicja:
Metody roznicowa jest zbiezna jesli btad globalny

lim len| =0
n—oo,At—0,nAt=T

znika do zera w chwili T gdy z At do 0

Tw. Dahlquista

Metoda wielokrokowa jest zbiezna
wtedy i tylko wtedy gdy jest spojna i zero-stabilna

dla metod jednokrokowych: WKW zbieznosci jest spojnosc,
bo O-stabilne sg zawsze



Tw. Dahlquista

Metoda wielokrokowa jest zbiezna wtedy 1 tylko wtedy gdy jest spojna 1 stabilna

dla wielokrokowych spojnos¢ nie wystarcza do zbieznosci:

Przyktad 1.

schemat ,,optymalny” dwukrokowy jawny

przypominamy: metoda przekraczajaca pierwsza barier¢ Dahlquista
(zbyt dokladna by by¢ stabilna)

Unt+2 — _4“?1+1 + D, + At (2]L?1 + 4]L?1+J)

4.0 -
3.0
2.0
1.0
0.0

>

180

(spOjny jest, ale nie jest O-stabilny
wigc nie jest zbiezny)

zbieznos¢:

lim len] =0
n—oc,At—0,nAt=T



Przykiad 2 (ze sp6jnos¢ nie gwarantuje zbieznosci):
schemat ekstrapolacyjny:

u(t — ()) = 1 zastosujemy schemat:
do rownania: q (t)
u
dt — f(t7 u) ?LTL—l—Q — 221/’}2,4—1 - fllﬂn

schemat esktrapolacyjny: zaktada zachowanie pochodne;j

zero informacji o prawej stronie rOwnania — nie moze by¢ zbiezny do jego rozwigzania
ale:
schemat spdjny bo p(z)=z2-2z+1 : p(1)=0, p’(2)-o(z)=2z-2

wiec p’(1)-c(1)=0

Tw. Dahlquista
Metoda wielokrokowa jest zbiezna wtedy 1 tylko wtedy gdy jest spojna i stabilna

mamy metode spojng i niezbiezna. z mocy tw. musi by¢ niestabilna.



czy spojny schemat niezbiezny musi by¢ niestabilny?

/l,[/n _|_2 — 211/72)_'_1 - /l,[/fn)

zera wielomianu p(z):
o@z)=(z-1F zerow z=1 jest podwojne:
rozwigzania relacji rekurencyjnej: (1), n(1)®

relacja posiada rozwigzanie eksplodujace — istotnie jest niestabilna



stabilnos$¢ bezwz glqdna w terminach wielomiandéw charakterystycznych:

k k
P I,
schemat: E Gy —; = AL E B fr—i

2=0 1=0

problem modelowy @ — \u
dt
k k
relacja rekurencyjna: Z Uy —; — AN Z Bitty,—i =0
i=0 i=0

formuta jest stabilna dla danego AAf , jesli wszystkie rozwiazania relacji rekurencyjne;
ograniczone dla n—»oo.

k k
E QG Upy— — AAL E ﬁ?}un—?ﬁ =0 «—— u,= Y/
i=0 1=0

T(AAL, 2) = p(2) — ANAto(z)

(the root condition for absolute stability)
Formuta (wielokrokowa, liniowa) stabilna bezwzglednie dla AAr jesli wszystkie
zera wielomianu stabilnosci 7(44¢,z) : |z|< 1 oraz kazde zero |z|=1 — pojedyncze.



Przykiad 1: Euler: u(n)=u(n-1)+Atf(n-1)

=(z-1)-AAt —
m(z)=(z-1) zero: 1+ AAt: region stabilno$ci |1+ AA4¢| <1



Przyklad 2: AB2 Uy = Uy 1 + At (é fq — 1 fo 2)
(2)=2%-7-A4t (3/2 2-1/2) 2 2

1 3 1
zera; 5 -+ Z)\At + Z\/4 + AANAL + 9ALZ )2

na prawo od czerwonej jeden pierwiastek
co do modutu mniejszy od 1

na lewo od niebieskiej drugi pierwiastek
co do modutu wigkszy od 1

22

0.5—

dtim(L)

-0.5—

region bezwzglednej stabilnosci
AB2 miedzy niebieska a czerwona krzywa

«—




1.7. STABILITY REGIONS TREFETHEN 1994 - 63 FINITE DIFFERENCE
AND SPECTRAL METHODS
FOR

o i ORDINARY AND PARTIAL
p=1- . DIFFERENTIAL EQUATIONS

Lloyd N. Trefethen
Cornell University

-2
\ ..
\-\‘\\ \\ e '-j ‘I ‘I'.
A T 34
N - ‘
=3/ AN
- il p=3 .
Figure 1.7.2. Boundaries of stability regions for Adams v
formulas of orders 1-3. I,«"' 5,/
1 | : : ; 2 1 1
-6 -3

dla AB/AM im wyzszy rzad doktadnosci \ _
— tym wezszy region bzwz stabilnosci AM \ | /
(przeciwnie niz dla jawnych RK) R |

c . . . . . Figure 1.7.3. Boundaries of stability regions for Adams-Moulton
Wlelmy, ze AM (nleJ aWHY) Stabllny bZWZ formulas of orders 3-6. (Orders 1 and 2 were displayed already in

Figure 1.7.1(b,c).) Note that the scale is very different from that of

w wigkszym zakresie niz AB (jawny) the previous figure.



Przykiad : Inna dwukrokowa:

leapfrog
U,r=—U, +fn+1 24t

7(z)=z%-1-2AAt z

> z%xk2 -1 -2%] ambda*z;
=

> solve(™,z);

> |

Lo AL ot

22—1-—212

l+ﬁﬁ?+l,l—ﬁﬁ?+l

obydwa pierwiastki beda nie wigksze od 1
odxr 3 ~rugta 11

gay A CZYSIO urojonc m1Qdey’

iai[(0-1) a(0,+1)]



Przykiad : Inna dwukrokowa:
leapfrog

Uy~ Uy, +fn+1 24t

n(z)=z’-1-2AAt z
L. AL O
> z%xk2 -1 -2%] ambda*z;
=

22—1-—212

L.7. STABILITY REGIOXS TREFETHEX 19M - 63 ;llu + 12 + 1 ) ;II" _ II ?qu + 1

> solve(™,z);

> |

Figure 1.7.2. Boundaries of stability regions for Adams-Bashforth
formulas of orders 1-3



Przykiad : Inna dwukrokowa:
leapfrog

un+2:un +fn+] ZAt

7(z)=z%-1-2AAt z
L. AL O
> z%xk2 -1 -2%] ambda*z;
=

22—1-—212

= Roaf A5+ 1, o A5 1

obydwa pierwiastki beda nie wigksze od 1

> solve(™,z);

> |

RA‘T q f\r_l"Iﬁ“'l\ TIV N1 fa A V4
24y A CZYyS10 ulUjoIIc nigusy

iai[(0-1) a(0,+1)]

Figure 1.7.2. Boundaries of stability regions for Adams-Bashforth
formula: [

ilas of orders 1-3

czy to oznacza, ze metody tej nie wolno uzywac ??? nie

o ile interesuje nas skonczony przedziat t — zawsze
dojdziemy do wyniku doktadnego z At do zera

bo schemat jest zbiezny (jest stabilny, nie jest silnie stabilny)
poza tym eksplozja pojawia si¢ gdy rownanie du/dt=u




schematy r6znic wstecznych: - rejony stabilnosci — otwarte
(prawie A-stabilne)
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1 AND SPECTRAL METHODS
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o T — ORDINARY AND PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS
Figure 1.7.4. Boundaries of stability regions for backwards differ- Lloyd N. Trefethen

Cornell University

entiation formulas of orders 1-6 (exteriors of curves shown).

informacja: metody wstecznych r6znic
stabilne dla p od 1 do 6, dla 7 1 wigcej sa niestabilne



liniowe metody wielokrokowe metody Rungego-Kutty

W kazdym kroku czasowym obliczana Metody sa jednokrokowe. Krok wykonywany jest

jest jedna wartosc¢ f (prawej strony na raty (w kilku odstonach -stages).

roOwnania). Wartos¢ f oraz/lub u jest W kazdej odstonie wywotuje si¢ prawa strong
zapamig¢tywana i wykorzystywana w s- roOwnania f. Wywotania maja charakter posredni.
nastepnych krokach. Obliczone wartosci f sa uzywane tylko

w kroku biezacym, nie poZnie;.

liniowa zalezno$¢ u 1 f' w schemacie. prawa strona f wchodzi do kroku w sposob
tatwo poddaja si¢ analizie nieliniowy, co utrudnia analiz¢

zmiana At tatwa

z koniecznosci state At

tak samo zdefiniowane poj¢cia stabilnosci, doktadnosci 1 zbieznosci
|



