Réwnania rézniczkowe:
- rozwigzania w bazie funkcyjnej
(porzucamy metode réznic skonczonych)

Plan:

metoda kolokacji

metoda najmniejszych kwadratow
metoda Galerkina

formalizm reszt wazonych

metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

| do metody elementow
skonczonych



Przyktad: A2u u(-1)=0
i —sin(7x) u(1)=0
analityczne: u(ﬂj) = — Sil’l(?T:L‘) i

metoda réznic skonczonych:

Fu u(x + dr) + u(r — dv) — 2u(x)

~

dr?

\

da?

ukftad rownan algebraicznych na u(x,)

A

"l @

v

znajdujemy wartosci u(x) w wybranych
punktach



dQ’UJ d*u _u(x 4 dr) +ulr — dr) — 2u(x)

i sin(mx) o o
, , _ metoda roznic skonczonych
uktad rownan algebraicznych na u(x,)
. O ® O znajdujemy wartosci u(x) w wybranych
O O punktach
X >

Gtowna (jedyna) zaleta MRS: prosta dyskretyzacja réwnan.
Wady: nietatwe lokalne zageszczanie siatki (drobne, lecz wazne) szczegoty
. nietatwy opis objetosci o konturze odbiegajgcym od prostokatnego
: duze zuzycie pamieci (istotne ograniczenie doktadnosci w trzech (i wiecej) wymiarach)

wyobrazmy sobie, ze rozwigzanie jest szybkozmienne
powiedzmy, ze bliskie sin(6mx)

| sin(6nx) opisany

na 20 punktach Z

’ doktadnos$é ® uzy¢ bazy funkcyjnej i
sin(6nx) wtgczy¢ do bazy funkcyjnej
w ktorej poszukujemy rozwigzania...



http://www.abhivyakti-hindi.org/phulwari/jaankari/avishkar/images/bulb.jpg

motywacja do pracy z bazg funkcyjng cd.

wyobrazmy sobie, ze mamy siatke
ztozong z dwdéch punktow

w metodzie roznic skonczonych
znamy tylko wartosci rozwigzania
w weztach ...

baza ztozona z dwdch funkcji gaussowskich
opisuje rozwigzanie réwniez miedzy weztami siatki

... a parametrami bazy (funkcji gaussowskich)
mozna dodatkowo manipulowaé

... Znacznie wiecej informacji zawartej w bazie
... wyniki rachunku zbiegajg do doktadnych
szybciej w funkcji liczby elementéw bazowych
niz w funkcji oczek siatki (szczegdlnie >1D)

wyobrazmy sobie, ze jako funkcji bazowych uzyjemy funkcji sin(nx)
- rozwigzanie w takiej bazie da nam automatycznie dyskretng transformate Fouriera rozwigzania

podobnie — informacje uzyteczne uzyskamy, jesli funkcje bazowe majg okreslong interpretacje




d*u

: u(-1)=0
T ——= = —SsIn(7x
Przykiad cd.: —— (mz) 4(1)=0
poszukujemy rozwigzania w bazie funkcyjnej
| N
u(r) ~v(x) = Z ¢; fi(x) funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
P — przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan

optymalnego rozwigzania do wektorowej przestrzeni liniowej,
ktorg baza rozpina

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki c,



d’u . u(-1)=0
. —— = —sIn(7w
Przykiad cd.: —— (mz) 4(1)=0
poszukujemy rozwigzania w bazie funkcyjnej
| N
u(r) ~v(x) = Z ¢; fi(x) funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
P — przy minimalnym N]

14 L] r L 14
W\Ihf\r’ ha=-\/* 72awina 2 nrzactr.anh nne=ziileinvaiaA

°V(X) — funkcja prébna
0 (test function, trial function)



d? .
d—;; = —sin(7x) u(

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkc;ji

! N

u(z) ~ v(z) = Z ¢;f;(x)  funkcje bazowe [trafny wybdr: dobre przyblizenie
P — przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki c,

btad rozwigzania przyblizonego v(x):



d*u

o u(-1
5 = sin(7mx) 0(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkc;ji

! N
u(r) ~v(x) = Z c¢;fi(x)  funkcje bazowe [trafny wypér: dobre przyblizenie
= — przy minimalnym N]

wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan
optymalnego rozwigzania

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki ¢,
btad rozwigzania przyblizonego v(x):
jesli u=v, E=0
_, tak dobieramy c, aby E byt ,maty”

Wybor kryterium matosci generuje wiele metod.
Na laboratorium ¢wiczymy 3 :

kolokacji, najmniejszych kwadratow, Galerkina

btad, reszta, residuum



du u(-1)=0
5 = sin(mx) 0(1)=0

poszukujemy rozwigzania w bazie analitycznie zadanych funkcji

! N
u(xr) ~v(x) = Z cifil® (,)\ funkcje bazowe [trafny wybor: dobre przyblizenie
1=1

przy minimalnym N]
wybor bazy: zaweza przestrzen poszukiwan

optymalnego rozwigzania

optymalne rozwigzanie znaczy optymalne wspotczynniki ¢,

btad rozwigzania przyblizonego v(x):

2 jesli u=v, E=0

_, tak dobieramy c, aby E byt ,maty”
(33) — ﬁ + SIH(W:C) Wybér kryterium generuje wiele metod.
L Na laboratorium ¢wiczymy 3 metody:
kolokacji, najmniejszych kwadratow, Galerkina

dlaczego nie wprowadzi¢ metod w oparciu o bardziej naturalny wybor E=u-v ?
.. bo u w praktycznych zastosowaniach jest nieznane
problem minimalizacji ||u-v|| gdy u znane, to problem aproksymac;i




d?u

wybierzmy baze f(X)=(x+1)(x-1)x" 2 = —sin(nr)
N u(-1)=0
U(LE) — Z sz@(ﬂ,‘) U(1)=O
i=1

Kazda z funkcji bazowych spetnia warunki brzegowe.
niech w bazie bedg N =3 funkcje [i=1,2,3]

E(z) = 2¢1 + 6c7 + 12¢3x” — 2¢3 + sin(nx)

0.4
(nawet jesli rozwigzanie analityczne nie istnieje —

Znamy E w formie analitycznej jesli tylko niejednorodnos
rownania dana jest wzorem) 0.0

-0.4

-0.8

1.2 ! | ! | ! | !
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0




d?u

wybierzmy baze f(X)=(x+1)(x-1)x" dz2
N u(-1)=0
v(z) = Z ¢i fi() u(1)=0
i=1

Kazda z funkcji bazowych spetnia warunki brzegowe.
niech w bazie bedg N =3 funkcje [i=1,2,3]

E(z) = 2¢1 + 6c7 + 12¢3x” — 2¢3 + sin(nx)

—sin(7x)

metoda kolokacji: niech btagd E znika w N
punktach przestrzeni (niech funkcja v spetnia
doktadnie réwnanie rozniczkowe w N wybranych
punktach)

N punktow x;

wektor ¢ dany przez warunek E(x;)=0

-1.2

-1.0

E(x,)=0 — uktad N réwnan na N niewiadomych

-0.5 0.0 0.5 1.0



E(x)=0 — uktad N réwnan na N niewiadomych metoda kolokacji
E(z) = 2¢1 + 6c7 + 12¢3x” — 2¢3 + sin(nx)
X,=1/2 : 2c,+3c,+Cc;+1=0

C]=—2+2ﬁ 02=_l_%\/§: 03=—2+2\/£

15 45 5 15 45

s -@aE



E(x;)=0 — uktad N réwnan na N niewiadomych metoda kolokacji

J
E(x) = 2¢1 + 6001 + 12032° — 205 + sin(7x)
X=0 : 2¢4-2¢c53=0
X,=1/2 : 2c,+3c,+Cc;+1=0
X;=-3/4 : 2c,-4.5 c,+4.75¢C,4-sqrt(2)/2=0

C]=—2+2ﬁ 02=_l_%\/§: 03=—2+2\/£

15 45 5 15 45

WP \/ u-doktadne

s -@aE



E(x;)=0 — uktad N réwnan na N niewiadomych metoda kolokacji

J
E(z) = 2¢1 + 6c7 + 12¢3x” — 2¢3 + sin(nx)
X=0 : 2¢4-2¢c53=0
X,=1/2 : 2c,+3c,+Cc;+1=0
X;=-3/4 : 2c,-4.5 c,+4.75¢C,4-sqrt(2)/2=0

e \/ u-doktadne

s -@aE

Uwaga: E(x,)=0 NIE znaczy v(x,)=u(x,) bo btad to nie jest odchylenie od wartosci
dokfadnej. W naszym rownaniu E(x,)=0 znaczy: v'(x,)=u"(X,)



E(x) = 2c¢; + 6oz + 12c30° — 2¢3 + sin(7x) metoda kolokagcji

Jakosc rozwigzania :
zalezy od wyboru punktéw kolokac;i

X1=0 : 2C1-203=O c.=c.=0
X =112 26,#3C,+c#1=0—" 177
Xg=-1/2 : 20,-30,+C5-1=0 2

1.2 L | L | L | L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

[symetria odrzuca parzyste elementy bazowe]

1 / doktadneé

lepiej niz poprzednio, mimo ze
| tylko jedna funkcja bazowa pracuje
wybierzmy baze f(x)=(x+1)(x-1)x"



E(x) = 2¢) + 6cox + 120307 — 263 + sin(mx)

poprzedni wybor: metoda kolokacji

jedna funkcja bazowa

 f, oraz punkt kolokaciji 2
[symetria gwarantuje
rowniez znikanie btedu E
w 0i-1/2]

dwie funkcje bazowe: f, oraz f,,
punkty: 2 oraz %

[symetria gwarantuje rowniez
znikanie btedu E w: 0, -1/2 , -3/4]

1 .
i 05 0;
ans]
[ 1

a rE l
\ /
\
Qs
aa

3 funkcje bazowe: f, oraz f,, f;
punkty %2, ¥4 oraz 1/3



problem z metodg kolokacji: jesli nawet E znika w wybranych punktach
E(x) moze znacznie od zera odbiegac¢ w pozostatych

N

o R N |

o) = 3 eilo)

\ 1=1

*-..,\ | pomyst: uznamy za optymalng funkcje probng
v dla ktérej przecietne E2 jest minimalne

\,/// ..... N 1
\\/ \ ~1

min F(c,,C,,...,Cy)

\ metoda najmniejszych
kwadratow
1) odpada wybor punktéw kolokacji OF
2) pojawia sie koniecznos¢ catkowania -
[ kolokacja jest jedyng metoda, w ktorej oc j
catkowac nie trzeba, co okazuje sie zaletg
gdy problem jest wielowymiarowy i gdy funkcje bazowe
i niejednorodnosc¢ sg w catkowaniu trudne
[np. — baza trygonometryczna]

— () dostaniemy znowu
uktad rownan
liniowych



metoda najmniejszych

wybierzmy baze fi(x)=(x+1)(x-1)x" kwadratow
N
() =) cifi(z)
i=1

kazda z funkcji bazowych spetnia warunki brzegowe.
niech w bazie bedg N=3 funkcje [i=1,2,3]
E(z) = 2¢1 + 6cox + 12c32° — 23 + sin(nz)

F = /l E*(x)dx

1

140/’ n+80clc3n+120c2+168c3 n+120c2°n+ 5w
5 s

b=



metoda najmniejszych

kwadratow
o] 40ci®n+80clc3n+120c2+168c3 M+ 1202’ n+ 57
5 m
rl:=diff(F,cl);
1 8 c/in+80c3m
rl=—
5 r
r2:=diff (F,c2);
1 120+ 240 c2
2 =—
5 )
r3:=diff (F,c3);
1 336 c3n+80cim
r3:=—
5 r

solve({rl,r2,xr3},{cl,c2,c3});

11
§c3=0,c2=——"—"J|ci=0}
2T

odrzucone funkcje bazowe o ztej symetrii



dwie funkcje bazowe: f, oraz f,

punkty kolokacji: 72 oraz ¥ .
[symetria gwarantuje réwniez 0, -1/2 , -3/4] ..

o min [

L 1
05 1
E
: :
-1 0.5 0
°
°
[ ] b
[ ] 0054
[ J
[ J
[ ]
[ ]
[ J
[ ]

[ ] . o4t

kolokacja . metoda najmniejszych kwadratow przy tej samej bazie

. min [] okazujg sie lepsze
. od kolokacji w sensie przecietnej wartosci |u-v|



Metoda reszt wazonych

N
v(z) = cifi(x)
= d*v
E(r) = —— + sin(7x)
dx
aby wyznaczy¢ N wartosci ¢, wybieramy
1 N liniowo niezaleznych funkcji
«<——> wagowych w;,
Rj — / E(Jf)wj ($)d-T i zadamy znikania catki btedu z funkcjami

1 wagowymi w;

Jeden z mozliwych wybordéw funkcji wagowych: daje
metode Galerkina: w=f, (wagi tozsame z funkcjami bazowymi)

E(z) = 2¢1 + 6cox + 12c32° — 2¢3 + sin(nz)

f(X)=(c+1)(x-1)x+

Rj = ukfad rownan na G



. baza 2 funkgciji f,,f,
° porownanie metod min [ o
o. ..
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0.0+ '. .
[ ] [
[ ([ ]
) .0 . D
a5 0 G 1 .. .. A
° [
¢ [ ]
¢ [
0.054 [ J ° el
® [
e °
jakosc rozwigzania
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problem istnienia jednoznacznego rozwigzania dla kolokacji
metoda kolokacji: wybieramy N punktow x, , uktad rownan na c;: E(x,)=0

Lv(x,)=g(x,) u(z) ~v(r) = Z ¢ifi(x)

A = L fi(xy)

/

- Lfi(xq) Lfy(xq) Lfs(xy
Lfi(Xp) Lix(xp) Lis(X;
_|—f1 (X3) Lfy(xs) Lfs(x

Aby istniato jednoznaczne rozwigzanie
URL, potrzeba aby?

!vvv~




problem istnienia jednoznacznego rozwigzania dla kolokacji
metoda kolokacji: wybieramy N punktow x, , uktad rownan na c;: E(x,)=0

N

Lv(x,)=g(x,) u(x) = v(z) =) cfilx)

1=1

A = L fi(xy)

- Lf,(xq) Lfy(X;) Lfs(x4) Aby istniato jednoznaczne rozwigzanie
Lf,(X,) Lfy(x,) Lfs(x,) URL, wartosci funkciji w kolejnych
Lf,(X3) Lfy(X3) Lfs(Xs) punktach kolokacji (wiersze) Lf(x,)

— ~._Musza byc¢ liniowo niezalezne

funkcje f; sg liniowo niezalezne [tak wybieramy baze]
czy mamy gwarancje, ze rowniez funkcje Lf, - sg niezalezne liniowo?



f=x1[i=0,1,2 ,...]

u”(x)=-p(x) [L = druga pochodna], wtedy Lf,=Lf,=0 (z tak
wybrang bazg kolokacja zawiedzie niezaleznie od wyboru
punktow bo zbior funkcji Lf nie jest bazg (mimo, ze f —
jest).

Czy jest to problem?

1) (ax+b) nie ma wptywu na v”.

2) (ax+b) moze przydac sie przy okresleniu warunku brzegowego

3) (ax+b) nie jest potrzebne w bazie, moze by¢ wprowadzone
poza kolokacjg (dodane do rozwigzania kolokacji)



przerabiany przyktad:

. d*u u(-1)=0
— - i-1 _— a1
baza f,(x)=(x+1)(x-1)x == sin () u(1)=0
f hi= Lfl (wielomiany réznych stopni)
_/fo/

Lf jest bazg



Jesli Lf.— uktad funkcji liniowo niezaleznych:
na pewno istnieje taki wybor punktow kolokaciji, ze problem
(uktad réwnan na c) ma jednoznaczne rozwigzanie

nie jest jednak tak, ze dla dowolnego wyboru punktow prébkowania
problem kolokacji bedzie miat jednoznaczne rozwigzanie

Np. baza funkcji parzystych
oraz symetrycznie wzgledem zera wybrane punkty kolokacji

ogolnie baza funkcji, ktére przyjmujg tg samag wartos¢

w dwoch roznych punktach [staba bazal

[jesli punkty kolokacji wybrane zostaty mato szczesliwie — dowiemy sie
o tym na podstawie wyznacznika macierzy URL — bedzie bliski zera]



metoda najmniejszych kwadratow, problem istnienia i jednoznacznosci rozwigzania
Lu=g N
E(x)=Lv(x)-g(X) v(@) = ) cifile)

1=1
1
F—/ E*(z)dx minimalne
N
RS s

=1

. 2
F = / dx (Z c¢;Lfi(x)— g(’r))

1

1



metoda najmniejszych kwadratow, problem istnienia i jednoznacznosci rozwigzania

Lu=g

E0=L() 900 V@) =D afi)
F = E2 dr  minimalne
—1
_ Lv(x) = Z c;Lfi(x)
1=1

.1 2
P (Z L fi() - g(a:))

1

/ (ZZQC}Lﬂ )L f(x) + _29 Z(}Lﬂ )

oznaczenie (g b) = / ! dra(z)b(z) iloczyn skalarny w przestrzeni rzeczywistych
' _ funkcji catkowalnych z kwadratem

F = Z ZC@Cj(Lfiaij) +(9,9) — QZCz'(ga Lf:)



iloczyn skalarny

lloczyn skalarny (u,v) : parze wektorow (funkcji) przyporzadkowuje
liczbe zespolong, takg ze

1) (u,v)=(v,u) [przemienny ze sprzezeniem]

2) (u,bv)=b(u,v) [liniowy wzgledem mnozenia przez skalar]

3) (u,v+w)=(u,v)+(u,w) [liniowy wzgledem dodawania wektorow]

4) (u,u)=0 dodatnio okreslony [rownosc¢ tylko gdy u=0]

np. dla funkcji catkowalnych z kwadratem w V

(u,v) = /V u* (z)o(x)dz

dwie funkcje u oraz v sg ortogonalne o ile (u,v)=0



F = ZZC;C‘](LJ[’“LJL}) T (gg) o QZCJ(Q*LJC%)
i J e

aFk_O - ZCJ (Lfe: Lf;) = (g9, Lfk)

dc

h, :=Lf,

problem posiada jednoznaczne rozwigzanie jesli macierz H,, utworzona
z iloczynow skalarnych (h,,h,) jest macierzg nieosobliwg

powinnismy wybrac f, tak, aby zbior h, tworzyt baze,

czy niezaleznosc liniowa funkcji h,

wystarcza aby problem posiadat jednoznaczne rozwigzanie?
[watpliwosc stad,

ze iloczyn skalarny dwoch réznych par funkcji moze byc¢ identyczny]



Zatozmy, ze mamy duzo szczescia i

hk Z=Lfk tworzg baze ortogonalng [np. L=d?/dx?, f .=sin(kx)]
tzn. (h,,h)=N, 5,
wtedy:
> ci(Lfe, Lfi) = (9, Lfy)
J

Redukuje sie do: ¢,=(g,h,)/(h,,h,)

macierz (h,,h) — diagonalna i z koniecznosci nieosobliwa
[osobliwa bytaby tylko w sytuaciji, gdy jedna z funkcji h, byta
tozsamosciowo réwna zeru, lecz wtedy zbior h, nie tworzytby bazy



zazwyczaj baza h, nie jest ortogonalna,

baze mozna jednak zortogonalizowac

(stworzy¢ nowy zbior funkcji ortogonalnych u,)
(ortonormalizacja Grama-Schmidta):

U1 — h-l/(h-l, hl)l/Q

h (baza zwykta) ->
u(b.ortonormalna)

U — h-g — (hg, ’“ZLl)"ZLl

u, ma byc¢ ortogonalne do u, i ... jest:

(”UQj ”lLl) — (h-gj ul) — (hQ, ul)(ul, ”lLl)

n-l jako kolejny element bazy ortonormalnej u
Up = hyp — Z(hm ui)ui bierzemy element bazy oryginalnej h, liczymy
i=1 jego przekrywanie z wczesniej przyjetymi

elementami bazy ortonormalnej u i
1/2 odcinamy odpowiednie przyczynki od
Up +— ”U»n/ (um un) orzyjmowanego do bazy u elementu h



Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Przedziat [-1,1].

Mamy zbidr niezaleznych liniowo funkcji h,=1, h,=x, h,=x2, h;=x3, ...

ktore nie sg ortogonalne [iloczyn skalarny okreslony z funkcjg wagowag w(x)].
Chcemy skonstruowac baze wielomianéw ortogonalnych.

Dostaniemy wielomiany Legendre’a.

1 Pix) ]
Ug= 1
0 PJLU'- -
u,=a+x gl
Jakie a aby (uy,u,)=0 ?: odp.: a=0 S ANV ! Nes O/
U1=X R P:'."-‘.'I Fal_‘ﬂ - P"'I'I"-.'
u,=x%+bx+c

(Uy,Uq)= 2/3+2¢=0
(u,,u;)=0 - b=0

u,=(x2-1/3) W literaturze wielomiany Legendre’a normalizowane tak
aby P, (1)=1:1,x,3/2 (x-1/3)

Itd.



ortonormalizacja GS:

z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)

przestrzen rozpieta przez obydwie bazy jest identyczna

[baza 1,x,x? generuje tq sama przestrzeh wielomianéw 2 stopnia
jak baza L, =1,L,=x ,L,=x2-1/3

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastycznal



ortonormalizacja GS:
Z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)
przestrzen rozpieta przez obydwie bazy jest identyczna

[przy pomocy 1,x,x2> mozna wygenerowac przestrzen wielomianéw 2 stopnia
tak samo dobrze jak przy pomocy L,,L,,L,

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastycznal

P [ Baa ERELV90

1

problem znalezienia takiego v aby F — minimalny
ma to samo rozwigzanie dla bazy przed i po ortonormalizacji



ortonormalizacja GS:
z jednej bazy przechodzimy do drugiej (ortonormalnej)
przestrzen rozpieta przez obydwie bazy jest identyczna

[przy pomocy 1,x,x2 mozna wygenerowac przestrzen wielomianéw 2 stopnia
tak samo dobrze jak przy pomocy L,,L,,L,

baza nieortonormalna jest mniej wygodna, ale rownie elastycznal

P [ Baa ERALY60

1

problem znalezienia takiego v aby F — minimalny
ma to samo rozwigzanie dla bazy przed i po ortonormalizac;ji

w bazie ortonormalnej problem ma niewatpliwie jednoznaczne rozwigzanie ...

ma wiec je rowniez w kazdej innej bazie skonstruowanej przez kombinacje
liniowe elementow tej bazy.

wniosek: Niezaleznosc liniowa zbioru Lf, wystarczy do istnienia jednoznacznego
rozwigzania optymalnego w sensie najmniejszej catki z kwadratu btedu.



Metoda Galerkina

problem rézniczkowy: Au=f (S!Ina fc’)r’ma rownania,
rownosc funkcji)
1) E=Au-f

N

2) U = Z (::jq)j

Jj=1

rownosc N liczb
zamiast rownosci funkciji)

Z (;j((I)k? A(I)j) — ((I)k? ]L) — () (forma staba rownania.

Ac=F uktad rownan na c



metoda Galerkina: residuum a przestrzen wektorowa
rozpieta przez wektory wybranej bazy

Au=f
zamiast wprowadzac btad E, mozna po prostu wstawi¢ funkcje
probng do oryginalnego rownania

mn
u(x) = Z c;vi ()
i=1

a potem wyrzutowac lewa i prawg strone na j-ty element bazowy

chcemy znalez¢ taki element przestrzeni aby: (AU, V;)=(f,v))

staba forma rownania

btad E=Au-f: ortogonalny do kazdego wektora bazowego

(E.v))=0

btad (residuum) znajduje sie poza przestrzenig generowang przez wybrang
baze



ilustracja: u, to rozwigzanie doktadne (przekatna szescianu),
u to rozwigzanie przyblizone
R tutaj to u_-u

od (a) do (c) dodajemy elementy bazowe ¢17,42,¢3.

1 \

L1

metoda Galerkina rzutuje rozwiazanie doktadne na wektory wybranej bazy

btad metody: residuum — jest ortogonalne do podprzestrzeni wyznaczonej
przez wektory bazy

metoda Galerkina jest zbiezna: gdy baza obejmie calg przestrzen — nie
ma miejsca na residuum



Przyktad: z laboratorium

dg_u = —sin(7mx) u(-1)=0
dzz OV u()=0  Dirichleta
. _ L
analityczne: u(x) = — 811’1(71':1’;)
-

baza spetniajgca Dirichleta

vi = (x+1)(z — 1)

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0



Galerkin o o
2 baza spetniajgca warunki Dirichleta

gz~ ol sver v = (2 + 1)z — 1o’

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

catkowanie przez czesci

z warunkow
brzegowych

dla i oraz j te] samej parzystosci

(+)G+1) (=Yg -1) (+HG-H+E-1)G+1)
i+ +1 i+j—3 i+j—1




prawa strona:

I(k) = —/ dx sin(mx)x” (1) = _g

1 T
2 k(k—1) . : :
I(k) = —= — ———"I(k - 2) F(j)=1G+1) =1 —1)
dla j nieparzystych
rozwigzanie btad ¢ (nie residuum tylko réznica
020 - doktadne — Galerkina):
n=2

Sl
I

o))

|

0.10
i 001

0.00 — i
0.00

-0.10 — oot | v
-0.02 ; : :

| ‘ ‘ ‘ 1.00 0.50
0.50 0.00 0.50 1.00




ortogonalnosc¢ residuum do wektorow bazowych
E (I) = Lv — f

d*v
E(r) = —= + sin(7x
(@) = - (1)
zgodnie z naszg wiedzg: ma byc (E,v,)=0
E ortogonalne do elementow bazy
z i=1,3 oraz 5 — bo te sg funkcjami parzystymi

ortogonalnos¢ E do fs:

0.02 — . . B .
| f[yle iloczynu Ef, pod osig x 040 R elementy bazy
ile nad 1 .
0.00 =
0.00 |
] 040 —
-0.01 —
, -0.80 —
0.02 —
i -1.20 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘
003 , | , ’ , ’ , ’ -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00




Metoda Galerkina - rownowazna metodzie wariacyjnej,
(gdy ta stosowalna)

metoda wariacyjna (Reyleigha-Ritza)

Na jednym z poprzednich wyktadow pokazalismy, ze
v2¢ = —p jsy — MIN

s= [ (5(V0) — po) de

S — uzywalismy jako parametr zbieznosci
metod iteracyjnego rozwigzywania rownania Poissona

Warunek minimum funkcjonatu + baza funkcyjna = metoda wariacyjna RR



Wariacyjne sformutowanie rownania rozniczkowego

r.rozniczkowe na rzeczywistg funkcje u:
Au=f w Q, z jednorodnym warunkiem brzegowym u=0 na brzegu I,
A liniowy, dodatnio okreslony, samosprzezony operator rozniczkowy:

liniowy  A(f, +f,)=Af,+Af,

dodatnio okreslony / wAu > 0
Q

_ (zaktadamy, zu funkcje
samosprzgzony uAv = vAu rzeczywiste)
() ()

wtedy rozwigzanie rownania rozniczkowego Au=f jest takie, ze

' 1 :
S(u) = / u (51‘1“ - f) minimalne
Q



Przyktad: A= -d2/dx2 jest operatorem liniowym i dodatnio okreslonym
w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem
| znikajgcych na granicy pudta obliczeniowego [ u(1)=u(0)=0 ]

catkowanie przez czesci: (fg')=f ‘g’ + fg=— -fg"’= —(fg’) + f'g’

! d*u L du\’
/0 u(—@)dl = — u(x o o+/0 (E) dx

Przyktad: A= -d2/dx2jest operatorem samosprzezonym

/ L d2o y d; /1/+ / U du dv y
— U—dr = — 1 ——dx
0 Ld:L'Q Ld:z; 0 o drdx

/ L 2 y d1 s n / U du dv g
— V—drx = — v ——dr
o dx? dx |, o drvdx




metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza
u(0)=u(1)=0

ez =MW Au=f

1 2,
S(u) = f U (%% — (JL)) dx 1
0 T S(u) = / u (§Au — f)
0

iloczyn skalarny w przestrzeni rzeczywistych funkcji catkowalnych z kwadratem

(@.0) = [ ale)bia)ds

1
S(U) - 5(% Au) — (’ZL: f)



metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza

Baza: ©,,0,,0,,...,0 funkcji spetniajgcych jednorodny warunek brzegowy

N
U = Z Ciq)?? > poszukujemy c; dla ktérych S(u) minimalny w wybranej
i=1 bazie
1

S(u) = 5(u, Au) = (u, f)



1 metoda wariacyjna Reyleigha-Rit

S(’ZL) — §(u, Au) — (Ua f)

N
u = E c; P, baza funkcji rzeczywistych
1=1

liniowosc¢ A

S(u) = %(Z c;P;, Z%‘Aq)j) — (Z c;Pi, f)

(:

A 1 liniowosc iloczynu
S(u) = 5 Z Z Cici(Pi, AD;) — Z ci(Pi, f) skalarnego
() i (4
dS(u)

=0
d(jk




1 metoda wariacyjna Reyleigha-Rit

S(’ZL) — §(u, Au) — (Ua f)

N
u = E c; P, baza funkcji rzeczywistych
1=1

liniowosc¢ A

1
- 5(2 ¢ Pi, Z c;AD;) — (Z c;Pi, f)
t J i
~ 32N an(bedv) = Yo f)  GEmem

dS(u)
d(jk

1 i 1 i i} _
9 DY Gic(Pi, AD;) + 5 Z Z OgnCi( @i AD;) = > 8u(Ps, f) = 0
.2' j -i

sumowanle po deltach

_Z(J Dy, A(I) + — Z( (L A(I)L _((I)k?f):()

=0




metoda wariacyjna Reyleigha-Ritza
przepisane:

1 1 _
5 Z Cj((I)lfa A(I)J) -+ 5 Z C-@"-((I)-i? A(I)k) . ((I),‘f? f) —0
J S

zmiana indeksu i/ j

1 1 |
5 Z Cj((I);m A(I:rj) + 5 Z (:j((bjj A(I)k) _ ((I)k? f) — 0
J j

przemiennos¢ iloczynu skalarnego+samosprzezonosc¢ A
Y (O AD)) — (D4 f) = 0

Ac=F uktad rownan na c



zastosowanie metody wariacyjnej (wracamy do przerobionego problemu):

du u(-1)=0
Rl sin(mx) u(1)=0

Ac=F wybierzmy baze @(x)=(x+1)(x-1)x"!

> (@i, ADy) — (B, f) =0

0 —% 0 —% 0 Co 73
8 38 3 -
— 15 O) T O 15 C3 — (2
0 -z 0 =B 0 Cy 4TI 60

. 35 . 35 2 1=
\ -2 0 - 0o -#/\s) \ 0 )

macierz operatora samosprz¢zonego . :
zera tam, gdzie symetria
- symetryczna .
si¢ nie zgadza

c,;=C;=Cs=0



zastosowanie metody wariacyjnej (wracamy do przerobionego problemu):

du u(-1)=0
3 sin(7z) L(1)20
Ac= wybierzmy baze @,(x)=(x+1)(x-1)x"
F
E Ci(Pp, AD,) — (Dr, f) =0
::I:
T /\
\/

C1=C53=C5=0



2
wynik dla bazy funkcji F2,04 i 105 2 ™ — 27
Cz . —
i 8 -

o1
N
/ \

.";

st

315 2 ° — 21

c4d == —

8 T

\ ) / M

o/

wynik doktadnie ten sam co w metodzie Galerkina!
URL z zasady wariacvinei:

ZCJ (I)}i Ad ) — ((I);“]L) —

URL identyczny z uktadem produkowanym przez metode Galerkina

1) E=AU'f N

2) U = Z qu)j 3)
/ duwdy ()X



zapis rownania na ¢ w metodzie wariacyjnej Reyleigha-
Ritza - identyczny jak w metodzie Galerkina.

Gdy podejscie funkcjonalne obowigzuje: metody RR i G
sg tozsame.

metoda Galerkina - bardziej ogdlna

- dziata rowniez dla operatorow, ktore nie sg
samosprzezone / liniowe / dodatnio okreslone

to jest -

dla operatorow, dla ktorych funkcjonat osiggajgcy minimum
dla rozwigzania rownania nie jest znany



M. Galerkina, a podejscie wariacyjne cd.:
Funkcja probna: z naszego przyktadu numerycznego
zawiera tylko liniowe parametry wariacyjne c:

Jest liniowe

] . ) c wyznaczone przez URL
U (/L) — E C?j f;/ (/IJ Jesli tylko réwnanie rézniczkowe
i

Bardziej elastyczny: rachunek z funkcjami bazowymi zaleznymi od
nieliniowych parametréw wariacyjnych

v(r) = Z cifilx, ;)

Sposbdb postepowania: dla ustalonej bazy — optymalne ¢ szukamy jak
wyzej. Optymalng baze (optymalne nieliniowe parametry wariacyjne)
znajdujemy minimalizujgc funkcjonat (zadanie — nieliniowe).

W MES: baze (podziat przestrzeni na elementy bedziemy w ten sposéb
optymalizowac.



Metoda Galerkina to szczegélny przypadek metody reszt wazonych

problem rézniczkowy: Au=f (silna forma rownania)

1) E=Au-f

N

2) U = Z (:!‘jéb‘j

Jj=1

3) L
driw. (1) X jesli jako wag
/ k( ) uzyjemy funkcji

bazowych w, =0,
mamy m. Galerkina

Y ¢j(wy, AD;) — (wy, f) =0 (forma staba)
J

Ac=F uktad réwnan na c



> ¢j (wy, AD;) — (wy, [) =0
J

Metoda reszt wazonych: gtéwne punkty
(i roznice miedzy réoznymi wariantami metody):

1) Wybor podprzestrzeni wektorowej (bazy) @,

2) Wybor funkcji wagowych w,

3) ... ktore czesto wybierane sg jako maksymalnie roztgczne przestrzennie
wtedy podziat przestrzeni jest kolejnym problemem



metoda roéznic skonczonych dla problemu
poczatkowego w formalizmie reszt wazonych

dy
- = fty) 0=y,
rozwigzac nat z przedziatu [0, T]

Zadanie: znalez¢ przyblizone rozwigzanie g w (N+1) chwilach czasowych
t =nAt, n=0,1,....N
Yn = g(tn) krok czasowy At= T/N .

Pochodna szacowana ilorazem centralnym

@ ~ Yn+1 — Yn—1
dt 2At

Yot = Y1 + 208 f(tn, ya) 2048 Punktu posedriego



Wyprowadzenie metody réznic skonczonych w formalizmie reszt wazonych

A) y_ okreslone na réwnoodlegtych punktach.
Zaktadamy, ze miedzy punktami t  rozwigzanie zmienia sie liniowo z t.

/_/\/

B) Q=[0,T], i dyskretyzacja na przedziaty czasowe 1, =[t .t ]

C) §(t)=) cli(t)

baza ma zapewniac odcinkowo liniowg zmiennosc¢ przyblizonego rozwigzania



gty =)y cili(t) ”

funkcje bazowe wybieramy

tak, aby kazda rozwinieta w nich
funkcja bytfa ciggta i

odcinkami liniowa.

Taa® L) )

0

f 0 t S tn—l
sl g <t <ty
. 0 tny1 <t

widzimy, ze: | (t,)=dm

—» I

t,

n-1 n n+1

kazda funkcja bazowa okreslona
na dwoch fragmentach o,



Wyliczy¢€ wspotczynniki rozwiniecia:

N N
g}(tn) = Zcili(tn) = chcsm = Cn = Yn
1=0 1=0

Wspotczynniki rozwiniecia ¢, rowne wartosciom rozwigzania w weztach.

Tg samag baze stosujemy do prawej strony rownania dy _ f(t ,y)
- Y

f(ty) = Z fili(t)

przepisnay,

SN / [Z cili(t) — Zfili(t) w;(t)dt =0

Potrzebne dookreslenie funkciji
wagowych w;.



D)
Wagi: rozwigzanie chcemy znac tylko w chwilach t_ - wagi powinny je wytuskac

/ [Z cili(t) = Y fili(t) | w;(t)dt =0

oy (1’;) — 5(1’; _ tj) «— delta Diraca



dystrybucja delta Diraca

| 5/2 ciag funkgciji f. :
i f (X)=n/2 dla X € [-1/n,1/n]— fn( Ydo =1
7 | zero poza nim. o

- 3/2

* lim fo(z) = d()

. n—oo

granica tego ciggu ,funkcja”

— 1/2 (dystrybucja) delta Diraca:
| | witasnosci:
o0
‘jednostkowy impuls’ o(x) = Odlaz 70 / 5(;1;')(139 =1
ocodlax =0 —00

o0

konsekwencja, dla ciagtej funkcji / o(w)g(w)dx = g(0)

o0



lim f,(x) = d(x)

n—aoo

uzasadnienie:

/ 5(3:)9(1‘)@::/11111/ fo(@)g(x)de

> n
lim / fo(x)g(x)de = lim —
n—oo |_ n—oo 2

n

1 Nn—00

lim g(§) = 9(0)

TN—00

2

tw. o wartosci

1
lim %/n g(x)dr = lim ——g(&)  $redniej, &

2n

z przedziatu catkowania
[-1/n, 1/n]




Inne funkcje dgzace do delty Diraca

5(x) = lim — sin(x/a)

a—0o0 T

,a=

1/8
1/64
1/512

JUVAAA 7




delta Diraca = nachylenie funkcji Heavyside’a

0(x—a)=H'(xr—a)

4

I;dlat >0
H(t) = <

0; dla innych ¢
\

dwa i wiecej wymiary

0w, y) = o(x)o(y)

v



D)
Wagi: rozwigzanie chcemy znac tylko w chwilach t_ - wagi powinny je wytuskac

oy (1’;) — 5(1’; _ tj) delta Diraca

/T [Z cili(t) = Y fili(t) | w;(t)dt =0
N

Z (cili(t;) — fili(t;)) =0

1=0
N

Zcil;(tj) — fJ

1=0



li(t5) =7

I(t) ... nie jest rozniczkowalna w punktach weztowych...

(1)

Infl (t)

I"(t)

[n |(z)




i (t;) =7

I(t) nie jest rézniczkowalna w punktach weztowych...
I" ma nieciggta pochodng ...

(1)

f(x) - o f"w\

X=a

A+ B
2

/O:O def(x)o(x —a) =

l;(t;) = (lim [;(t) + lim lg(t)) /2 (tzw. gtdwna warto$¢ pochodnej)

t—t’] t—t .
J J




metoda réznic skonczony:e

l;(t;) = (lim [;(t) + lim z;(t)) /2

t—tT t—t T
J J

1)
(0 t<tnh—1 4

t—tn_l n-1 n ”If
In(t) = < At th—1 <t <ty | iy 1o 1o
n tn41—t o< g

T At n >UXUntl

\ 0 tn—l—l gt f
0 ra—— !

, —oa; =71
Lt)=4 0 n#jxl



/ ) 1
ln(t5) = 01 n 7 3 +l — l;z(tj) — N (On,j+1 = On,j—1)
IAL n=j+1
N
Zcil;(tj) = [
i=0
;X
Q_At ZC?; (5i,j-|—1 — 5?:,;;'—1) = f;
1=0
1 R
sa7 (Gt —ci-1) = f; " Y1 = Yj1 280

Metoda roznic skonczonych jest przypadkiem szczegdlnym: metody reszt wazonych
dla odcinkowo liniowej bazy 1 funkcji wagowych typu delta Diraca



w stron¢ metody elementow skonczonych

metoda wazonych reszt - ogdlnie

_ Rozwiazanie doktadne (silnej postaci rownania)
Lu f (na Q) — jest ,trudne”.
Bu=g (nad Q) szukamy rozwiazania przyblizonego w bazie funkcji
N
7 = Z cvi() (rozwiazanie w podprzestrzeni wektorowe]

— rozpigtej przez wektory bazy)

Dziatajac operatorami L 1 B na rozwiazanie przyblizone
dostajemy funkcje resztkowe (rezydualne) zamiast zera:

Lu — f =T zalezy nam, aby reszty r1s byty jak najmniejsze
Bu—g=s
c wyznaczamy z wazenia reszty:. / r (QL ) W (fL ) dr =0

V

e

dla metody Galerkina bierzemy funkcje bazowe jako wagi: w,=v;



Silna forma rownania: N

Lu=f (rowno$¢ funkcji w kazdym punkcie ¢ =) cvi(x)
obszaru catkowania) i=]

wazone reszty:

(Lﬂ -/, ’wj) — (73 ’wj) =0

( L, fwj) — ( f, wj) staba forma rownania,
| (rownosc N liczb)



zargon MES: macierz sztywnosci 1 wektor obcigzen

(Lu,v;) = (f,vy)

u—zy@f%/ \

Z(L%"’j)% = (f,v)
=1
S;=(Lv,v)
Fj:(favj)
SY=F
N
Stiffness matrix load vector

macierz sztywno$ci wektor obciazen



powyzszy przyktad: baza wielomiandéw okreslonych na calym pudle obliczeniowym.
Z wielu powodow jest to zty pomyst.

Wysokie potegi wielomianow niewygodne w uzyciu: catkowanie, efekt Rungego,
powod najwazniejszy:
macierz S bytaby gesta, problem nie do rozwiazania przy duzym N.

SY=F

Galerkin z baza odcinkami wielomianowych funkcji zdefiniowanych w sposob
roztaczny przestrzennie—metoda elementow skonczonych

Metoda elementow skoﬁf((:]zonych: funkcje roztaczne tak, zeby S = rzadka

M ) @)

n-2 n n+ nil

najprostszy wybor funkcji ksztattu(*): baza funkcji odcinkami lintowych
zbieznos$¢ dostaniemy w przestrzeni funkcji odcinkami liniowych

(*) trzecie pojecie z zargonu MES



Zobaczymy w dziataniu metode elementow skonczonych,

ale na razie: bez jej charakterystycznych narzedzi:

bez lokalnych macierzy sztywnosci zwiazanych z kazdym elementem
bez ich sktadania do macierzy globalne;

bez mapowania przestrzeni fizycznej do przestrzeni referencyjne;

bedziemy méwili o metodzie z punktu widzenia weztdw:
tak najlatwiej wprowadzi¢ metodg, ale dla 2D 1 3D takie podejscie okazuje si¢ niepraktyczne

podejscie zwiazane z elementami zobaczymy pozniej



Element(*), wezty(*), funkcje ksztattu

1 ja kszta
vi(x ) fcja ksztaltu WQZiy
i | | > W kazdym elemencie:
/ . . X mamy 2 funkcje,
Xig i \ i kazda z innym wezlem zwiazana

element K, dlugosci element X, dlugosci

hi=xX,, Rivi = XisrX; funkcje bazowe 1 brzeg
T—Tj—1 ' / i
Ti—Ti—1 r € K, T | |
g —ZT [ |

i) =9\ whm T €Ki .

0 & KUKt b

o

n
U = E Yiv; — Dla (jednorodnych) warunkow Dirichleta
1=1

mamy
=0

YpierwszeZYOstatnie o



—zy e
T—Ti_1 xEKz’ —uz—sin(ﬂ‘x)

P dz?
vi(x) = #1_% r € K
0 r ¢ K, U K1
( _ 1‘ T € Kz
Lj—TLj—1
'U,:(QT) = < _$i+l.—$«i T < K’i—!—l
\ 0 £ ? K'zl U Ki—l—]_
niezerowe tylko dla
S?J — (L/UQ) . Uj) i=j, i=j-1 oraz i=j+1 [bez przekrywania
catka znika/
L1
o / Tit1 / /
Si = vi(x)v(T)|,", - / dxv,(x)v,(z)dx
Zcq}_]_ fr:l

1 1 . | LRCIRACIENO!
S- — I
! ( hi hit1 ) Ll /><\A_




Tiy1—T;

1 € K;
S' E— Lv . v ) ) Ti—Ti—1 X ?
t ( Ly = niechj =i+1 v (z) = { —— r € Ky
0 X &/ [{2 U [(@_4_1

Li4-2
@ = [ devl (el (o)
Ti—1
i+ ViVitg
Sii+1 :'/ dzvy(2)viyy (z)do /'><,\
" gdy jedna pochodna L
dodatnia druga ujemna
1 1 1
Suisr = — (- o (11— 1) =

Litl — Li Ll — Ly
1 /

=« dlugos¢ elementu o numerze
hi wiekszym z dwoch indeksow S



SY=F
Macierz sztywnosci dla n weziow

+ warunek y,=y,=0 L]
/1 0 0 0 0
' 1 1
w mte) w00
a_| ¢ oo Gpte) om0
wiersz n-I1—» 0 0 0 hﬂll _(/1.,111 hi
\ 0 0 0 0 0
NN
F=(v,) R w@id
xi_q

Li — Tj—1 Liv1 — L

Ti e Litl _ e
Fi = / R flx)dx + / v J%'Ll f(x)dx
x

po elemencie K, po K.,




SY=F
Macierz sztywnosci dla n weziow
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dla rownoodlegtych weziéw S jak macierz metody RS (razy h=dx),
ale wektor obciazen F —nie! w MRS mielibySmy F=f(x,) dx




F;, =

dla f(x) = - sin (mx)

sin(x;7) sin(w;_17) sin(a; 1) sin(x;m)
i (x; —x1)  wAwy—xiq)  wA(wy; —xiy1)  mA(m; — Tiyq)

warunki brzegowe (jednorodne Dirichleta): forma S oraz F',=F =0

ten URL wyglada prawie jak dla MRS...
zobaczmy wyniki
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Uktad rownan z macierza trojprzekatniowa — przypomnienie.
Jak rozwiazac?




Dekompozycja LU mecierzy trojprzekatniowej
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bez zmian



Wynik: rownoodlegle wezty

d?u

Rl sin(mx)
xr
0.10 — dOkiadny | qud

-0.10 — MES -0.01 —|




0.20

0.10

0.00

-0.10

-0.20

MES (rownoodlegte wezty) a MRS (wezly w tych samych punktach):

MES dla laplasjanu

bez pochodnej z funkcjami
lintowymi: w weztach
wynik doktadny !!!

btad 1 MES

-1.00

-0.50

0.00

0.50




znikanie btedu MES (1D, liniowe f.ksztaltu) w weztach
zachodzi rowniez dla nierdwnomiernego rozktadu weziow:

0.00

-0.05 —

] blad:
przesuwamy wezel 001
-0.10 ‘ ‘ \ I ' \ ' B
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
0.01 —
0.00 —}
Dla MRS: dla nierownomiernej siatki 201
musielibySmy uzywac ]
niesymetrycznych ilorazéw o 001 . e
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

[jak widzielismy] nizszej doktadnosci
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0.01 —

0.00 —

-0.01 —

blad:

-0.01
-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

RoOwnanie Poissona,
funkcje ksztattu liniowe
wynik MES dokladny w we¢ztach

MES: produkuje oszacowanie
wyniku réwniez migdzy weztami

MRS: tylko w weztach

MRS: warto$ci w weztach,
sa doktadne TYLKO
w granicy Ax—0

dowdd doktadnosci MES w tej wersji - za parg folii



