Metoda roznic skonczonych dla

czastkowvch rownan rozniczkowvch
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na laboratorium rozwiazywac bedziemy typowe rOwnania:

i VQ ” dyfuzj1 (rowniez przewodnictwo cieplne)
Ot paraboliczne

vg o rownanie Poissona (np. pole elektrostatyczne,
U f rozktad temperatury w stanie ustalonym, eliptyczne)

82 Uu 9 rownanie falowe (mechanika, elektrodynamika,
It Y = V-u hiperboliczne)

0. adwekcji (unoszenia wielkosci skalarne;
ﬁ —V - (\/‘fZ L) u przez pole wektorowe V)
ot

w 1D nazywane rownaniem falowym 1 rzedu



Rownanie adwekcji (najprostsze czastkowe zalezne od czasu -
postuzy do wprowadzenia analizy rozwigzan numerycznych rownan czastkowych)

linie strumienia (= const) dla cieczy lepkiej, niescisliwej

40\ | | | | |

rozwiazania rOwnan

Naviera-Stokesa

(czeka nas laboratorium
1 wyktad na ten temat)

(M,V/'
lepka: na brzegach predkos¢ znika,

C’)w a niescisliwa:
U = — 1m gesciej poziomice y W y
dy tym wigksza szybko$¢ w x ou n ov _ 0
o Or Oy
V= 4

Oz
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Rownanie, ktore opisuje unoszenie:
obszar kontrolny O

/ o brzegu /I”

pole predkosci v (zakladamy, ze niezalezne od czasu)

/'

zasada zachowania masy

T Erp(e.t) /dZm r,t)v(r)
dt Jo

minus: bo w catce powierzchniowe;j
mnozymy catkowany wektor skalarnie
z normalnym do powierzchni (wychodzacym

twierdzenie Gaussa; z powierzchni)
[ ot tiv(r) = [ @9 [p(r.t)v(r)
I O

) rownanie adwekcji:
1Su] 1e wielkosci
r,t r,t — () Oopisuje unoszenie wie
ot ( ) Vo [[)( ) ( )] skalarnej przez stacjonarne
pole wektorowe




Rownanie, ktore opisuje proces:
obszar kontrolny O
/ o brzegu /I”

pole predkosci v (zakladamy, ze niezalezne od czasu)

zasada zachowania masy

/d3rprt /dzrprt v(r)

e t) + V- (e t)v(r)] = 0

wersja 1D:

9, 9,

(1) + = (o, o(x)] = 0



1D: prawo zachowania jako rownanie rozniczkowe

) )
C oz, t) + = [p(x, t)u(x)] = 0

() X

ot

zajmiemy si¢ problemem modelowym, w ktorym v=const
(np. jednowymiarowy przeplyw cieczy niescisliwej), stad skreslenie powyzej

Uu=p —— Uy _l_ U,y — O

v=1:

chcemy wprowadzi¢ pojecie charakterystyki rownania: linia x(t), taka, ze u(x(t),t)=const

rézniczka zupetna: du=u dt+u dx=(u,Fu, dx/dt)dt

gdy dx/dt = 1, —» czyli: u spelniajace rownanie adwekcji jest state
z rownania adwekcji mamy du=0dt 4 charakterystykach x=t+c
v

enslic u(x)=f(x-1



sprawdzi¢, ze u( X, A ) :f( X-U (rozwiazanie d’Alamberta)

spehnia: Uy U, = 0

(warunek poczatkowy ,,unoszony” z predkoscig v
bez zmiany ksztaltu)

u(x,0)=f(x) u(x,t)=f(x-vt)

Ax=vt X

v



rownanie adwekcji 1D: Ut + VU, = 0

osrodek nieskonczony, warunek poczatkowy: U (.’L’ . O) — gb (.’L’ )

rozwigzanie doktadne: U({IJ : t) — Q5(£U — ’Ut)



rownanie adwekcji 1D: Ut + VU, = 0

osrodek nieskonczony, warunek poczatkowy: U (.’L’ . O) — gb (.’L’ )

rozwiazanie dokladne: 17, ( T, t) — (b ({L’ — ’Uﬁ)
Po ¢6z rozwigzywac¢ numeryczne skoro rozwiazanie analityczne jest tak proste?

1) Numeryczne potrzebne, gdy pole predkosci nieznane (zmienne, bedace
wynikiem pomiarow lub innych rachunkow).

2) Czynnik adwekcyjny (konwekcyjny) wazny w bardzie;
ztozonych problemach transportu masy / ciepta.
W rownaniach adwekcji-dyfuzji adwekcja jest ktopotliwa numerycznie:
cze¢sto okazuje si¢ ,,waskim gardtem™ rachunku.

3) Jest to najprostsze z rownan czastkowych:
postuzy do wprowadzenia analizy numerycznej rOwnan czastkowych
schematy jawne/niejawne, analiza stabilnosci, dyfuzja 1 dyspersja numeryczna



ur +vue =0 y(z,t) = ¢l — vt)

metoda roznic skonczonych
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poszukujemy rozwigzania na siatce o staltych krokach Ax i At.

rozwigzanie doktadne UJ? = U ( J AL, T LAt)

[Jm n
. . & . 4 . i .
rozwigzanie metody roznic skonczonych j u j

Nasze rownanie dotyczy osrodka nieskonczonego.

W rachunkach numerycznych na siatce pudto obliczeniowe ma skonczony rozmiar:
1) wystarczajacy duzy aby w interesujacym nas czasie pakiet nie doszedt do konca
2) lub periodyczne warunki brzegowe



i = u(jAx, nAt) Uit ~ u}
roOwnania roznicowe na U : z rozwini¢cia Taylora

zwiazek wartos¢ funkcji u w punkcie j+1 oraz pochodnych z punktu sasiedniego j,
ta sama chwila czasowa
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. . .. . ;e e w (0,1
1 wyliczmy pochodna u po x w punkcie j (przedni 1loraz r6znicowy.) sw (0D
. . n __Jrn
()" Ly — (U) =
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ox j Ax 2 Jj Ar

jesli rozwiniemy u; ; wj dostaniemy wsteczny iloraz r6znicowy

J_ | no_ [n
Au\"  u o —u? 1 , n U’ j—1
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na czerwono: btedy dyskretyzacji wzorow po prawej



iloraz centralny:

Un . _yn
(U, )n _ I+ J—1  zbledem dyskretyzacji
e 2Ax
= ) A0
Ty = G Ugppa ) j4 X
\
Z (_191)

podobnie skonstruujemy przyblizone wyrazenia na przedni czasowy iloraz roznicowy:

n n—1
(Up); = ikt bledem dyskretyzacii: 77 = — ~ (1) A
t); = A7 z bledem dyskretyzacji: 77" = —5(11,%)- t




uy +vu, = 0

najprostszy wybor: czasowa 1 przestrzenna pochodna zastapione
przednim ilorazem roznicowym

QuN" _ i —U L an A,
or ), = T Az 2 \emlive

tj

n+l  on o _an .
At Ax J J 2

j _|_ U 7 (’U.. T );Z té




uy +vu, = 0

najprostszy wybor: czasowa 1 przestrzenna pochodna zastapione
przednim ilorazem roznicowym

dla rozwiazania doktadnego u :

n+1 n a1

uwit — ut o —u” At Ax
J J et | 7 _ n n—+6 n
+ v — v + —(u +UV— Uzy ¢
At Ax () + 5 (tar); 5 (Uee)je
dla rozwiazania przyblizonego U :
yrtl _pn n,—Ur t+ ,,szablon (stencil) obliczeniowy”
A +v A =0 ,,molekula obliczeniowa”
n+1
. vdt v>0
liczba Courant’a o = — >
dx
o
Ut =(14+a)U" -«
J ( ) J j+1 j i+l X

[
»

dla v>0 : nasz schemat nazywa si¢ downwind



uy +vu, = 0

vdt

T

U;”H = 1+ a)U;" —alUi,,

czy schemat downwind nadaje si¢ do
rozwiazania naszego rownania ?

odpowiedzi mozemy poszukac
w testach, ale

zanim przejdziemy do rachunkow
zastanoOwmy si¢ nad granica matych krokow

tA

,,szablon (stencil) obliczeniowy’
,,molekuta obliczeniowa”

v>0

B
>

jt+1

9

n+1

’n

X

[
»



schemat jest spojnym przyblizeniem rOwnania rozniczkowego jesli jego przepis w granicy
zerowych krokoéw czasowych dazy do tego rownania rézniczkowego (a nie innego)

spOjnos¢ definiowana wg. btedu dyskretyzacji:

metoda spojna jesli:
btedy dyskretyzacji czasowy 1 przestrzenny rzedu co najmniej pierwszego:

7+ I u

U ut s —u”
J J 4yt B

At Ax

btad dyskretyzacji



schemat jest spojnym przyblizeniem rOwnania rozniczkowa jesli jego przepis w
granicy zerowych krokoéw czasowych dazy do roOwnania r6zniczkowego

spOjnos¢ definiowana wg. btedu dyskretyzacji:

nasza metoda: minimalnej akceptowalnej doktadnosci
mowimy, ze metoda spojna jesli:
btedy dyskretyzacji czasowy 1 przestrzenny rzedu co najmniej pierwszego:

L n+1 ) T 0T 0T .
U, — Uy Ny Uj1 — U _ (ul()n )n + At (Uﬁ)n+9 1+ l,AJZ ('U )n
— (U ); brx )¢
At Ax % 9 J+§
btad dyskretyzacji

czesto wvondmm ]]7VW2(‘ bledu 1ka]ne,gv (chjcha)

zamiast rOwnania: przepis w formie podstawienia
Un+1 1+a)U' —aU}, +0(47)+0(4)

btad dyskretyzacji: popetniany przy szacowaniu pochodnych u
btad lokalny: popelniany przy szacowaniu u

btad lokalny: przestrzenny btad lokalny takiego rz¢du jak blad dyskretyzacji
czasowy btad lokalny: jeden rzad wyzej niz blad dyskretyzacji



Un—|—1 (1+a) UJ 0 J—I-l +0(A£)+0( Ax)

btad lokalny: czasowy rzedu A#°, przestrzenny rzedu Ax

w RRZ: widzielismy, ze btad si¢ akumuluje w czasie

ale nie w przestrzeni
dla RRZ akceptowalny rzad bt¢du lokalnego byt drugi, lub wyzszy
mozemy przypuszczac, ze nasz schemat ma szanse by¢ zbiezny

metoda do
metoda spojna jesli:

lokalny btad czasowy rzedu co najmniej 2
a lokalny przestrzenny rzedu co najmniej 1




przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny T’ n+1

U;LH = (1 +a)Uj’ —aUj,, dla v>0

tzw. downwind
btad lokalny: O(At?),0(Ax)




Urn’+1 (1+a)U = U, dla v>0

przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny T’ n+1
tzw. downwind

btad lokalny: O(At?),0(Ax) v

przedni iloraz czasowy, wsteczny iloraz przestrzenny

jn+l
gnrtl _pyn Uur —ynr I
jAt J—I—’UJAJl:O dla v>0
* — tzw. upwind
y

Ut =(1-a)U} + U},
btad lokalny: O(At?),0(Ax)

downwind - zbiera informacje z wiatrem
upwind — informacje zbiera pod wiatr



dla v>0

przedni iloraz czasowy, przedni iloraz przestrzenny T’ n+1
tzw. downwind

UMl = (14 @) Up —alU%y,

btad lokalny: O(At?),0(Ax)

przedni iloraz czasowy, wsteczny iloraz przestrzenny

jn+l

grtl _pn [yn — [Jjn
. L+ =l _o e I dla v>0

Al Az tzw. upwind

Ut =(1-a)U} + U},
btad lokalny: O(At?),0(Ax)

przedni iloraz czasowy, centralny iloraz przestrzenny

jn+l
rrn-+1 T T T Tan T ra
s SO 2 B ol O
At 2Ax
(0%
Urtt =U;p - 5 (Ur, —ury) blad lokalny: O(At2),0(Ax2)

jak si¢ sprawdza?



przedu tloraz czasowy, przedu iloraz przestizenny n+l
ran+l __ T Trie
U, = (1 +n}LJ- —nf.._H_l dla v>0

tzw. dowmwind
blyd lokalny. O(AS),0(Ax)

przedu tloraz czasowy, wsteczny tloraz przestrzemny

gt
Upt-up  Up-Up, o
At +v Aop = *—o dla v=L

tzw. upwind

pntl — (1 )" n
& Q=ia)ly + ol blad lokalny: O(At2).0(Ax)

przedn tloraz czasowy, centralny iloraz przestrzenny

g+l
+1l _rm n_ __Jm
Uptt - U ; R —URy I
At 2Ax
o a
Uptt =07 - 5 (U — Upta) blad lokaluy: O(A1),0(Ax?)

Jjak sie sprawdza)g?

jak si¢ sprawdza w praktyce?

ten sam blad czasowy,

przestrzenny: centralny O(Ax?), wsteczny i przedni O(Ax)

wydawac si¢ moze 1) ze centralny zawsze lepszy niz pozostale
2) ze upwind 1 downwind rownie dobre

okazuje si¢, ze te pozornie podobne metody dziataja w skrajnie rozny sposob
a lokalnie najdoktadniejsza, wcale nie jest najbardziej uzyteczna

zobaczmy ...



rachunek numeryczny: =7j

At=1/20, Ax=1/10, a=1/2

rozwigzanie 5
doktadne 4
(ruch konika szachowego 3
dwa do gory jeden w prawo):?

n _—~»o

S = N W KA W

downwind

Uttt = (14+ o) U} — U}y,

upwind
5
4
3
wyglada rozsadnie ?
0

-0.650
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

-0.647
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

po lewej stronie: nawet niezle,
niepokojace zachowanie dla j=

-0.650
-0.600
-0.550
-0.500
-0.450
-0.400

-0.550
-0.500
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.591

-0.506
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.550
-0.500
-0.450
-0.400
-0.350
-0.300

-0.450
-0.400
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200

-0.253
-0.338
-0.338
-0.300
-0.250
-0.200

-0.450
-0.400
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200

warunek poczatkowy ¢(x)

-1
-0.350
-0.300
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

-0.759
-0.506
-0.338
-0.225
-0.150
-0.100

-0.350
-0.300
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

J

0
-0.250
-0.200
-0.150
-0.100

-0.050
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

niestety pakiet nie przechodzi na strong¢ x>0

-1

-0.250
-0.200
-0.150
-0.100
-0.050

0.000

1
-0.150
-0.100
-0.050

0.000

0.000

0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.153
-0.106
-0.063
-0.025
0.000
0.000

2
-0.050
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.072
-0.038
-0.013
0.000
0.000
0.000

3

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.022
-0.006
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

-0.003
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

r,r <0
O,z >0



doktadny
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downwind

0
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At=1/20, Ax=1/10, a=1/2

niestabilny @



upwind
downwind
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domena zaleznosci: dla punktu (x0,t0) zbior wszystkich punktéw ktore
maja wplyw na wartos¢ rozwiazania w u(x0,t0)

domena zaleznosci: dla rownania adwekcji

Uy +vu, =0 v=1

(Xo-to)

/

Pt

domena zaleznosci to charakterystyka rownania adwekcji
dana formulg r=x+C z C=¢,x,




numeryczna domena zaleznosci punktu (j0,n0)
zb10r oczek siatki, ktore maja wpltyw na rozwigzanie w tym punkcie

pod wiatr T

Y

domena numeryczna zawiera w sobie
doktadna domene zaleznoS$ci

z wiatrem .

>

schemat downwind zbiera informacje z kierunku przeciwnego
niz doktadny

nie moze da¢ dobrego wyniku bo: warunek poczatkowy nie ma
zadnego wptywu na rezultat



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwigzania rownania
rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" ||—> 0, n 50, Ax =0, At >0, nAt<T

|I*|| - norma wektora

z wiatrem .

/ I—.
‘,

zaggszezanie siatki w dx 1 dt nie zmieni faktu, ze
numeryczna domena zaleznosci obeymuje prawy trojkat
zamiast lewej prostej



tw. Courant-Friedrich-Lewy:

warunkiem koniecznym zbieznosci schematu réznicowego

(dla dowolnego warunku poczatkowego) jest aby jego numeryczna domena zaleznosci
zawierala w sobie (fizyczng) domeng zaleznosci rownania rézniczkowego.

zageszczanie siatki nie pomoze jesli domena fizyczna pozostaje na zewnatrz numeryczne;j

upwind: spetnia warunkowo tw. CFL:
numeryczna dom.zal. zawiera fizyczna

jesli: vdt <dx —» a<1

/ vdt

dx

skok siatki przestrzennej naktada ograniczenie na skok siatki czasowe;
uwaga: jesli ustalimy At a zaggszcza¢ bedziemy siatke w x: grozi nam ztamanie kryt. CFL

upwind spelia kryterium CFL gdy : 0<a<1 (v>0)
downwind gdy (v<0):-1<a<0



roOwnanie adwekcji

Schemat upwind: wyniki numeryczne schemat pod wiatr
& & .
ou ou czas
—_— = =) —
ot Ox y
—_

potozenie

j,m)—u(j—1,n)

u(iin+1) = oAt £ u(jin) + O(AR, Ax)

Ax
Ax=0.1, At=0.04
upwind a=0.4

w

bez eksplozji ale pakiet si¢ rozptywa = dyfuzja numeryczna
(w doktadnym rozwiazaniu pakiet zachowuje ksztatt)

e
. i &

.
| ’Mw,::f;’:’;"’
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spojnos¢, zbieznos¢, stabilnos¢ (podstawowe pojecia dla problemow zaleznych od czasu)

spOjnos¢ implikuje, ze rOwnanie réznicowe jest ,,dobrym” przyblizeniem réwnania rézniczkowego
zbieznosc¢: ze rozwiazanie doktadne w granicy zerowego kroku czasowego / przestrzennego

stabilnos¢: ze rozwiagzanie numeryczne nie jest zbyt czute na zaburzenia
(np. warunku poczatkowego)

dobry schemat ma by¢ spojny, stabilny 1 zbiezny

zwiazek miedzy tymi pojeciami okresla: twierdzenie o ekwiwalencji Laxa
(odpowiednik tw. Dahlquista dla r6wnan zwyczajnych) l

mamy liniowe rOwnanie rozniczkowe i jego spojne przyblizenie réznicowe:
warunkiem koniecznym 1 wystarczajacym zbieznosci jest stabilno$¢ schematu

jaka stad nauka?
np. upwind nie moze by¢ zbiezny dla a>1 (CFL)
jest spOjny, musi wigc by¢ niestabilny dla a>1

stad CFL - w zasadzie WK zbieznosci, czgsto uzywane jest jako WK stabilnosci



1.60

1.20

0.80

0.40

0.00

-0.40

jaka stad nauka?

upwind a=1.1
dx=0.1
vdt=.11

poczatek:

1)

-12.00

-8.00 -4.00 0.00

-4.00 ‘

4.00 —

2.00 —

0.00 —

-2.00 —

np. upwind nie moze by¢ zbiezny dla a>1 (CFL)
jest spojny, musi by¢ wigc wigc niestabilny dla a>1
stad uzycie CFL jak kryterium stabilnosci

dalej

-12.00

-8.00 -4.00 0.00



definicji zbieznoSci

Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwigzania rownania
rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" ||> 0, n 50, Ax =0, At >0, nAt<T

norma: przyporzadkowanie wektor — skalar

1) dodatnio okreslone [|u|[>0, ||u]|=0, jesli u — wektor zerowy
2) rozlaczne z mnozeniem przez skalar ||au||=|a| ||ul|
3) speiniajace nierownosc trojkata ||ju+v|| <||u|[+||v|]

norma max: norma euklidesowa (dlugos¢ wektora):

[U7loo = max U, (0"l = D7)

J



wiemy, ze dla o>1 niezbiezny, wigc niestabilny

czy zbiezny dla o < 1 ? jesli zbiezny to stabilny
czy stabilny dla a < 1 ? jesli stabilny to zbiezny

sprawdzmy doswiadczalnie czy zbiezny



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwigzania rownania
rozniczkowego w 0<t<T jesli:
| ut-U" ||> 0, n 50, Ax -0, At >0, nAt<T

Ax=0611 AtT)OLfM - ’m” Ax=0611 AtT)OiOI

N upwind o =0. - upwind o =0.
"”) M"

i ’"'""”””’M’;"’;” ]

0

/ ))
-10 -5 0 0 10 -

’ 'w’v,»
’WO‘0WO’0’0‘0’0’0’0’0’0’0‘0‘3"
i

X X

zmniejszamy krok czasowy, wynik rownie zty!

[zobaczymy, ze dla upwind wspotczynnik dyfuzji numerycznej proporcjonalny
jest do AX iniezalezny od Af]



Schemat roznicowy jest zbiezny do rozwigzania
roOwnania rézniczkowego w 0<t<T jesli:

| u™-U" | > 0, n 50, AX -0, At >0, nAt<T

Ax=0.1, At=0.04 Ax=0.01, At=0.004
upwind o, =0.4 upwind a.=0.4

I
"’”?'v'v’v'»'»'»’»’»’,’,"m”
’0"’0W’o’o’o’o‘o""ﬁ;i;"z*’

o'memum‘o: |
0

0!

|
il
M‘fgf&‘o‘o‘o‘o‘o‘o\\

b
i

0

j |
10 -10 -5 0
X X

zbieznos¢ dla rownan czastkowych: At do zera , ale rowniez Ax do zera

zmniejszenie tylko jednego z krokow nie gwarantuje poprawy

wniosek: upwind wyglada na zbiezny
aby podac scisty dowdd — zamiast eksperymentow numerycznych — wykazac stabilnos¢



ku definicji stabilnosci

n
U2

\l;;%/

rozwiazanie w chwili n U" =
w calej przestrzeni mozemy przedstawic jako wektor

powiedzmy, ze rOwnanie rozniczkowe jest liniowe 1 jednorodne

wtedy jeden krok schematu roznicowego mozna przedstawic¢ jako mnozenie

wektora 1 pewnej macierzy (dla niejednorodnosci f byloby
z prawej strony +)



U’n+1 _ LAU?’Z

przyktad dla upwind:

n+1 __ n n

o (1—(14)/



definicji stabilnosci

mamy liniowe jednorodne rownanie rozniczkowe.
oraz schemat r6znicowy (z odpowiednia macierza L)

schemat roznicowy jest stabilny jesli skonczone zaburzenie warunku
poczatkowego prowadzi do skonczonej roznicy mi¢dzy rozwiazaniami:

to jest: jesli istnieje takie C (niezalezne od kroku siatki)
ze dla kazdej pary warunkow poczatkowych

Ul =L U, U’=¢,
"‘T'}?’ "'P'D - i

=LAV", V Y.

U - v < CU” - VI

dla: n >0, Ax >0, At -0, nAt<T



alternatywna definicji stabilnosci

dla liniowych schematow r6znicowych

U™l =L,U?, U= ¢,
Vi = LaVe, V0=

U™t — vt =LA (U = V™)

przy oznaczeniu W=U-V warunek
U™ — v < C||lU* - VY

zapiszemy jako: / calkiem dowolny WP
W/n‘ S (! “/VO‘

czytac: schemat jest stabilny jesli dla dowolnego warunku poczatkowego
norma rozwiazania pozostaje skonczona przy

n —oo, AX =0, At >0, nAt<T



def 2:

czytac: schemat jest stabilny jesli norma pozostaje skonczona

dla: n >0, Ax -0, At -0, nAt<T

def 1:
Un-|-1 _ LAUn, UO — (;b, definicje révynov.va-Zne
dla problemoéw liniowych
Vn—|—1 _ LAVn, VO _ ’l,b dla rownan nieliniowych:

kazda ma inny sens.

U - v"|| < C|U” = V7



pokazmy, ze schemat upwind jest stabilny dla liczby Courant’a spetniajacej kryterium CFL

a z(0,1]
wykorzystamy definicje 2: ‘ ‘Wn ‘ ‘ < C‘ ‘ WO ‘ ‘
oraz norm¢ maksimum
UMttt =(1—-a)Ul +aU}!
J J J—1 ér\edniaAwaZona! oz (0,1]
UF ] < U7 |
z def. normy max

), T . . . .

’U;? | < “ |U | ‘oo dla kazdego jot, wiec:

Uital = [JU"lo

0" ] < (10" |

cbdu



U;“ = (1-a)U!'+ U},

maksymalna warto$¢ rozwigzania w kolejnym kroku
czasowym jest nie wigksza niz w kroku poprzednim

0" ] < (10" |

Ae=0.01, At=0.004 | |- /
upwind o =0.4 -
| “‘ 4 | |
X

-10



Uogolnienie: warunkiem wystarczajacym aby schemat typu:

¥ oY)

= 2 CUjss
s|<s zasada maximum

- (ogolne r.r.cz., nie tylko adwekcji)

byt stabilny bezwzglednie wg normy max jest aby: wszystkie wspotczynniki
c byty dodatnie 1 sumowaly si¢ do jedynki

dowod: podobny do wyzej pokazanego

dla adwekcji:
upwind: U}”H = (1 —«) U/ +aU;' ;  sumedo | mamy
zawsze (Spojnosc),
ale dla v>0 tylko upwind

: 1
downwind: U;’Jr = (1+ «) UJT” — }’;rl z 0<ac<l
spelnia zalozenie
tw. 0 zasadzie maksimum

. +1 «
centralny. U;? — U;”’ _ 5 ( 7—I—1 Un )



stabilnos¢ schematu: dotyczy matych krokéw oraz skonczonych czaséw
n —oo, AX =0, At >0, nAt<T

stabilnos¢ bezwzgledna schematu dia réwnania czastkowego:
wyniki maja pozostawac skonczone dla statego At 1 Ax 1 dla nieskonczonego »

w: praktyce to stabilnos¢ bezwzgledna jest wazna

stabilnos¢ bezwzgledna jest silniejszym warunkiem niz stabilnos¢
(znaczy: schemat stabilny bezwzglednie jest zawsze stabilny
a stabilny nie zawsze jest bezwzglednie stabilny)

dla RRZ zalezato nam raczej na stabilnosci (0-stabilnosci) schematu - tak

aby byt on uniwersalnie stosowalny do r6znych rownan.

w RRCz - nikomu nie zalezy na tej uniwersalnosci. Kazde RRCz - to inna problematyka,
inni ludziem inne cele. Bezwzgledna stabilnos¢ oraz stabilno$¢ dotycza konkretnego
rOwnania.



zasada maximum: daje tylko WW dla bezwzglednej stabilnosci.
WKW produkuje analiza w przestrzeni odwrotnej - von Neumanna

zaktadamy, ze rozwiazanie schematu réznicowego U, jest periodyczne w j z okresem J
(periodyczne warunki brzegowe)
w praktyce nie jest to wazne - mozna przyjac, ze J >> obszaru, ktory nas interesuje

U — funkcja w przestrzeni potozen
A — funkcja w przestrzeni czestosci (przestrzennych) [wektora falowego]




zasada maximum: daje tylko WW dla bezwglednej stabilnosci.
WKW produkuje analiza w przestrzeni odwrotnej - von Neumanna

J—1
dyskretna TF _ ko . _
y U;z_ZAij 9=0,1,2,...,J—1
k=0
. w; = exp(2mij/J)
Ak == Z ”j?.’ (w;:\)x uwaga: dla U 1 4:
J =0 n w indeksie gornym to chwila czasowa,

dla @ — indeks gorny to potgga

m

k
LA TN
IRRRRRRRRRRRRR




J—1

i 1 J—1 .
UTI' — E nwlf“ A" — Z [ ( K
I — \] pard w; = exp(2mij/J)
rozwigzanie rozwiazanie w przestrzeni k

W przestrzeni r

normy euklidesowe wektorow U oraz A wiaze twierdzenie Parsevala:

U™z = JIA™;

J—1
A3 =) A%
k=0

analiza stabilnosci bezwzglednej von Neumanna:

jesli pokazemy ze norma transformaty Fouriera jest skonczona dla n—oo
to wystarczy dla udowodnienia stabilnosci bezwzgledne;

(1 np. wybrania bezpiecznego kroku czasowego)

... co uzyteczne, bo analiza w przestrzeni k jest bardzo prosta



Przyktad: analiza von Neumanna dla schematu upwind z o z (0,1]
n_'_l n n (15 B — DV‘I”\(‘)’T?‘OG
U (1 _ a) U —|_CEU W g CAP &Ly )

Up=> Apwh j=01,2,...,J-1
k=0
J—1 J—1

ZA”H wj = (1 —az)z KW, —1—0:214”10;?
k=0 k=0
| \

J—
> APt wS Z (1 - a) Ajwh + aAlw! exp(—2mik/J)]

rownos¢ obowiazuje dla kazdego 4, (dla wszystkich warunkéw poczatkowych)
CO 0znacza, Z€ wyrazy w sumie po £ musza by¢ identyczne

AZJrlU%/: [(1 _ @) —+ ozexp(—Q’?Tik/J)] AZ‘ J
A?’H-l An

\ wsp. wzmocnienia modu k



A’ZJ‘H — M o A’Z wsp. wzmocnienia modu k
+1 +1 40
AT = (Mg)" Ay
norma transformaty pozostanie skonczona gdy |M,| <1 dla kazdego k
M =1— a+ aexp(—2mik/J)
My |* = (1 — a+ acos(2rk/J))? + o sin® (27k/ J)
IMp)* = a” + (1 — o) +2a(1 — o)cos(2mk/J)
]Mk\g =14+ 2a(a—1)(1 —cos(27k/J)) <1
dla oz (0,1]

nie ma modu ktory by rost: wniosek - schemat
upwind jest bezwzglednie stabilny dla « z (0,1]



teraz °

spOjrzmy na nominalnie najdoktadniejszy ze schematow

poznanych do tej pory: z centralnym ilorazem przestrzennym:
u(jv n + 1) B /U‘(ja n) fu‘(j + 17 n) B /U‘(j o ]-7 n) 2 otozenie ]

= — O(At, Ax”) P
Al ‘ oAz +OlAL AT
, +1,n)—uly —1,n ,
w(j,n+1) = YN uJ )QA U ) +u(j,n) + O(At?, Az?)
X

Wezmy Ax=0.1

[ 6 krokow czasowych: |

s i At=0.04

_ At=0.09 ' a=0.4

i L czas
_ a=0.9 _

W i rosnie
L | L | L | L |

| | |
X
tu niedobrze




Euler z centralnym ilorazem przestrzennym

o
04 drastyczna zmiana ksztaltu pakietu

0.0
=04 nastapila, tylko pdzniej

ujemne wartosci gestosci @

- wczesniej zbadany upwind: zmienia ksztatt,
[\ \ ale dyfuzyjnie (na ujemne wartosci nie przechodzi,
NAUVAL 1 nie eksploduje) — o ile spelnione kryterium CFL

. z centralnym ilorazem — fajerwerki 1 eksplozja

Uwaga: widzimy, ze wyzsze cz¢stos$cl sa wzmacniane i ze
spOzniajq si¢ za pakietem: zrozumiemy to przy analizie
dyfuzji w przestrzeni k oraz przy relacji dyspersji numeryczne;j

0.00 —

-2.00 —

Symulacja dla odpowiednio wysokiego t: zawsze skonczy si¢ eksplozja
“»- mozna zaryzykowac twierdzenie, ze schemat centralny nie jest bezwzglednie stabilny dla r.adw.



sprawdzmy czy faktycznie jest niestabilny bzwz dla dowolnego dt

analiza von Neumanna dla schematu z centralng pochodng przestrzenna

w(7+1,n)—u(j—1,n)

w(i.n A;QqA“Q
SAL +u(j,n) + O(At*, Ax*)

u(j,n+1)=— VAL

Z A exp(ika) o Ax=21/J
Up =Y Ajw} j=012,...,J-1
7 k™ J =YL, 4.

0/ A " AD o(aTA e .
Ul(x; = jAx) = ;Ak exp(ijkAx) w; = exp(2mij/J)

a=vdt/dx
8%

A = A) — B (exp(ikAx) — exp(—ikAx)) A}
M, =1— % (2¢sin(kAx))

|M|* =1+ a”sin?(kAx)



sprawdzmy czy faktycznie jest niestabilny bzwz dla dowolnego dt

analiza von Neumanna dla schematu z centralng pochodng przestrzenna

w(7+1,n)—u(j—1,n)

u(n + 1) = vAE T ulj,n) + O(A#R, Ax?)

2AT
Z Al exp(ikr) o Ax=21/J
U = ZA}';wf i=0,1,2,...,J—1
70 0 (il A =
;= jAx) = ;AL exp(ijkAx) w; = exp(2mij/J)

a=vdt/dx
8

A = A) — B} (exp(ikAx) — exp(—ikAx)) A}

e widzimy, ze mody k na ogo6t sa wzmacniane.
M, =1— — (27, Slﬂ(k A aj) ) wyobrazmy sobie gesta siatke (dx mate):
) wzmacniane beda wieksze k, co widzielismy
) 5 5 w numerycznym eksperymencie
_ : metoda = niestabilna bezwzglednie 1 dlatego
‘ Mk ‘ =1 T a7 sin (kAI) — bezuzyteczna w praktycznym zastosowaniu
ale:
okazuje sig, ze w sensie formalnym jest stabilna

[stabilnos¢ : definiowana jest dla skonczonych
n —oo dla ustalonych krokow Ax, At czasow At n <T]




stabilnos¢ schematu z centralng pochodng przestrzenna
n —oo, Ax =0, At >0, nAt<T ®

M, |* = 1+ o sin?(kAx)

zmieniajmy krok czasowy i przestrzenny tak aby v’At/Ax>=B=const

M, |*" < exp [BnAt] < exp [BT] = C?

schemat centralny nie jest bezwzglednie stabilny
‘ ‘An‘ |% < (02 ‘ |AU ’ B ale JEST stabilny!
- w granicach zerowych krokow czasowych
1 przestrzennych przy ustalonym f3

U3 < JCHUP);



Analiza von Neumanna:

Warunek na czynnik wzmocnienia:

IM, |1  wystarczajacy dla stabilnosci metody
widzielis$my, ze nie jest konieczny dla stabilnosci

IM, <1 jest konieczny i wystarczajacy dla bezwzglednej stabilnosci
Czy mozna uznac, |M,|<1] za konieczny warunek stosowalnosci metody?

Raczej tak z wyjatkami:
1) jesli amplituda rozwiazanie rownania rozniczkowego rosnie
ograniczony wzrost rozwigzania numerycznego nie musi by¢
bardzo szkodliwy

2) gdy metoda jest stabilna
mozna w ostatecznosci pracowac z matymi krokami siatki
bez [M,|<1 ale tylko gdy interesuje nas skonczony czas symulacji



