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1 Wst¦p

1.1 Kropki kwantowe i ich zastosowania
Mianem kropek kwantowych [1] okre±la si¦ nanostruktury póªprzewodnikowe, w których
ruch no±ników ªadunku ograniczony jest w ka»dym z trzech kierunków do obszaru o rozmi-
arach rz¦du 10�100 nm. Ze wzgl¦du na dyskretny charakter widma energetycznego ukªady
uwi¦zione w kropkach nazywane s¡ sztucznymi atomami [2]. Kropka kwantowa z doprowad-
zonymi kontaktami metalicznymi dziaªa jak tranzystor jednoelektronowy [2], którego charak-
terystyka pr¡dowo-napi¦ciowa zdominowana jest przez efekt blokady kulombowskiej zwi¡za-
nej z dodawaniem do ukªadu kolejnych elektronów. Tranzystor jednoelektronowy wykorzys-
tano do konstrukcji detektora ªadunku o czuªo±ci pozwalaj¡cej na wykrycie nawet uªamka
ªadunku elementarnego [3]. Kropki kwantowe poª¡czone w ukªady wielokrotne tworz¡ tak
zwane sztuczne molekuªy [4]. Stopie« kowalencyjno±ci orbitali elektronowych w sztucznych
molekuªach zale»y od zewn¦trznych pól elektrycznego i magnetycznego. Wielokrotne kropki
kwantowe maj¡ by¢ zastosowane do konstrukcji spinowej kwantowej bramki logicznej [5].
Pomysª jest w trakcie realizacji, na etapie bada« nad wªasno±ciami uwi¦zionego spinu [6, 7, 8].
Pomiary ªadowania kropek w silnych polach magnetycznych wykonywane s¡ dla okre±lenia
wªasno±ci uwi¦zionych ukªadów elektronowych w warunkach uªamkowego kwantowego efektu
Halla [9], to jest niepeªnego obsadzenia najni»szego poziomu Landaua. Kropki póªprzewod-
nikowe w ksztaªcie pier±cienia badane s¡ pod k¡tem wpªywu efektu Aharonova-Bohma na
wªasno±ci uwi¦zionych ukªadów elektronowych [10]. Badania nad ekscytonami uwi¦zionymi w
kropkach s¡ motywowane zastosowaniami w optoelektronice oraz w komunikacji kwantowej.
Laser pracuj¡cy na kropkach wymaga mniejszego pr¡du progowego [11] od tradycyjnego
urz¡dzenia opartego na dwuwymiarowych studniach kwantowych [12] dzi¦ki ograniczeniu
obszaru aktywnego optycznie, w którym wywoªywana jest inwersja obsadze«, do obj¦to±ci
kropek. Ekscyton w dwuwymiarowej studni kwantowej mo»e ka»de wzbudzenie termiczne
wykorzysta¢ dla zwi¦kszenia swojej energii kinetycznej. Laser na kropkach jest natomiast
bardziej stabilny termicznie [11] ze wzgl¦du na dyskretne widmo uwi¦zionego ekscytonu.
Barw¡ ±wiatªa laserowego mo»na do pewnego stopnia sterowa¢ przez rozmiar kropek wyko-
rzystuj¡c kwantowy efekt rozmiarowy [12], który powoduje przesuni¦cie linii emisyjnej ekscy-
tonu ku �oletowi. Oddziaªywanie mi¦dzy ekscytonami zwi¡zanymi w kropce mo»e zosta¢
wykorzystane do przetwarzania kwantowej informacji [13], a biekscytony w podwójnych krop-
kach kwantowych stanowi¡ potencjalne ¹ródªo fotonów o spl¡tanych stanach polaryzacyjnych
[14]. Ponadto, pojedyncza kropka kwantowa mo»e zosta¢ u»yta jako ¹ródªo pojedynczych
fotonów [15] emitowanych na »¡danie, potrzebne w komunikacji kwantowej (przydatne na
przykªad w kryptogra�i kwantowej dla poufnej dystrybucji klucza prywatnego [16]).
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1.2 Zawarto±¢ i ukªad pracy
Gªównym tematem wybranego cyklu prac [1A-17A] s¡ korelacje przestrzenne no±ników uwi¦-
zionych w póªprzewodnikowych kropkach kwantowych. Korelacje przestrzenne rozumiane s¡
tutaj w duchu chemii kwantowej, jako wpªyw oddziaªywania mi¦dzy no±nikami na funkcje
falowe ukªadu. Badane byªy warunki, w których nast¦puje silne skorelowanie poªo»e« cz¡stek,
oraz formy i oznaki tego skorelowania. W nast¦pnym rozdziale omówione s¡ prace [1A-
13A] po±wi¦cone ukªadom zawieraj¡cym wyª¡cznie uwi¦zione elektrony. Dla tych ukªadów
przebadano w szczególno±ci: wywoªane zewn¦trznym polem magnetycznym efekty orbitalne,
transformacje (zmiany) symetrii ukªadu oraz kolektywn¡ � podobn¡ do klasycznej lokalizacj¦
ªadunku � nazywan¡ krystalizacj¡ wignerowsk¡. W rozdziaªach trzecim i czwartym omówiono
prace [14A-17A] po±wi¦cone efektom korelacyjnym w ukªadach, w których oprócz elektronów
uwi¦zione s¡ równie» dziury. Zbadano przestrzenn¡ korelacj¦ no±ników w parach elektron
- dziura uwi¦zionych w podwójnych sprz¦»onych pionowo kropkach kwantowych [14A,15A]
oraz dysocjacj¦ ekscytonów przez pole elektryczne skierowane w kierunku wzrostu [15A]. Pon-
adto, zbadano dodatnie i ujemne triony ekscytonowe uwi¦zione w kropkach pojedynczych
[16A,17A] i podwójnych [17A]. W krysztale litym, w studniach i drutach kwantowych, no±niki
zwi¡zane w trionach ekscytonowych s¡ silnie skorelowane. Zbadano, jak zmienia si¦ poªo»enie
linii rekombinacji trionów wzgl¦dem linii ekscytonowej w widmie fotoluminescencyjnym, gdy
korelacje mi¦dzy cz¡stkami zostan¡ stªumione przez silne uwi¦zienie [16A,17A]. Przedysku-
towano [17A] równie» zwi¡zek mi¦dzy kolejno±ci¡ linii w pojedynczej kropce [16A] a rozkªa-
dem elektronów i dziur w stanie podstawowym kompleksu w podwójnych kropkach kwan-
towych.

Oddziaªywanie mi¦dzy elektronami uwi¦zionymi w kropkach kwantowych jest odpowie-
dzialne za szereg obserwowanych zjawisk: blokad¦ kulombowsk¡ [17], maksymalizacj¦ spinu
przy obsadzaniu ostatniej otwartej powªoki (reguªa Hunda) [18], (niektóre a dla niewiel-
kich liczb elektronów wszystkie) zmiany symetrii stanu podstawowego w zewn¦trznym polu
magnetycznym [19], oraz uªamkowy okres oscylacji Aharonova-Bohma w pier±cieniach kwan-
towych [20]. O stopniu skorelowania elektronów decyduje nie tyle bezwzgl¦dna wielko±¢
energii oddziaªywania, ile jej warto±¢ wzgl¦dem odlegªo±ci mi¦dzy poziomami jednoelek-
tronowymi. W najmniejszych � samozorgranizowanych kropkach kwantowych energia od-
dziaªywania (skaluj¡ca si¦ z rozmiarem kropki R jak 1/R) jest niewielka w porównaniu z
energi¡ kinetyczn¡ (skaluj¡c¡ si¦ jak 1/R2). W maªych kropkach funkcje falowe ulegaj¡
niewielkiemu tylko odksztaªceniu przez oddziaªywanie, stopie« skorelowania jest niewielki a
ukªad mo»na z powodzeniem opisywa¢ metodami pola ±redniego, z zaniedbaniem cz¦±ci lub
caªo±ci efektów kolektywnej lokalizacji. Oznak¡ silnego uwi¦zienia i w konsekwencji sªabego
skorelowania cz¡stek, jest struktura powªokowa, podobna do atomowej, obserwowana w wid-
mie ªadowania kropek samozorganizowanych kolejnymi elektronami [21]. W kropkach o
uwi¦zieniu sªabym [17, 22, 23] energia oddziaªywania dominuje nad kwantyzacj¡ jednoelek-
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tronow¡, struktura powªokowa nie jest obserwowana a efekty korelacyjne mog¡ by¢ znaczne.
Skorelowanie cz¡stek nabiera kluczowego znaczenia gdy jednoelektronowy stan podsta-

wowy jest w przybli»eniu zdegenerowany (odlegªo±ci mi¦dzy jednoelektronowymi poziomami
energetycznymi s¡ znacznie mniejsze ni» energia oddziaªywania). Lokalizacja elektronów na-
biera wtedy charakteru kolektywnego. Ukªady z przybli»on¡ degeneracj¡ jednoelektronow¡
byªy przedmiotem bada« autora omówionych poni»ej. Przybli»ona degeneracja wyst¦puje w
rozlegªych kropkach kwantowych (gdy kwantowy efekt rozmiarowy staje si¦ zaniedbywalny
w porównaniu z energi¡ kulombowsk¡) [1A, 13A, 1B], w silnym polu magnetycznym (gdy
poziomy jednoelektronowe d¡»¡ do najni»szego poziomu Landaua) [2A, 3A, 4A, 5A, 6A, 7A],
w wielokrotnych kropkach kwantowych przy sªabym sprz¦»eniu tunelowym (degeneracja ze
wzgl¦du na parzysto±¢) [8A, 9A, 14A, 15A, 17A, 1B] i w pier±cieniach kwantowych (przy-
bli»ona degeneracja ze wzgl¦du na moment p¦du) [10A, 11A].

Streszczane artykuªy autorskie [1A-17A] zaª¡czone s¡ na ko«cu rozprawy i cytowane w
tek±cie z liter¡ 'A' po numerze odno±nika. Pozycje literaturowe z udziaªem autora, które nie
mieszcz¡ si¦ w temacie rozprawy oraz te, w których wkªad autora nie byª wiod¡cy, zostaªy
wyró»nione liter¡ 'B' za odno±nikiem. Podsumowanie pracy i wnioski z przeprowadzonych
bada« podane s¡ w rozdziale pi¡tym.

2 Korelacje przestrzenne w ukªadach uwi¦zionych elektronów

2.1 Wprowadzenie
Badania nad skorelowanym zachowaniem uwi¦zionych elektronów adresowane byªy dla kropek
kwantowych wytwarzanych na bazie heterostruktur GaAs / AlGaAs: dla pionowej kropki
sterowanej elektrostatycznie [19] oraz dla ukªadów z dwuwymiarowym gazem elektronowym
[22, 23, 24, 25] uwi¦zionym pod barier¡ n-AlGaAs przez ªadunek zjonizowanych donorów. W
strukturach zawieraj¡cych dwuwymiarowy gaz elektronowy potencjaª uwi¦zienia bocznego
ksztaªtowany jest przez napi¦cia podane na bramki naªo»one na powierzchni struktury lub
przez jej selektywn¡ oksydacj¦ [20, 26]. Kropki tego typu s¡ dosy¢ rozlegªe, a efekty korelacji
elektronowej znacz¡ce. W badaniach [1A-13A] stosowano przybli»enie masy efektywnej z
izotropow¡ mas¡ pasmow¡ elektronu, standardowo u»ywane do opisu stanów elektronowych
w kropkach GaAs / AlGaAs [27]. W strukturach GaAs / AlGaAs mo»na z dobrym przy-
bli»eniem zaniedba¢ skok masy efektywnej i staªej dielektrycznej na zª¡czu. Ponadto, kropki
kwantowe GaAs / AlGaAs s¡ wolne od napr¦»e« dzi¦ki dopasowaniu staªych sieci obydwu
póªprzewodników. Ukªad N uwi¦zionych elektronów opisywany [1A-13A] byª wi¦c za pomoc¡
prostego operatora Hamiltona, o formie takiej jak dla elektronów w pró»ni

H =
N∑

i=1

hi +
N∑

i=1,i>j

e2

4πεε0|ri − rj| + Z(Sz). (1)



2 Korelacje przestrzenne w ukªadach uwi¦zionych elektronów 5

z hamiltonianem jednoelektronowym i-tego elektronu

hi =
1

2m∗ [−ih̄∇i + eA(ri)]
2 + V (ri), (2)

gdzie m∗ jest pasmow¡ mas¡ efektywn¡ elektronu w GaAs, ε jest staª¡ dielektryczn¡ tego
póªprzewodnika, V oznacza potencjaª uwi¦zienia, A jest potencjaªem wektorowym pola mag-
netycznego. W równaniu (1) Z(Sz) oznacza energi¦ zeemanowskiego oddziaªywania spinów
elektronów z zewn¦trznym polem magnetycznym [Z(Sz) = −g∗µBBSz/h̄, gdzie g∗ = −0.44
jest efektywnym czynnikiem Landego, µB magnetonem Bohra, a Sz � z-ow¡ skªadow¡ spinu
caªkowitego]. W silnych polach magnetycznych, przy nie zapeªnionym najni»szym poziomie
Landaua (wspóªczynnik zapeªnienia poziomu Landaua ν < 1), oddziaªywanie Zeemana pro-
wadzi do polaryzacji spinowej ukªadu, nie ma jednak konsekwencji orbitalnych.

Przestrzenne funkcje falowe elektronów uwi¦zionych w kropkach s¡ bardzo podatne na
mody�kacje przez zewn¦trzne pole magnetyczne. W uzyskiwanych laboratoryjnie polach
magnetycznych orbita Landaua [o promieniu (2h̄/eB)1/2 = (36.3/nm)/(B)1/2 � pole B
wyra»one w teslach)] mo»e caªkowicie zmie±ci¢ si¦ wewn¡trz kropki, nigdy jednak nie staje
si¦ porównywalna z rozmiarami atomowymi, st¡d znacznie silniejsze efekty orbitalne pola
dla sztucznych atomów ni» dla atomów naturalnych. Pole magnetyczne powoduje kompresj¦
g¦sto±ci ªadunku wokóª centrum potencjaªu uwi¦zienia i w konsekwencji wzrost energii od-
dziaªywania. Wzrost energii oddziaªywania wywoªuje transformacje symetrii stanu podsta-
wowego: ukªad osi¡ga ni»szy stopie« lokalizacji i mniejsz¡ energi¦ oddziaªywania przechodz¡c
do stanu o wy»szym momencie p¦du. Transformacje momentu p¦du w kropkach koªowych
o parabolicznym potencjale uwi¦zienia zostaªy gruntownie przebadane i po±wi¦cona jest im
bogata literatura [27, 28]. W pracach autorskich zbadane zostaªy natomiast transformacje
stanu podstawowego dla kropek o ni»szych symetriach [5A, 7A, 12A], dla kropek podwójnych
[8A, 9A] oraz w kropkach koªowych o silnie nieparabolicznym potencjale uwi¦zienia � w kon-
centrycznych ukªadach kropka-pier±cie« [10A] i pier±cie«-pier±cie« [11A].

W silnych polach magnetycznych, w których wyst¦puje uªamkowy efekt Halla (ν < 1),
stopie« skorelowania elektronów uwi¦zionych w kropce ulega gwaªtownemu zwi¦kszeniu. Im
wy»sze jest pole (ni»szy wspóªczynnik zapeªnienia) tym rozkªad elektronów bardziej przy-
pomina rozkªad klasycznych ªadunków punktowych w kon�guracji o najni»szej energii po-
tencjalnej. Ten zbli»ony do klasycznego rozkªad elektronów okre±lany jest w literaturze
mianem molekuªy Wignera [27, 28, 29, 30, 31], a jego tworzenie nazywane jest krystaliza-
cj¡ wignerowsk¡. Krystalizacja wignerowska w kropkach koªowych zachodzi tylko w funkcji
wzgl¦dnych poªo»e« elektron-elektron i nie jest widoczna w g¦sto±ci ªadunku, która zachowuje
symetri¦ obrotow¡. W pracach autorskich badana byªa mo»liwo±¢ obserwacji krystalizacji
wignerowskiej g¦sto±ci ªadunku [4A, 5A, 6A, 7A, 12A, 13A], która niekiedy wymaga zªama-
nia symetrii potencjaªu zewn¦trznego. Wskazano, »e krystalizacja wignerowska w ukªadzie
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laboratoryjnym, jak równie» wyst¦powanie lub nieobecno±¢ transformacji symetrii stanu pod-
stawowego, s¡ uzale»nione od symetrii klasycznej molekuªy Wignera [5A].

W granicy niesko«czonego pola magnetycznego jednoelektronowe wyspy skrystalizowa-
nego wignerowsko ªadunku d¡»¡ do ªadunków punktowych [2A, 3A, 5A, 6A, 7A]. W krop-
kach podwójnych efekt ten prowadzi do zniesienia sprz¦»enia tunelowego mi¦dzy kropkami.
Wraz ze wzrostem sprz¦»enia tunelowego znika kowalencyjny charakter orbitali jednoelek-
tronowych [32, 33, 34, 8A, 9A] zast¡piony przez lokalizacj¦ typu jonowego. W pracy [8A]
zademonstrowano mo»liwo±¢ optymalizacji energii wymiany (warto±ci wa»nej dla zastosowa«
spintronicznych [32]) przez asymetri¦ potencjaªu kropek. W pracy nast¦pnej [9A] przed-
stawiono pierwsze dokªadne studium problemu trójelektronowego, na którego przykªadzie
przedyskutowano ewolucj¦ korelacji mi¦dzykropkowych w funkcji 'siªy' sprz¦»enia tunelo-
wego.

W pier±cieniach kwantowych [10] transformacje momentu p¦du wyst¦puj¡ równie» przy
zaniedbaniu oddziaªywania elektron-elektron. �ródªem transformacji w pier±cieniach kwan-
towych jest efekt Aharonova-Bohma [35], a wi¦c nie tyle samo pole magnetyczne, co jego
potencjaª wektorowy. W pracach autorskich zbadane zostaªy ukªady sprz¦»one koncen-
trycznie kropka-pier±cie« [10A] oraz pier±cie«-pier±cie« [11A]. Ukªady te stanowi¡ szczególny
rodzaj sztucznych molekuª, w których sprz¦»enie tunelowe mi¦dzy wn¦kami potencjaªu za-
chodzi przy zachowaniu symetrii obrotowej. Zbadano zmian¦ lokalizacji stanu podstawowego
[10A, 11A] i wpªyw redystrybucji ªadunku mi¦dzy cz¦±ciami skªadowymi ukªadu na okres
oscylacji Aharonova-Bohma.

Efekty orbitalne pola magnetycznego zale»¡ od orientacji jego wektora. Najsilniejszy jest
wpªyw pola magnetycznego przyªo»onego prostopadle do pªaszczyzny uwi¦zienia kropki (ta
orientacja rozwa»ana byªa w pracach [1A-11A]). Pola zorientowanego równolegle do pªasz-
czyzny u»ywa si¦ natomiast wtedy, gdy efekty orbitalne s¡ niepo»¡dane. Efekty orbitalne
pola w pªaszczy¹nie, cho¢ sªabsze, zerowe jednak nie s¡. W pracy [12A] przedstawiono
pierwsze studium efektów orbitalnych pola magnetycznego zorientowanego w pªaszczy¹nie
dwuelektronowej kropki kwantowej i wywoªanej tym polem krystalizacji wignerowskiej.

Praca [13A] opisuje krystalizacj¦ wignerowsk¡ oraz skorelowanie spinów elektronowych
w dªugich, kwazijednowymiarowych kropkach kwantowych. Zgodnie z twierdzeniem Lieba i
Mattisa [36] jednowymiarowe ukªady elektronowe bez pola magnetycznego posiadaj¡ nisko-
spinowy stan podstawowy, co umo»liwia � lecz nie implikuje � przestrzennego uporz¡dkowa-
nia spinu. Pokazano [13A], »e istnieje ±cisªy zwi¡zek mi¦dzy wyst¦powaniem dalekozasi¦-
gowego antyferromagnetycznego porz¡dku spinowego a krystalizacj¡ wignerowsk¡ ªadunku.

Zdecydowan¡ wi¦kszo±¢ oblicze« dla ukªadów elektronowych wykonano metod¡ oddzia-
ªywania kon�guracji, która umo»liwia dokªadne rozwi¡zanie kilkuelektronowego równania
Schrödingera. W metodzie tej u»ywa si¦ bazy wyznaczników Slatera skonstruowanych z
funkcji wªasnych hamiltonianu jednoelektronowego (2). W wi¦kszo±ci prac u»yto przybli»e-
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nia ±ci±le dwuwymiarowego. Przybli»enie to jest usprawiedliwiane pªask¡ geometri¡ kropek
i silnym uwi¦zieniem elektronów w kierunku wzrostu (pionowym), przy którym oddziaªy-
wanie nie zmienia ksztaªtu jednoelektronowych funkcji falowych opisuj¡cych lokalizacj¦ w
kierunku pionowym. Po model trójwymiarowy si¦gano, gdy byªo to niezb¦dne: 1) w pracy
[1A] zawieraj¡cej ilo±ciowe porównanie wyników oblicze« z eksperymentem, 2) w pracy [12A]
po±wi¦conej efektom orbitalnym pola magnetycznego skierowanego w pªaszczy¹nie uwi¦zie-
nia, 3) w pracy [13A] na temat kwazijednowymiarowych kropek kwantowych (ze wzgl¦du na
niecaªkowaln¡ osobliwo±¢ potencjaªu kulombowskiego w jednym wymiarze).

2.2 Efekty korelacyjne w ªadowaniu kropek pojedynczymi
elektronami

W chemii kwantowej punktem odniesienia dla dyskusji stopnia i konsekwencji przestrzennego
skorelowania elektronów w dokªadnej funkcji falowej jest tak zwana ograniczona metoda HF
[37]. W tej wersji metody HF wieloelektronow¡ funkcj¦ falow¡ przyjmuje sie w postaci
odpowiednio zantysymetryzowanego (wyznacznik Slatera) iloczynu funkcji numerowanych
jednoelektronowymi liczbami kwantowymi. W rezultacie zakªada si¦, »e nie tylko funkcja
falowa caªego ukªadu, lecz równie» funkcje jednoelektronowe posiadaj¡ symetri¦ potencjaªu
zewn¦trznego. W jaki sposób ograniczona metoda HF zaniedbuje korelacje ªatwo zrozu-
mie¢ na przykªadzie dwóch elektronów w dªugiej ±ci±le jednowymiarowej studni kwantowej.
W rozwi¡zaniu dokªadnym elektrony b¦d¡ stara¢ si¦ przebywa¢ na przeciwlegªych ko«cach
studni tak aby ich oddziaªywanie byªo jak najmniejsze. W granicy du»ego rozmiaru kropki
prawdopodobie«stwo znalezienia elektronów po przeciwnych stronach ±rodka studni b¦dzie
wynosi¢ 100% Natomiast w ograniczonej metodzie HF ka»da z g¦sto±ci jednoelektronowych
jest symetryczna wzgl¦dem ±rodka studni: elektrony przebywaj¡ z prawdopodobie«stwem
50% po tej samej stronie ±rodka studni, tak jak przy zaniedbanym oddziaªywaniu.

Zaniedbanie korelacji w metodzie HF jest konsekwencj¡ przybli»enia pojedynczej kon�g-
uracji elektronowej, czyli konkretnego obsadzenia stanów jednoelektronowych. W rzeczywis-
to±ci okre±lone s¡ tylko caªkowite a nie jednoelektronowe liczby kwantowe. Metoda oddzia-
ªywania kon�guracji, której wyniki omówione s¡ poni»ej, polega na u»yciu wielu kon�guracji
jednoelektronowych skªadaj¡cych si¦ na okre±lon¡ symetri¦ caªkowit¡ jako bazy dla prob-
lemu wieloelektronowego. Baza kon�guracyjna jest zupeªna. Rozwi¡zanie dowolnie zbli»one
do dokªadnego uzyskujemy z baz¡ zawieraj¡c¡ odpowiednio du»¡ liczb¦ starannie wybranych
kon�guracji.

Korelacje elektron�elektron cz¦sto maj¡ decyduj¡cy wpªyw na wªasno±ci ukªadów, nie s¡
jednak bezpo±rednio mierzalne. Celem pracy [1A] byªo oszacowanie znaczenia efektów korela-
cyjnych dla wielko±ci uzyskanych do±wiadczalnie przy badaniu pionowej kropki kwantowej
sterowanej elektrostatycznie [19]. Obliczenia [1A] wykorzystywaªy opracowany wcze±niej [2B]
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model urz¡dzenia, w którym problem potencjaªu elektrostatycznego w kropce kwantowej i
problem wªasny dla elektronów uwi¦zionych w kropce rozwi¡zywane byªy zgodnie z samouz-
godnionym schematem Poissona-Schrödingera. Potencjaªy chemiczne ukªadu uwi¦zionych
elektronów, które decyduj¡ o ªadowaniu kropki kolejnymi elektronami, zostaªy obliczone
ograniczon¡ metod¡ HF oraz metod¡ oddziaªywania kon�guracji. Efekty korelacyjne zostaªy
nast¦pnie wyznaczone [1A] przez porównanie wyników obydwu metod dla diagramu stabil-
no±ci urz¡dzenia [19] i dla zale»no±ci od pola elektrycznego napi¦cia bramki, przy którym w
kropce wi¡zane sa kolejne elektrony.

Potencjaª uwi¦zienia w kropce pionowej [19] zbli»ony jest do parabolicznego [2B]. Prob-
lem wªasny pojedynczego elektronu w dwuwymiarowym koªowo symetrycznym potencjale
parabolicznym, z polem magnetycznym skierowanym prostopadle do pªaszczyzny uwi¦zie-
nia, posiada rozwi¡zanie analityczne (tzw. stany Focka-Darwina) [27]. Pod nieobecno±¢ pola
magnetycznego elektrony obsadzaj¡ kolejne poziomy energetyczne zgodnie z reguª¡ Hunda
[2B]. Pole magnetyczne wywoªuje transformacje symetrii spinowej i orbitalnej stanu pod-
stawowego. W silnym polu magnetycznym najni»sze poziomy o niedodatnich momentach
p¦du (najni»sze pasmo Focka-Darwina) degeneruj¡ si¦ i wyrównuj¡ z najni»szym poziomem
Landaua. Stan podstawowy utworzony po obsadzeniu przez elektrony najni»szego pasma
Focka-Darwina, tzw. kropla maksymalnej g¦sto±ci [38], jest caªkowicie spinowo - spolary-
zowana i odpowiada wspóªczynnikowi zapeªnienia ν = 1 [27].

W pracy [1A] zbadano transformacje stanu podstawowego w funkcji pola magnetycznego
dla ukªadów N = 2, 3 i 4 elektronów a» do osi¡gni¦cia przez ukªad stanu kropli maksymal-
nej g¦sto±ci. Wszystkie zbadane transformacje [1A] s¡ wynikiem oddziaªywania elektron�
elektron (przy zaniedbanym oddziaªywaniu transformacje pojawiaj¡ si¦ dopiero dla 5 i wi¦cej
elektronów). Obliczono w funkcji pola magnetycznego widmo potencjaªów chemicznych, przy
których nast¦puje ªadowanie kropki kolejnymi elektronami z poziomu Fermiego elektrod dla
sªabego (h̄ω = 2 meV), umiarkowanego (h̄ω = 6 meV) i silnego uwi¦zienia (h̄ω = 10 meV).
Okazuje si¦, »e dokªadno±¢ metody HF zale»y od stanu spinowego ukªadu i jest najwi¦ksza
dla stanów o caªkowitej polaryzacji spinowej [1A], w których zgodnie z zakazem Pauliego
(wpisanym do wyznacznikowej funkcji falowej HF), prawdopodobie«stwo znalezienia dwóch
elektronów w tym samym punkcie jest zerowe, co do pewnego stopnia uwzgl¦dnia kolektywne
zachowanie elektronów. Ponadto, przeszacowanie dokªadnej energii przez metod¦ HF jest
tym wi¦ksze im sªabsze jest uwi¦zienie [1A]. W rozwi¡zaniu dokªadnym sekwencja symetrii
stanów podstawowych jest taka sama dla wszystkich rozwa»onych [1A] energii uwi¦zienia h̄ω.
Dla sªabego uwi¦zienia sekwencja symetrii przewidziana przez HF jest przekªamana: nie wys-
t¦puj¡ w niej stany niskospinowe [1A]. Przy umiarkowanym uwi¦zieniu sekwencja symetrii
HF jest poprawna, lecz wyra¹nie przeszacowane s¡ zakresy stabilno±ci stanów podstawowych
o wi¦kszym spinie kosztem s¡siednich stanów z sekwencji symetrii. Dla silnego uwi¦zie-
nia efekty korelacyjne s¡ niewielkie i HF odtwarza poprawne ilo±ciowo widmo potencjaªów
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chemicznych w funkcji pola. Linie ªadowania kropki w funkcji napi¦cia bramki i pola magne-
tycznego obliczone metod¡ oddziaªywania kon�guracji s¡ wyra¹nie bli»sze do±wiadczalnym
ni» te otrzymane w podej±ciu HF [1A]. Okazuje si¦ jednak [1A], »e efekty korelacyjne dla di-
agramu stabilno±ci (diamentów kulombowskich na pªaszczy¹nie potencjaªów przykªadanych
do elektrod) s¡ niewielkie. Korelacyjne przeszacowanie energii przez HF w du»ej cz¦±ci znosi
si¦ w obliczeniach potencjaªu chemicznego. Znoszenie bª¦dów korelacyjnych nie wyst¦puje
(nawet cz¦±ciowo) dla dwóch elektronów. W rezultacie, linia odpowiadaj¡ca wi¡zaniu dwóch
elektronów na diagramie stabilno±ci policzona metod¡ HF wykazuje najwi¦ksze odst¦pstwo
od wyników dokªadnych [1A].

2.3 Klasyczne cechy korelacji elektron�elektron w zakresie
uªamkowego efektu Halla

Kropla maksymalnej g¦sto±ci (ν = 1), jest ko«cowym, wysokopolowym stanem podsta-
wowym spinowo spolaryzowanych, nie oddziaªywuj¡cych elektronów. Przy dalszym zwi¦k-
szaniu pola magnetycznego oddziaªywanie pomi¦dzy elektronami prowadzi jednak do dal-
szych transformacji, zgodnie z mechanizmem kompresji g¦sto±ci ªadunku przez pole mag-
netyczne i dekompresji przez przej±cie stanu podstawowego do stanu o wy»szym momencie
p¦du. Pierwsze tego typu przej±cie powoduje rozpad kropli maksymalnej g¦sto±ci i pojaw-
ienie si¦ minimum g¦sto±ci ªadunku w centrum kropki [27]. Po rozpadzie kropli najni»szy
poziom Landaua przestaje by¢ caªkowicie zapeªniony (ν spada poni»ej jedynki), a stopie«
skorelowania elektronów gwaªtownie ro±nie. Elektrony zaczynaj¡ si¦ skuteczniej unika¢, co
powoduje utworzenie podobnego do klasycznego rozkªadu elektronów widocznego na diagra-
mach funkcji korelacji par [27, 28, 3B]. Moment p¦du przy caªkowitej spinowej polaryzacji
elektronów dla ν < 1 przyjmuje tzw. magiczne warto±ci [27, 28] (dla N < 6 elektronów mo-
ment p¦du wzrasta o N przy ka»dej transformacji), dla których elektrony zajmuj¡ wzgl¦dem
siebie poªo»enia zbli»one do klasycznych punktów równowagi stabilnej.

W polach magnetycznych powy»ej rozpadu kropli maksymalnej g¦sto±ci ukªady elek-
tronowe stanowi¡ zlokalizowany odpowiednik stanów odpowiedzialnych za uªamkowy efekt
Halla w dwuwymiarowym gazie elektronowym [4B]. Faktycznie, problem badany przez
Laughlina [39] � diagonalizacja koªowo symetrycznego hamiltonianu w bazie funkcji z naj-
ni»szego poziomu Landaua � nie ró»ni si¦ zbytnio od problemów badanych dla kropek kwan-
towych. Wzrost korelacji mi¦dzy elektronami dla ν < 1 zwi¡zany jest z pojawieniem si¦
dodatkowych zer wieloelektronowej funkcji falowej (poza tymi, które wynikaj¡ z zakazu
Pauliego) i ich klasteryzacji wokóª poªo»e« elektronów. Efekt lokalizacji dodatkowych zer
wokóª poªo»e« elektronów otrzymuje si¦ równie» w kropkach kwantowych przy ν < 1 [4B].

Gªównym przedmiotem bada« autora nad kropkami kwantowymi w zakresie uªamkowego
efektu Halla [2A, 3A, 4A, 5A, 6A, 7A] byª klasyczny charakter korelacji elektron�elektron.
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Pierwsze prace wykorzystywaªy nieograniczone podej±cie HF [2A, 3A, 4A], które daje klasy-
czne rozwi¡zania w granicy niesko«czonego pola. Energia HF okazaªa si¦ dokªadna w granicy
B →∞ [4A] mimo, »e rozwi¡zania równa« HF wykazuj¡ krystalizacj¦ wignerowsk¡ widoczn¡
w g¦sto±ci ªadunku [2A, 3A] (nie tylko w funkcji korelacji par [27, 28]), która z konieczno±ci
ªamie koªow¡ symetri¦ potencjaªu zewn¦trznego. Wynik ten stanowiª motywacj¦ do opracow-
ania nowej wersji metody oddziaªywania kon�guracji [5A] i do poszukiwa« skrystalizowanej
g¦sto±ci ªadunku w dokªadnym rozwi¡zaniu równania Schrödingera. Krystalizacja obser-
wowana w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia [5A, 7A] mogªaby zosta¢ zwery�kowana przez
bezpo±redni pomiar g¦sto±ci elektronowej technik¡ sondy skanningowej [40], która wyko-
rzystuj¡c sprz¦»enie pojemno±ciowe (kulombowskie) mi¦dzy dwuwymiarowym gazem elek-
tronowym a elektronami na metalowym ostrzu sondy, pozwala na zobrazowanie rozkªadu
g¦sto±ci ªadunku w nanostrukturze póªprzewodnikowej.

2.3.1 Molekuªy Wignera dla izotropowych kropek parabolicznych w metodzie
Hartree-Focka z baz¡ wielocentrow¡

W rozwi¡zaniu dokªadnym dla potencjaªu o symetrii koªowej podobne do klasycznego
uporz¡dkowanie przestrzenne elektronów powstaje w wewn¦trznych stopniach swobody uk-
ªadu (wzgl¦dnych wspóªrz¦dnych elektron�elektron) przy zachowaniu symetrii obrotowej g¦s-
to±ci ªadunku [27, 28]. W funkcji falowej Hartree-Focka wewn¦trzne stopnie swobody ukªadu
elektronowego nie s¡ jednak opisane dokªadnie. Efekt energetyczny rozdzielania ªadunku
jest jednak na tyle du»y, »e nieograniczona metoda HF produkuje rozwi¡zania z krystaliza-
cj¡ wignerowsk¡ w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia kosztem zªamania symetrii koªowej
potencjaªu zewn¦trznego [29, 41, 42, 2A, 3A]. W g¦sto±ci ªadunku obliczonego nieogranic-
zon¡ metod¡ HF po rozpadzie koªowo symetrycznej kropli maksymalnej g¦sto±ci powstaj¡
wyspowe maksima, ka»de zwi¡zane z ªadunkiem pojedynczego elektronu.

Pierwsze rozwi¡zanie równa« HF z faz¡ molekularn¡ przy ν < 1 zostaªo uzyskane przez
Müllera i Koonina [41] w bazie Focka-Darwina [27] (iloczynów Gaussianu scentrowanego w
pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, wielomianu Laguerra i funkcji wªasnej z-owej skªadowej
momentu p¦du). Rozsuni¦te przez oddziaªywanie wyspy ªadunku jednoelektronowego w
granicy silnego pola lokalizuj¡ si¦ do punktów. Baza Focka-Darwina funkcji scentrowanych w
pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych sªabo opisuje ten typ lokalizacji, w zwi¡zku z czym rachunki
w silnych polach staj¡ si¦ wolno zbie»ne z rozmiarem bazy. Pomysª na rachunki przeprowad-
zone w pracach autorskich [2A, 3A] polegaª na zastosowaniu bazy wielocentrowej, to jest
bazy zbudowanej z funkcji

Ψ(Xn,Yn)(x, y) = exp{−α/4
[
(x−Xn)2 + (y − Yn)2

]
+ iβ/2(x−Xn)(y + Yn)/2h̄}/2√πα (3)
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o gaussowskim ksztaªcie g¦sto±ci ªadunku, zlokalizowanych wokóª ró»nych punktów {Rn =
(Xn, Yn)} na pªaszczy¹nie uwi¦zienia. Funkcja (3) dla α = β = eB/h̄ jest funkcj¡ najni»szego
poziomu Landaua [przy cechowaniu Landauowskim A(r) = (−By, 0, 0)]. Poªo»enia punk-
tów {Rn} zostaªy potraktowane [2A, 3A] jako parametry wariacyjne. Baza wielocentrowa
umo»liwia rachunki dla silnego pola przy minimalnym rozmiarze � jednej funkcji bazowej
na elektron. Podobnej bazy u»yto wcze±niej w pracy [43] do opisu wªasno±ci dynamicznych
dwuwymiarowego krysztaªu Wignera bez zewn¦trznego potencjaªu uwi¦zienia.

Badania [1A,2A] wykazaªy, »e molekuªy Wignera mog¡ wyst¦powa¢ w ró»nych kon�gurac-
jach przestrzennych (izomerach). Tu» po rozpadzie kropli maksymalnej g¦sto±ci ró»ne kon-
�guracje s¡ niemal zdegenerowane energetycznie, lecz ni»sze energie odpowiadaj¡ izomerom,
w których elektrony zajmuj¡ poªo»enia na obrze»u kropki. W miar¦ wzrostu pola elek-
trony przechodz¡ do wewn¦trznych pier±cieni molekuªy [2A, 3A] tak, by ostatecznie za-
j¡¢ poªo»enia odpowiadaj¡ce najni»szej energii klasycznego ukªadu ªadunków punktowych
[44]. Do granicy klasycznej d¡»¡ równie» energia potencjalna, odlegªo±ci elektron�elektron
itd. Transformacje ksztaªtu molekuª uzyskane w metodzie HF s¡ zgodne z trendem wys-
t¦puj¡cym w rozwi¡zaniach dokªadnych uzyskanych metod¡ mieszania kon�guracji przez in-
nych autorów [27, 45, 46]. W póªklasycznym modelu molekuª Wignera wykazano nast¦pnie
[5B], »e transformacje ksztaªtu s¡ wynikiem mody�kacji efektywnego oddziaªywania Hartree
przez zewn¦trzne pole magnetyczne, które decyduje o stopniu lokalizacji g¦sto±ci jednoelek-
tronowych.

W granicy B →∞ bª¡d HF staje si¦ liniow¡ funkcj¡ 1/B (rys. 8 pracy [4A]). Wyniki HF
d¡»¡ wi¦c do dokªadnej warto±ci wªasnej energii w granicy niesko«czonego pola magnety-
cznego [4A]. Praca [3A] pokazaªa wcze±niej, »e energi¦ potencjaln¡ HF w silnym polu mo»na
zidenty�kowa¢ z energi¡ ukªadu klasycznego. Zgodnie z [4A] podobny wniosek obowi¡zuje
wi¦c równie» dla dokªadnej energii potencjalnej. Liniow¡ zbie»no±¢ energii HF w funkcji 1/B
do energii dokªadnej opublikowali pó¹niej Yannouleas i Landman [47].

2.3.2 Anizotropowe kropki kwantowe: korespondencja mi¦dzy kwantowymi i
klasycznymi molekuªami Wignera, dokªadne stany wªasne o zªamanej
symetrii

Przeszacowanie wariacyjne energii w metodzie HF maleje z polem magnetycznym [4A] i znika
w granicy B → ∞, w której rozkªad g¦sto±ci ªadunku mo»na zidenty�kowa¢ z klasycznym.
Za przeszacowanie energii po cz¦±ci odpowiedzialne jest zªamanie przez HF symetrii poten-
cjaªu zewn¦trznego. Drugim czynnikiem odpowiedzialnym za przeszacowanie energii jest
zaniedbanie przez HF korelacji mi¦dzy elektronami z ró»nych wysp ªadunku. HF w wersji
nieograniczonej potra� opisa¢ sprz¦»enie mi¦dzy caªymi wyspami ªadunku, lecz zaniedbuje
reakcj¦ funkcji falowej na zmian¦ poªo»e« elektronów w ramach ka»dej z rozdzielonych wysp



2 Korelacje przestrzenne w ukªadach uwi¦zionych elektronów 12

[6A]. Aby odpowiedzie¢ na pytanie, czy klasyczny rozkªad ªadunku mo»e zosta¢ zaobser-
wowany w sko«czonym polu magnetycznym nale»y pozby¢ si¦ bª¦du korelacyjnego. Dla
wyeliminowania bª¦du korelacyjnego autor opracowaª now¡ wersj¦ metody mieszania kon-
�guracji [5A], w której baz¦ wyznaczników Slatera konstruowano z funkcji wªasnych hamil-
tonianiu jednoelektronowego zdiagonalizowanego w wielocentrowej bazie funkcji (3) [5A].
Zmiana sposobu u»ycia bazy wielocentrowej - z przybli»enia jednoelektronowych funkcji HF
[2A, 3A, 4A] - do konstrukcji bazy kon�guracyjnej dla dokªadnej diagonalizacji równania
Schrödingera [5A], daªa caªkiem interesuj¡ce narz¦dzie rachunkowe. Okazaªo si¦ mianowicie,
»e za pomoc¡ superpozycji funkcji (3) mo»na ze ±wietn¡ dokªadno±ci¡ [5A] opisa¢ stany
Focka-Darwina [z zale»no±ciami k¡towymi w formie exp(imφ)], w tym równie» te odpowiada-
j¡ce wy»szym poziomom Landaua. Metoda z baz¡ wielocentrow¡ (dalej nazywana wielo-
centrow¡ metod¡ mieszania kon�guracji) mo»e by¢ z równym powodzeniem stosowana do
potencjaªów o dowolnej, ni»szej ni» koªowa symetrii. Elastyczno±¢ bazy wynika ze swobody
wyboru centrów, który mo»na optymalizowa¢ dla konkretnego problemu.

Wielocentrow¡ metod¦ mieszania kon�guracji wykorzystano do zbadania ukªadów N = 2,
3 i 4 elektronów w eliptycznym, kwadratowym i trójk¡tnym potencjale uwi¦zienia [5A].
Ukªad klasycznych ªadunków punktowych w takich potencjaªach posiada niekiedy kilka
równowa»nych kon�guracji najni»szej energii obróconych wzgl¦dem siebie o pewien k¡t.
Mówimy wtedy o wyst¦powaniu klasycznej degeneracji ukªadu [5A]. Badania [5A] wykazaªy,
»e wªasno±ci ukªadu kwantowego w silnym polu magnetycznym s¡ w du»ym stopniu uza-
le»nione od wyst¦powania lub nieobecno±ci klasycznej degeneracji. Pod nieobecno±¢ klasy-
cznej degeneracji (gdy kon�guracja klasyczna oddaje peªn¡ symetri¦ potencjaªu uwi¦zie-
nia) g¦sto±¢ ªadunku ukªadu kwantowego d¡»y do granicy klasycznej w sposób gªadki, bez
transformacji symetrii stanu podstawowego, a krystalizacja wignerowska zachodzi w labo-
ratoryjnym ukªadzie odniesienia. Je»eli natomiast, klasyczna degeneracja zachodzi, g¦sto±¢
ªadunku przypomina superpozycj¦ wszystkich zdegenerowanych kon�guracji klasycznych.
Superpozycja ta zawsze odtwarza symetri¦ potencjaªu zewn¦trznego. Co wi¦cej, w warunk-
ach klasycznej degeneracji ze wzrostem pola magnetycznego obserwuje si¦ transformacje
symetrii stanu podstawowego. Przy transformacjach w sposób nieci¡gªy zmieniaj¡ si¦ wªas-
no±ci ukªadu (rozmiar, warto±¢ energii oddziaªywania, moment magnetyczny itd.).

Pokazano nast¦pnie [5A], »e przy klasycznej degeneracji, molekuªa Wignera mo»e poja-
wia¢ si¦ w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia dla pól wywoªuj¡cych transformacje symetrii.
Degeneracj¦ wyst¦puj¡c¡ przy transformacjach wykorzystano [5A] do konstrukcji stanów
o zªamanej symetrii dokonanej poprzez superpozycj¦ funkcji falowych przecinaj¡cych si¦
poziomów energetycznych [5A]. Przez odpowiedni dobór fazy superpozycja dwóch stanów
odtwarza wszystkie równowa»ne kon�guracje klasycznej molekuªy Wignera. Dla pól, w
których zachodz¡ transformacje symetrii, tak skonstruowane stany s¡ dokªadnymi stanami
wªasnymi hamiltonianu mimo, »e odpowiednia g¦sto±¢ ªadunku posiada ni»sz¡ symetri¦ ni»
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potencjaª zewn¦trzny.
Powy»sze wnioski obowi¡zuj¡ równie» dla kropek z izotropowym potencjaªem uwi¦zie-

nia [5A]. Podobne do klasycznych rozkªady ªadunków mo»na skonstruowa¢ przez super-
pozycje stanów o s¡siednich magicznych momentach p¦du. Fakt ten tªumaczy wcze±niejsz¡
obserwacj¦ lokalnych minimów przeszacowania energii HF [4A] wyst¦puj¡cych dla pól in-
dukuj¡cych transformacje momentu p¦du. Transformacje te rozªo»one s¡ równomiernie na
skali pola magnetycznego. W skali 1/B transformacje (a wi¦c i mo»liwe do zrealizowania
dokªadne stany wªasne o zªamanej symetrii) pojawiaj¡ si¦ coraz cz¦±ciej w miar¦ jak B
ro±nie. Bª¡d HF znika do zera w niesko«czonym polu [4A], gdy rozmiary wysp ªadunku
jednoelektronowego w stanach o zªamanej symetrii kurcz¡ si¦ do punktów. Dzieje si¦ tak
dlatego, »e zaniedbany przez HF efekt korelacji mi¦dzy poªo»eniami elektronów z ró»nych
wysp ªadunku jednoelektronowego traci znaczenie w silnym polu, gdy wyspy te kurcz¡ si¦
do punktów [6A]. Porównanie dokªadnych stanów wªasnych o zªamanej symetrii i rozwi¡za«
HF zostaªo szczegóªowo omówione w pracy [6A]. Pokazano [6A], »e metoda HF stara si¦
skompensowa¢ zaniedbanie efektu korelacyjnego przez zwi¦kszenie lokalizacji wysp ªadunku
jednoelektronowego, które w efekcie okazuj¡ si¦ bardziej rozdzielone ni» w rachunku dokªad-
nym. Efekt przesadzonej lokalizacji wysp jednoelektronowych jest najwi¦kszy dla ukªadu
dwóch elektronów i z liczb¡ elektronów maleje [6A].

2.3.3 Orientacja molekuª Wignera w kropkach koªowych zaburzonych przez
zewn¦trzny naªadowany defekt

W potencjale o symetrii koªowej g¦sto±¢ ªadunku niezdegenerowanego stanu podstawowego o
okre±lonym momencie p¦du zawsze posiada symetri¦ obrotow¡ i nie wykazuje »adnej orien-
tacji w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia. Orientacja g¦sto±ci ªadunku w kropce koªowej
mo»e jednak zosta¢ ustalona przez zaburzenie symetrii potencjaªu uwi¦zienia. W realnych
kropkach zaburzenie idealnej symetrii potencjaªu zewn¦trznego jest nieuniknione. �ródªem
zaburzenia mo»e by¢ nierówno±¢ powierzchni, nieidealna geometria elektrod, obecno±¢ naªad-
owanych domieszek, itp. Wielocentrowa metoda mieszania kon�guracji zostaªa wykorzystana
[7A] dla zbadania wpªywu zewn¦trznego naªadowanego defektu (zjonizowanego donora lub
akceptora) poªo»onego poza osi¡ kropki, w pewnej odlegªo±ci od pªaszczyzny uwi¦zienia, na
uwi¦ziony ukªad elektronowy. Potencjaª dodatniej domieszki symuluje równie» efekt poten-
cjaªu ªadunku wyindukowanego na powierzchni elektrody przez ªadunek uwi¦ziony w kropce
[6B]. Przy sªabym zaburzeniu przeci¦cia poziomów energetycznych dla kolejnych magicznych
momentów p¦du przechodz¡ w w¡skie odpychanie poziomów (anticrossing). W obszarze
odpychania poziomów funkcja falowa jest mieszanin¡ stanów o kolejnych magicznych mo-
mentach p¦du. Klasyczne rozkªady g¦sto±ci, pracowicie konstruowane w poprzedniej pracy
[5A], pojawiaj¡ si¦ wi¦c spontanicznie stabilizowane przez zaburzenie symetrii potencjaªu.
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W zakresie anticrossingu molekuªa Wignera zostaje wyprowadzona z wewn¦trznych stopni
swobody ukªadu i pojawia si¦ w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia. Gdy si¦ to stanie, ori-
entacja molekuªy zazwyczaj pokrywa si¦ wówczas z klasyczn¡, cho¢ zdarzaj¡ si¦ wyj¡tki, np.
dla dodatniego defektu w polach stosunkowo niskich [7A]. Poza zakresem anticrossingu orien-
tacja molekuªy zanika, g¦sto±¢ ªadunku przypomina pier±cie« i poszczególne elektrony przes-
taj¡ by¢ widoczne. Pojawianie si¦ skrystalizowanej g¦sto±ci ªadunku ma wi¦c charakter pow-
tarzaj¡cy si¦ z polem magnetycznym (reentrant pinning). Innymi sªowy, stany elektronowe
w kropkach koªowych w zakresie uªamkowego efektu Halla reaguj¡ na sªabe zaburzenie jak
krysztaª elektronowy ulegaj¡c pinningowi tylko w polach, w których zachodz¡ transforma-
cje symetri. Poza nimi ukªad elektronowy reaguje jak ciecz ulegaj¡c pod wpªywem sªabego
zaburzenia niewielkiemu przemieszczeniu jako caªo±¢, bez projekcji silnego skorelowania elek-
tronów do ukªadu laboratoryjnego.

Silne zaburzenie pochodz¡ce od bli»ej poªo»onej ujemnie naªadowanej domieszki trwale
ustala orientacj¦ molekuªy Wignera [7A]. Zakresy pól magnetycznych odpowiadaj¡cych
s¡siednim anticrossingom przekrywaj¡ si¦, a ich szeroko±¢ na skali energii staje si¦ tak wielka,
»e samo oddziaªywanie poziomów przestaje by¢ widoczne. Wtedy ewolucja g¦sto±ci ªadunku
do granicy klasycznej molekuªy Wignera zaczyna zachodzi¢ w sposób gªadki. Przy dodat-
nim ªadunku domieszki podobny efekt obserwuje si¦ tylko dla dwóch elektronów. Dla trzech
i czterech elektronów pod dodatnio naªadowanym defektem wi¡»e si¦ jeden elektron, który
ekranuje efekt zaburzenia tak, »e ustalanie orientacji zachowuje powracaj¡cy charakter nawet
dla niewielkich odlegªo±ci domieszki od pªaszczyzny kropki [7A].

2.4 Stany kilkuelektronowe dla pary kropek kwantowych
sprz¦»onych bocznie

Pary kropek kwantowych tworz¡ sztuczne ukªady molekularne [27]. Orbitale elektronowe
w podwójnych kropkach mog¡ mie¢ charakter jonowy (z lokalizacj¡ w jednej kropce) lub
kowalencyjny (uwspólniony dla obydwu kropek) zale»nie od 'siªy' sprz¦»enia tunelowego,
któr¡ mo»na regulowa¢ za pomoc¡ napi¦¢ zmieniaj¡cych szeroko±¢ bariery (dla kropek z elek-
trostatycznym potencjaªem uwi¦zienia) [24], lub pola magnetycznego przyªo»onego prostopa-
dle do kierunku sprz¦»enia kropek [32, 33, 34]. Rozdziaª ten streszcza badania autora nad
ukªadami dwóch i trzech elektronów w kropkach sprz¦»onych bocznie, z polem magnetycznym
skierowanym prostopadle do wspólnej pªaszczyzny uwi¦zienia. Obliczenia zostaªy wykonane
wielocentrow¡ metod¡ oddziaªywania kon�guracji opracowan¡ wcze±niej dla kropek o niskiej
symetrii [5A], która ±wietnie nadaje si¦ równie» do bada« nad sztucznymi molekuªami w
omawianej kon�guracji.
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2.4.1 Optymalizacja energii wymiany przez asymetri¦ potencjaªu uwi¦zienia
Spiny elektronów uwi¦zionych w wielokrotnych kropkach kwantowych maj¡ by¢ wykorzys-
tane do konstrukcji kwantowej bramki logicznej [5]. Sprz¦»enie mi¦dzy spinami, niezb¦dne
do funkcjonowania bramki, zachodzi¢ ma w orbitalnych stopniach swobody [32]. Ró»nice
w symetriach przestrzennych dwuelektronowej funkcji singletowej i trypletowej przy nieze-
rowym sprz¦»eniu tunelowym daj¡ rozszczepienie energetyczne, nazywane energi¡ wymiany
[32]. Prowadzone s¡ prace nad stworzeniem bramki logicznej pracuj¡cej na parze sprz¦»onych
bocznie kropek elektrostatycznych [24] produkowanych w oparciu o poddany dziaªaniu poten-
cjaªu bramki (gated) dwuwymiarowy gaz elektronowy. Kropki te [24] s¡ jednak stosunkowo
rozlegªe. Dlatego, z powodu dominuj¡cego oddziaªywania kulombowskiego mi¦dzy elektron-
ami, mo»na si¦ spodziewa¢ caªkowitej separacji jednoelektronowych funkcji falowych (i w kon-
sekwencji degeneracji poziomów trypletowych i singletowych) nawet przy caªkowicie usuni¦tej
barierze tunelowej. Energia wymiany mo»e okaza¢ si¦ wi¦c zbyt maªa dla kontroli kolekty-
wnych stanów spinowych. Mo»liwe i proste w zastosowaniu antidotum zasugerowane zostaªo
w pracy [8A]. Autor wykonaª pierwsze dokªadne rachunki dla asymetrycznych sprz¦»onych
bocznie kropek kwantowych i wskazaª [8A], »e energia wymiany mo»e zosta¢ kilkakrotnie
zwi¦kszona przez wprowadzenie asymetrii do potencjaªu uwi¦zienia. W warunkach ekspery-
mentalnych kropki zazwyczaj s¡ asymetryczne. Symetryczne sprz¦»enie nast¦puje tylko dla
dokªadnie dobranych napi¦¢ le»¡cych na diagonali ª¡cz¡cej punkty potrójne na diagramie
stabilno±ci ukªadu (honeycomb stability diagram) [24]. Pomimo tego, rachunki dokªadne dla
energii wymiany wykonywane byªy tylko dla kropek o idealnej symetrii [33, 34]. W pracy [32]
przeliczono wprawdzie efekt pola elektrycznego wymuszaj¡cego asymetri¦ mi¦dzy kropkami,
lecz tylko dla funkcji falowej Heitlera-Londona, w której zaniedbane jest podwójne obsadze-
nie kropek. Zaniedbany efekt, jak si¦ okazuje [8A], ma kluczowe znaczenie dla wpªywu
asymetrii na energi¦ wymiany.

W rachunkach [8A] zastosowano model potencjaªu uwi¦zienia w postaci dwóch studni
gaussowskich [14A, 15A, 17A, 7B] o ró»nych gª¦boko±ciach. Wybór potencjaªu gaussowskiego
byª podyktowany symulacjami numerycznych [8B], zgodnie z którymi uwi¦zienie w krop-
kach elektrostatycznych jest najsilniejsze, gdy pro�l potencjaªu jest gaussowski (im silniejsze
uwi¦zienie tym ªatwiej silnie sprz¦gn¡¢ kropki). Rachunki [8A] przeprowadzono z baz¡ sied-
miu centrów na kropk¦, która dla du»ej odlegªo±ci mi¦dzy kropkami zawiera stany o momencie
p¦du a» do l = ±5 [5A].

Wyniki oblicze« mo»na podsumowa¢ nast¦puj¡co 1) Dla B = 0 energia wymiany oraz
prawdopodobie«stwo obsadzenia przez par¦ elektronów tej samej kropki s¡ minimalne gdy
potencjaª jest symetryczny. Przy asymetrii potencjaªu obydwa elektrony staraj¡ si¦ zaj¡¢
gª¦bsz¡ z kropek. Elektronom w stanie trypletowym starania te utrudnia zakaz Pauliego.
W konsekwencji asymetria faworyzuje stan singletowy, co pozwala zwi¦kszy¢ energi¦ wy-
miany nawet kilkakrotnie. 2) W silnym polu magnetycznym elektrony ch¦tniej zajmuj¡
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gª¦bsz¡ z kropek, je±li ich spiny s¡ równolegªe. Ten zaskakuj¡cy efekt zwi¡zany jest ze
zmian¡ kolejno±ci poziomów singletowego i trypletowego dla podwójnego obsadzenia, b¦d¡-
cym odpowiednikiem polaryzacji spinowej dla kropki pojedynczej. 3) Prawdopodobie«stwo
podwójnego obsadzenia w silnym polu magnetycznym nabiera cech klasycznych: staje si¦
schodkow¡ (binarn¡) funkcj¡ ró»nicy gª¦boko±ci obydwu kropek.

2.4.2 Ukªad trzech elektronów w podwójnej kropce: korelacje mi¦dzykropkowe,
sprz¦»enie tunelowe i elektrostatyczne

Ewolucja ukªadu dwóch elektronów w funkcji pola magnetycznego ko«czy si¦ degeneracj¡
energii stanu singletowego i trypletowego, która pojawia si¦ wraz ze stªumieniem tunelowa-
nia funkcji falowych mi¦dzy kropkami [32, 33, 34, 8A]. Dla ukªadów o trzech i wi¦kszej
liczbie elektronów interesuj¡ca �zyka rozgrywa si¦ równie» po zniesieniu tunelowania przez
pole magnetyczne. W literaturze znale¹¢ mo»na wiele prac nad ukªadami z wi¦ksz¡ od dwóch
liczb¡ elektronów w sprz¦»onych kropkach kwantowych (patrz prace cytowane w [9A]), lecz
wyª¡cznie w przybli»eniu pola ±redniego. Autor wykonaª [9A] natomiast pierwsze studium
ukªadu trzech elektronów w symetrycznym potencjale kropki podwójnej metod¡ oddziaªy-
wania kon�guracji. W symetrycznej kropce dobr¡ liczb¡ kwantow¡ jest parzysto±¢ wzgl¦-
dem odbicia przez ±rodek symetrii potencjaªu. W ka»dym ze stanów wªasnych operatora
parzysto±ci g¦sto±¢ ªadunku dzieli si¦ mi¦dzy kropki równo po póªtora ªadunku elemen-
tarnego. Z tego powodu ka»da próba umieszczenia ªadunku dwóch elektronów w jednej lub
drugiej kropce da stan niestacjonarny, chyba »e tunelowanie mi¦dzy kropkami jest caªkowicie
zaniedbywalne. Fakt ten zwi¡zany jest z klasyczn¡ degeneracj¡ ukªadu [5A] opisan¡ dokªad-
nie w rozdziale 2.3.2. Stan podstawowy ukªadu poddany jest transformacjom parzysto±ci i
spinu w funkcji pola magnetycznego. Obserwowana [9A] w stanie podstawowym sekwencja
symetrii parzysto±ci i spinu (poza drobnymi wyj¡tkami [9A]) jest taka jak dla kropki koªo-
wej. Pokazano [9A], »e zniesienie tunelowania przez pole magnetyczne powoduje degeneracj¦
stanów niskoenergetycznej cz¦±ci widma wzgl¦dem parzysto±ci. Po zniesieniu efektu tunelo-
wego ukªad mo»na podzieli¢ na par¦ elektronów umieszczonych w jednej kropce i pojedynczy
elektron w kropce drugiej. Ukªad dwóch elektronów uwi¦zionych w tej samej kropce w ros-
n¡cym polu magnetycznym podlega oscylacjom singlet-tryplet, przy czym ewolucja tego
podukªadu ulega zaburzeniu przez potencjaª kulombowski trzeciego (samotnego) elektronu
[7A], który ustala orientacj¦ dwuelektronowej molekuªy Wignera. Mi¦dzykropkowe korelacje
elektron�elektron zostaªy zbadane przy u»yciu stanów wªasnych o zªamanej parzysto±ci skon-
struowanych podobnie jak w [5A] z superpozycji zdegenerowanych stanów podstawowych.
Wyniki bada« pokazuj¡ [9A], »e korelacje mi¦dzykropkowe s¡ wci¡» obecne po stªumieniu
sprz¦»enia tunelowego. Przy braku tunelowania korelacje mi¦dzykropkowe maj¡ jednoz-
nacznie nielokalny charakter i nie mo»na ich opisa¢ w teorii lokalnych funkcjonaªów g¦sto±ci
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[48]. Przy wi¦kszej szeroko±ci bariery mi¦dzykropkowe korelacje elektron�elektron znikaj¡,
cho¢ sprz¦»enie elektrostatyczne mi¦dzy g¦sto±ciami ªadunku elektronowego jest wci¡» bardzo
wyra¹ne [9A].

2.5 Kilkuelektronowe stany koncentrycznych ukªadów kropka -
pier±cie« i pier±cie« - pier±cie«

Opór elektryczny póªprzewodnikowych ukªadów o ksztaªcie pier±cienia oscyluje periodycznie
w funkcji strumienia pola magnetycznego przenikaj¡cego przez pier±cie« [20, 26, 49, 50, 51].
Za oscylacje odpowiedzialny jest efekt Aharonova � Bohma [35], czyli mody�kacja fazy
funkcji falowej elektronu przez potencjaª wektorowy pola magnetycznego (A), która za-
chodzi nawet wtedy, gdy elektron porusza si¦ w obszarze w którym pole magnetyczne
(B = ∇ × A) znika. W pomiarach wªasno±ci nanostruktur póªprzewodnikowych u»ywa
si¦ jednorodnego pola magnetycznego. Z tego powodu, w przeciwie«stwie do problemu ory-
ginalnie rozwa»anego przez Aharonova i Bohma [35], elektrony poruszaj¡ si¦ wi¦c w ob-
szarze, w którym pole magnetyczne nie jest zerowe. Autor przedstawiª pierwszy zale»ny
od czasu opis wpªywu siªy Lorentza na oscylacje Aharonova � Bohma w otwartych póª-
przewodnikowych pier±cieniach kwantowych [9B, 10B]. Rozdziaª ten opowiada jednak o
badaniach nad zamkni¦tymi pier±cieniami kwantowymi. Efekt Aharonova-Bohma dla pier±-
cieni zamkni¦tych ma nieco inny charakter: potencjaª wektorowy zewn¦trznego pola mag-
netycznego powoduje transformacje momentu p¦du pojedynczego elektronu w zamkni¦tym
pier±cieniu kwantowym [10]. Moment p¦du elektronu w stanie podstawowym ro±nie o 1
przy zwi¦kszeniu strumienia pola magnetycznego o ka»dy kolejny kwant Φ0 = h/e. Dla
±ci±le jednowymiarowego pier±cienia energia stanu podstawowego i caªe widmo energetyczne
oscyluje idealnie periodycznie z okresem Φ0 [10]. W ukªadach kilku (N) elektronów oddzi-
aªywanie kulombowskie prowadzi do pojawienia si¦ oscylacji o okresie uªamkowym: Φ0/N
[20, 54, 55]. Zamkni¦te pier±cienie kwantowe wytwarza si¦ w technologii epitaksjalnej wyko-
rzystuj¡cej niedopasowanie staªej sieci InAs/GaAs [52]. Produkowane s¡ równie» ukªady
GaAs/AlAs zawieraj¡ce podwójne, wspóª±rodkowe pier±cienie kwantowe [53]. Pier±cienie
o dowolnie zªo»onych ksztaªtach wytwarzane s¡ przez oksydacje powierzchni heterostruk-
tur GaAs/n-AlAs z dwuwymiarowym gazem elektronowym. Do tych ostatnich pier±cieni
mo»na doprowadzi¢ kontakty i mierzy¢ pr¡d przepªywaj¡cy przez ukªad, podobnie jak w
elektrostatycznych kropkach kwantowych [20, 26]. Do samozorganizowanych pier±cieni kwan-
towych [52, 53] jak dot¡d nie udaªo si¦ podpi¡¢ kontaktów. Pomiary wªasno±ci ukªadów
elektronowych wykonuje si¦ wi¦c metod¡ spektroskopii pojemno±ciowej [52] osadzaj¡c pier±-
cienie w planarnej heterostrukturze, w której ªadunek zgromadzony w warstwie pier±cieni
zmieniany jest przez zewn¦trzne pole elektryczne.

Przedmiotem bada« autora byªy sztuczne molekuªy w kon�guracji pier±cie«-kropka [10A]
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oraz pier±cie« - pier±cie« [11A], sprz¦»one tunelowo przy zachowaniu koªowej symetrii poten-
cjaªu uwi¦zienia. Celem prac [10A, 11A] byªo zbadanie wpªywu efektu Aharonova-Bohma
na stany sztucznej molekuªy. Kilkuelektronowy problem wªasny zostaª rozwi¡zany metod¡
oddziaªywania kon�guracji, w której radialne jednoelektronowe funkcje falowe uzyskuje si¦
na siatce ró»nicowej. Za pomoc¡ tej metody mo»na bada¢ ukªady dwuwymiarowe o symetrii
koªowej i dowolnym radialnym pro�lu potencjaªu z uwzgl¦dnieniem obecno±ci prostopadªego
pola magnetycznego.

Badania dla stanu podstawowego ukªadu uwi¦zionego w strukturze kropka-pier±cie« [10A]
wykazaªy, »e pole magnetyczne mo»e zmienia¢ rozkªad elektronów mi¦dzy obydwoma wn¦-
kami potencjaªu. W szczególno±ci pokazano [10A], »e w koncentrycznych ukªadach hy-
brydowych maªe, centralnie poªo»one kropki z gª¦bszym ni» pier±cie« potencjaªem uwi¦-
zienia wi¡»¡ elektrony dopiero w polach magnetycznych na tyle silnych, »e promie« Lan-
daua staje si¦ porównywalny z rozmiarem kropki. W ten sposób udaªo si¦ zasymulowa¢
silnopolowy efekt wi¡zania elektronów w lokalnych minimach potencjaªu, które zachodzi w
rozlegªych kropkach elektrostatycznych [22, 23]. Przy równej gª¦boko±ci pier±cienia i kropki,
w granicy silnego pola, elektrony pod wpªywem wzajemnego odpychania przechodz¡ do
poªo»onego na zewn¡trz pier±cienia. Jest to zwi¡zane z zauwa»on¡ wcze±niej tendencj¡
ukªadów elektronowych do zajmowania kon�guracji klasycznych w silnym polu magnety-
cznym [2A, 3A, 5A]. W oscylacjach Aharonova-Bohma uczestnicz¡ tylko elektrony uwi¦zione
w pier±cieniu. Redystrybucja ªadunku mi¦dzy kropk¡ a pier±cieniem wywoªuje wi¦c gwaª-
town¡ zmian¦ uªamkowego okresu oscylacji Aharonova-Bohma [10A].

Interesuj¡ca jest zale»no±¢ od pola magnetycznego rozszczepienia singlet-tryplet (energii
wymiany) w ukªadzie dwóch elektronów, z których jeden uwi¦ziony jest w kropce, a drugi w
pier±cieniu. Efekt Aharonova-Bohma dla elektronu uwi¦zionego w pier±cieniu zwi¦ksza jego
moment p¦du wraz ze wzrostem pola magnetycznego, podczas, gdy moment p¦du elektronu w
kropce pozostaje równy zero [10A]. Mi¦dzy oscylacjami energia wymiany zmienia si¦ liniowo
z polem magnetycznym. W silnym polu funkcja falowa elektronu zwi¡zanego z pier±cieniem
i rozp¦dzonego do wysokiego momentu p¦du, zostaje caªkowicie usuni¦ta z kropki, zaj¦tej
przez drugi elektron. W konsekwencji caªka przekrywania znika prowadz¡c do degeneracji
singlet-tryplet.

O ile przej±cia elektronów mi¦dzy kropk¡ a pier±cieniem zachodz¡ w funkcji pola magne-
tycznego w sposób gwaªtowny, w ukªadzie pier±cie«-pier±cie« [11A] redystrubucja ªadunku
ma bardziej ci¡gªy charakter. Dla pier±cieni o podobnym potencjale uwi¦zienia i równej
gª¦boko±ci orbitale jednoelektronowe o niskich momentach p¦du w niskim polu magnety-
cznym maj¡ charakter kowalencyjny i zajmuj¡ w równym stopniu obydwa pier±cienie [11A].
Sprz¦»enie tunelowe mi¦dzy pier±cieniami znika jednak dla wy»szych pól magnetycznych,
w których w nisko-energetycznej cz¦±ci widma jednoelektronowego pojawiaj¡ si¦ stany o
wysokim momencie p¦du. Za zniesienie sprz¦»enia tunelowego odpowiedzialny jest potencjaª
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od±rodkowy [11A] podnosz¡cy energie stanów zlokalizowanych w pier±cieniu wewn¦trznym.
W rezultacie, dla silnego pola w widmie jednoelektronowym pojawiaj¡ si¦ dwie odsepa-
rowane gaª¦zie poziomów energetycznych dla obydwu pier±cieni, ka»da z wªasnym okresem
Aharonova-Bohma. Dla pojedynczego elektronu w ukªadzie pier±cieni o tej samej gª¦boko±ci
ni»sza energetycznie okazuje si¦ gaª¡¹ zwi¡zana z pier±cieniem wewn¦trznym, o wi¦kszym
okresie oscylacji na skali pola magnetycznego (moment p¦du stanów zwi¡zanych z pier±-
cieniem wewn¦trznym ro±nie wolniej z polem). Przebadane ukªady dwu- i trójelektronowe
w silnym polu lokalizuj¡ si¦ natomiast w pier±cieniu zewn¦trznym (jak cz¡stki klasyczne
[2A, 3A, 5A]) aby zminimalizowa¢ energi¦ oddziaªywania.

Krystalizacja wignerowska w podwójnych pier±cieniach nast¦puje w dwóch etapach [11A].
W pierwszym etapie, w miar¦ wzrostu pola g¦sto±¢ elektronowa opuszcza pier±cie« wew-
n¦trzny. W etapie drugim, dla wy»szych pól magnetycznych, wzmocnieniu ulegaj¡ korelacje
k¡towe tak, »e na diagramach funkcji korelacji par widoczna jest coraz silniejsza lokalizacja
elektronów wokóª klasycznych poªo»e« równowagi stabilnej.

Okazaªo si¦ [11A], »e rozkªad ªadunku determinuje zale»no±¢ potencjaªów chemicznych od
pola magnetycznego. Potencjaªy chemiczne w funkcji pola ukªadaj¡ si¦ w bardzo regularne
wzory z zaªamaniami o ksztaªcie litery V lub Λ, charakterystyczne dla liczby elektronów uwi¦-
zionych w ka»dym z pier±cieni. Wzory zaªama« ulegaj¡ mody�kacjom pod wpªywem redys-
trybucji ªadunku mi¦dzy pier±cieniami wraz ze zmian¡ okresu oscylacji Aharonova-Bohma.
Ponadto, zrywaniu sprz¦»enia tunelowego przez pole magnetyczne towarzyszy wyra¹nie sil-
niejsza zale»no±¢ potencjaªów od pola. Wskazano w ten sposób [11A] mo»liwo±¢ ekspery-
mentalnego wyznaczenia rozkªadu ªadunku mi¦dzy pier±cieniami oraz jego mody�kacji przez
pole magnetyczne.

2.6 Efekty orbitalne pola magnetycznego równolegªego do
pªaszczyzny kropki

Efekty orbitalne pola magnetycznego zale»¡ od jego orientacji i rosn¡ wraz ze strumieniem
pola przez obszar, w którym uwi¦zione s¡ elektrony. Przestrzenne funkcje falowe elektronów
s¡ najbardziej podatne na wpªyw pola zorientowanego prostopadle do powierzchni uwi¦zie-
nia (patrz wy»ej). Orientacji równolegªej do pªaszczyzny uwi¦zienia u»ywa si¦ natomiast w
celu wyeliminowania efektów orbitalnych - na przykªad dla badania spinowych rozszczepie«
zeemanowskich [56, 57, 58]. Spinowa bramka logiczna [5, 32] na podwójnej kropce kwan-
towej wymaga silnego zewn¦trznego pola magnetycznego dla wyra¹nego rozszczepienia zee-
manowskiego jednoelektronowych poziomów spinowych, umo»liwiaj¡cego wykonywanie op-
eracji na pojedynczym spinie. Silne pole tªumi jednak sprz¦»enie tunelowe mi¦dzy kropkami
[32, 33, 34, 8A], które jest z kolei niezb¦dne dla realizacji operacji na parze spinów. W pra-
cach do±wiadczalnych [24, 25, 58] pomiary wykonuje si¦ wi¦c w polu magnetycznym (okoªo
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10 tesli) zorientowanym w pªaszczy¹nie uwi¦zienia tak, aby rozszczepienie Zeemana byªo
du»e, a tªumienie tunelowania jak najsªabsze.

Istniej¡ce kropki kwantowe, nawet te oparte na strukturach z dwuwymiarowym gazem
elektronowym [24, 25, 58], maj¡ sko«czony rozmiar w kierunku wzrostu, nie s¡ ±ci±le pªaskie i
efekty orbitalne pola magnetycznego zorientowanego równolegle do pªaszczyzny kropki nie s¡
dokªadnie zerowe. Uzyskano dokªadne (cho¢ numeryczne) rozwi¡zanie problemu wªasnego
dla dwóch elektronów w potencjale uwi¦zienia oscylatora harmonicznego [12A] o symetrii
obrotowej wokóª osi z (równe energie uwi¦zienia w x i y: h̄ωx = h̄ωy = h̄ω, silniejsze
uwi¦zienie w kierunku z: h̄ωz ≥ h̄ω) z polem magnetycznym przyªo»onym równolegle do osi
x. Przyj¦ty model potencjaªu oscylatora harmonicznego umo»liwiª separacj¦ ruchu ±rodka
masy i redukcj¦ zªo»ono±ci problemu z sze±ciu do trzech zmiennych. Po redukcji problem
wªasny mo»na rozwi¡za¢ numerycznie z dowoln¡ dokªadno±ci¡. Podano [12A] analityczne
rozwi¡zanie równania wªasnego dla stanu podstawowego przy zaniedbanym oddziaªywaniu.
Otrzymana funkcja falowa, podobna do (3), lecz z eliptycznym rozkªadem g¦sto±ci wokóª
osi x, zostaªa nast¦pnie [12A] wykorzystana do konstrukcji wariacyjnej funkcji próbnej dla
problemu wªasnego ruchu wzgl¦dnego dwóch oddziaªywuj¡cych elektronów.

Z punktu widzenia poprzednich bada« [4A, 5A, 7A] interesuj¡ce jest ªamanie symetrii
obrotowej ukªadu wzgl¦dem osi z przez pole magnetyczne zorientowane w kierunku x (mo-
mentu p¦du wzgl¦dem osi z w polu B przestaje by¢ okre±lony). Dla kropek o ksztaªcie
zbli»onym do sferycznego (ω ' ωz), pole magnetyczne wywoªuje transformacje symetrii
parzysto±ci. Transformacje parzysto±ci stanu podstawowego w funkcji pola zachodz¡ wraz
ze zmianami stanu spinowego mi¦dzy singletem a trypletem [12A]. Oscylacjom singlet-
tryplet w kropce sferycznej odpowiadaj¡ transformacje momentu p¦du (wzgl¦dem osi x) i
krystalizacja wignerowska w wewn¦trznych stopniach swobody ukªadu. Dla kropek pªaskich
(h̄ωz >> h̄ω) pole magnetyczne prowadzi ostatecznie [12A] do krystalizacji wignerowskiej
g¦sto±ci ªadunku w formie wysp jednoelektronowych rozci¡gni¦tych wzdªu» kierunku pola
magnetycznego [12A]. W wyniku rozdzielenia funkcji jednoelektronowych w silnym polu
pojawia si¦ degeneracja energii orbitalnych singletu i trypletu. Ukªad zachowuje si¦ wi¦c
podobnie jak para elektronów w kropce podwójnej [8A]. W kropkach pªaskich z polem
B w pªaszczy¹nie uwi¦zienia rol¦ bariery tunelowej separuj¡cej ªadunki odgrywa potencjaª
oddziaªywania kulombowskiego mi¦dzy elektronami.

Dla pªaskich kropek energia rozszczepienia singlet-tryplet jest w zakresie maªych B nieza-
le»na od pola, lecz w granicy du»ych B znika [12A]. Wskazano istnienie przedziaªu pola mag-
netycznego, przy którym rozszczepienie singlet-tryplet silnie zale»y od pola poprzez efekty
orbitalne. Zale»no±¢ ta w pomiarach mo»e maskowa¢ spinowy efekt Zeemana.

Uzyskane rozwi¡zanie dla dwóch elektronów z polem w pªaszczy¹nie [12A] autor nast¦pnie
wykorzystaª do opracowania i przetestowania metody oddziaªywania kon�guracji wª¡czonej
do modelu [59] kropki kwantowej z TU Delft [25].
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2.7 Porz¡dkowanie ªadunku i spinu w kwazijednowymiarowych
kropkach kwantowych

W poprzednich rozdziaªach pracy omawiana byªa krystalizacja wignerowska zachodz¡ca w
silnych polach magnetycznych. W rozlegªych kropkach kwantowych, w których dominuje
oddziaªywanie kulombowskie, krystalizacja wignerowska zachodzi równie» bez pola magne-
tycznego. Zbadano ewolucj¦ g¦sto±ci ªadunku w dªugich, prawie jednowymiarowych krop-
kach [13A] powstaªych z odcinka drutu kwantowego [60, 61]. W jednowymiarowych kropkach
kwantowych, ze wzgl¦du na nieobecno±¢ klasycznej degeneracji [5A], krystalizacji wignerow-
skiej podlega g¦sto±¢ ªadunku. Zgodnie z twierdzeniem Lieba i Mattisa [36] ukªady jed-
nowymiarowe oddziaªuj¡ce kulombowsko posiadaj¡ zawsze stan podstawowy o minimalnej
warto±ci spinu (0 lub h̄/2 dla odpowiednio parzystych i nieparzystych N). Niskospinowy
stan podstawowy mo»e, lecz nie musi by¢ zwi¡zany z antyferromagnetycznym porz¡dkiem
przestrzennym. Badania [13A] wykazaªy, »e dalekozasi¦gowe antyferromagnetyczne porz¡d-
kowanie przestrzenne spinów istotnie zachodzi, ale tylko wtedy, gdy ªadunek zostaje uporz¡d-
kowany w formie molekuªy Wignera [13A].

Wykonano rachunki mieszania kon�guracji dla ukªadów kilku (N < 6) elektronów w
kwazijednowymiarowej kropce kwantowej [13A]. Kropka kwazijednowymiarowa posiada po-
tencjaª uwi¦zienia, który w jednym kierunku ('podªu»nym') jest znacznie sªabszy ni» w po-
zostaªych dwóch ('poprzecznych'). Elektrony zajmuj¡ najni»szy stan kwantyzacji poprzecz-
nej (oddziaªywanie nie zmienia ksztaªtu silnie uwi¦zionych poprzecznych funkcji falowych
[11B, 12B]). Caªkowanie oddziaªywania kulombowskiego z poprzecznymi g¦sto±ciami ªa-
dunku daje efektywny jednowymiarowy potencjaª uwi¦zienia [11B]. Rachunki oddziaªywania
kon�guracji w kierunku podªu»nym wykorzystywaªy metod¦ ró»nic sko«czonych [13A].

W miar¦ wzrostu dªugo±ci kropki oddziaªywanie kulombowskie staje si¦ du»e w porów-
naniu z energi¡ kinetyczn¡ kwantyzacji przestrzennej. W dªugich kropkach g¦sto±¢ ªadunku
stara si¦ wtedy zminimalizowa¢ oddziaªywanie przyjmuj¡c form¦ molekuªy Wignera z N
maksimami ªadunku jednoelektronowego. Krystalizacja wignerowska (przej±cie fazowe ciecz
elektronowa - krysztaª elektronowy) zachodzi tutaj w sposób ci¡gªy w funkcji dªugo±ci kropki.
Stan podstawowy w granicy du»ej dªugo±ci kropki staje si¦ 2N krotnie zdegenerowany ze
wzgl¦du na parzysto±¢ i spin. W ka»dym ze zdegenerowanych stanów podstawowych g¦s-
to±¢ ªadunku ma t¦ sam¡ molekularn¡ form¦. W stanach wzbudzonych natomiast g¦sto±¢
ªadunku przyjmuje ksztaªt nieoptymalny ze wzgl¦du na oddziaªywanie: posiada wi¦cej ni»
N maksimów (jednoelektronowe wyspy ªadunku wi¦c nie powstaj¡). Ponadto okazuje si¦, »e
spinowo spolaryzowany stan podstawowy ze skrystalizowan¡ wignerowsko g¦sto±ci¡ ªadunku,
posiada okre±lon¡ parzysto±¢, która ±ci±le zale»y od liczby elektronów (parzysto±¢ spolary-
zowanego stanu podstawowego jest dana przez parzysto±¢ liczby M , gdzie liczba elektronów
N = 2M + 1 lub N = 2M). Stan o przeciwnej parzysto±ci posiada wi¦cej ni» N maksimów
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ªadunku. W pracy [13A] podano ±cisªy dowód tej wªasno±ci.
Porz¡dkowanie przestrzenne spinów zostaªo zbadane [13A] przy wykorzystaniu spinowej

funkcji korelacji par. W kropkach stosunkowo maªych, w których krystalizacja wignerowska
nie zachodzi, spinowy porz¡dek ma charakter krótkozasi¦gowy i zwi¡zany jest z zakazem
Pauliego. Porz¡dek dalekiego zasi¦gu pojawia si¦ dopiero dla du»ych kropek, w których
ªadunek porz¡dkuje si¦ w molekuª¦ Wignera. W przeciwie«stwie do ªadunku, spin nie
porz¡dkuje si¦ w ukªadzie laboratoryjnym, lecz tylko w wewn¦trznych stopniach swobody
[13A] (podobnie jak ªadunek w kropkach koªowych - patrz rozdziaª 2.3). Dalekozasi¦gowe
uporz¡dkowanie spinowe ma wi¦c tylko wzgl¦dny, korelacyjny charakter.

Wcze±niej przeprowadzone rachunki pola ±redniego (LDA) [62] przewidywaªy (dla pa-
rzystych N), »e dla maªych kropek korelacje spinowe s¡ caªkowicie nieobecne (g¦sto±¢ spinu
'do góry' pokrywa si¦ dokªadnie z g¦sto±ci¡ spinów 'w dóª'), i »e przy pewnej, du»ej, kry-
tycznej warto±ci dªugo±ci kropki nast¦puje gwaªtowna krystalizacja wignerowska ªadunku
z pojawieniem si¦ antyferromagnetycznej g¦sto±ci spinowej. Antyferromagnetyczna fala
spinowa otrzymana w metodzie LDA pojawia si¦ w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia
w jednej z dwóch równowa»nych kon�guracji, z których jedna jest odbiciem zwierciadlanym
drugiej [62]. Ka»da z nich ªamie jednak symetri¦ potencjaªu uwi¦zienia. Wyniki dokªadne
[13A] wskazuj¡, »e przyczyn¡ pojawienia si¦ artefaktu ªamania symetrii w obliczeniach pola
±redniego dla rzadkiego gazu elektronowego jest wzrost zasi¦gu przestrzennych korelacji
spinowych w warunkach krystalizacji wignerowskiej. Zªamanie symetrii pozwala metodom
pola ±redniego na uwzgl¦dnienie efektów, które w rozwi¡zaniu dokªadnym zachodz¡ tylko
w wewn¦trznych stopniach swobody. Zgodnie z t¡ reguª¡ metoda HF dla kropek koªowych
produkuje molekuª¦ Wignera w g¦sto±ci ªadunku, a LDA dla kropek jednowymiarowych
daje antyferromagnetyczn¡ g¦sto±¢ spinow¡ w ukªadzie laboratoryjnym zamiast w spinowej
funkcji korelacji par.

Metod¦ oddziaªywania kon�guracji stworzon¡ do kropek kwazijednowymiarowych [13A]
rozszerzono nast¦pnie tak, aby uwzgl¦dniaªa obsadzenie wzbudzonych podpasm kwantyza-
cji poprzecznej. Uogólniona metoda dostarczyªa wyników odniesienia dla studium ªamania
parzysto±ci jednoelektronowej metody LDA zastosowanej do podwójnych kropek sprz¦»onych
pionowo [13B].

3 Skorelowana lokalizacja elektronów i dziur w podwójnych
sprz¦»onych pionowo kropkach kwantowych

Pierwsza praca autorska [14A] na temat ekscytonów w podwójnych sprz¦»onych pionowo
kropkach kwantowych zostaªa zainspirowana eksperymentaln¡ detekcj¡ efektu sprz¦»enia tu-
nelowego mi¦dzy kropkami InAs/GaAs widocznego w wyra¹nym przesuni¦ciu ku czerwieni
linii fotoluminescencyjnych wraz z malej¡c¡ szeroko±ci¡ bariery tunelowej [63].
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Dla opisu ekscytonów w podwójnych kropkach kwantowych [14A] przyj¦to prosty model
potencjaªu uwi¦zienia w postaci dwóch trójwymiarowych studni gaussowskich. W poje-
dynczej samozorganizowanej kropce kwantowej korelacje elektron-dziura nie s¡ wielkie po-
niewa» uwi¦zienie jest bardzo silne (patrz podrozdziaª 2.2). Sytuacja ulega zmianie dla
kropek podwójnych. Przy sªabym sprz¦»eniu tunelowym (maªym rozszczepieniu stanów pa-
rzystych i nieparzystych elektronu i dziury w porównaniu z oddziaªywaniem elektron-dziura)
nale»y oczekiwa¢ silnego skorelowania rozkªadu no±ników mi¦dzy kropkami. Dla opisu pary
elektron-dziura zastosowano [14A] metod¦ wariacyjn¡ z funkcj¡ próbn¡, w której gªówny
nacisk poªo»ono na opis kolektywnego zachowania elektronu i dziury w kierunku wzrostu.
Rachunki byªy ograniczone do stanów z zerowym wypadkowym momentem p¦du niesionym
przez funkcje obwiedni elektronu i dziury. Tylko takie stany bowiem mog¡ by¢ aktywne
optycznie.

Zgodnie z uzyskanymi wynikami [14A] w granicy du»ej szeroko±ci bariery stany pary
elektron-dziura mo»na podzieli¢ na dwie grupy: w grupie pierwszej elektron i dziura prze-
bywaj¡ w tej samej kropce, natomiast w grupie drugiej dziura i elektron s¡ rozdzielone
przestrzennie i przebywaj¡ w ró»nych kropkach. Sygnaª luminescencji pochodzi tylko z pier-
wszej grupy tzw. stanów jasnych. W miar¦ jak szeroko±¢ bariery tunelowej maleje, ener-
gia stanów z grupy drugiej (tzw. stanów ciemnych) równie» maleje poniewa» rozdzielone
ró»noimienne ªadunki zbli»aj¡ si¦ do siebie. Energie stanów z grupy jasnej zaczynaj¡ si¦
zmienia¢ z szeroko±ci¡ bariery dopiero gdy wyst¦puje odpowiednio silne sprz¦»enie tunelowe
mi¦dzy kropkami [14A]. No±nikiem sprz¦»enia tunelowego jest przede wszystkim elektron
[14A]. Dziura ze wzgl¦du na swoj¡ wielokrotnie wi¦ksz¡ mas¦ efektywn¡ tuneluje znacznie
sªabiej. Gdy sprz¦»enie tunelowe staje si¦ znaczne, wprowadzony powy»ej podziaª na dwie
grupy stanów ulega zatarciu. Prawdopodobie«stwo znalezienia elektronu i dziury w tej samej
kropce staje si¦ niezerowe dla grupy stanów 'ciemnych' (pojawia si¦ wi¦c mo»liwo±¢ rekom-
binacji ze stanów 'ciemnych', st¡d wprowadzony cudzysªów). Podobnie niezerowe staje si¦
prawdopodobie«stwo znalezienia elektronu i dziury w ró»nych kropkach dla grupy 'jasnej'.
W konsekwencji siªa oscylatora dla rekombinacji ekscytonu ze stanów 'ciemnych' ro±nie, a
stanów 'jasnych' maleje z malej¡c¡ szeroko±ci¡ bariery. W granicy silnego sprz¦»enia, gdy
rozszczepienie energetyczne stanów jednocz¡stkowych staje si¦ wi¦ksze od energii oddziaªy-
wania kulombowskiego, stany pary staj¡ si¦ przybli»onymi stanami wªasnymi parzysto±ci jed-
nocz¡stkowych, a rozkªad no±ników przypomina przypadek braku oddziaªywania � w ka»dym
ze stanów prawdopodobie«stwo znalezienia dziury i elektronu w tej samej kropce jest bliskie
50 %. Ponadto, gdy pojawia si¦ sprz¦»enie tunelowe, linie rekombinacji pochodz¡ce ze stanów
'ciemnych' ulegaj¡ gwaªtownemu przesuni¦ciu ku �oletowi w przeciwie«stwie do stanów 'jas-
nych', które przesuwane s¡ ku czerwieni [14A]. Takie zachowanie wynika ze sposobu, w jaki
stany jednocz¡stkowe skªadaj¡ si¦ na stany pary no±ników: w stanach 'jasnych' obydwie
cz¡stki elektron i dziura s¡ w jednocz¡stkowych stanach parzystych, a w stanach 'ciem-
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nych' obydwie cz¡stki s¡ w stanach nieparzystych (rekombinacja pary elektron-dziura jest
zabroniona w stanach, których caªkowita parzysto±¢ jest ujemna).

Widmo fotoluminescencyjne kropek podwójnych jest bardzo podatne na mody�kacje
przez pole elektryczne przyªo»one wzdªu» kierunku sprz¦»enia, które d¡»y do dysocjacji
stanów jasnych i segregacji ªadunków elektronów i dziur w ró»nych kropkach. Efekt Starka
dla pary elektron-dziura w podwójnych kropkach zostaª zbadany w pracy [15A]. Zamiast
modelu gaussowskiego przyj¦to podwójn¡ prostok¡tn¡ studni¦ potencjaªu dla opisania uwi¦-
zienia w kierunku wzrostu oraz potencjaª oscylatora harmonicznego w pªaszczy¹nie pros-
topadªej [15A]. Przyj¦ty model pozwala na dokªadne rozwi¡zanie problemu wªasnego dla
pary elektron-dziura na efektywnie trójwymiarowej siatce ró»nicowej po odseparowaniu po-
przecznego ruchu ±rodka masy. W ramach modelu udaje si¦ w sposób ±cisªy opisa¢ efekt
oddziaªywania elektron-dziura i korelacje mi¦dzy no±nikami.

Najwa»niejszym wynikiem pracy [15A] jest wniosek, »e w podwójnych kropkach kwan-
towych efekt Starka wywoªuje dysocjacj¦ ekscytonu na drodze charakterystycznego odpycha-
nia (anticrossingu) stanu jasnego i ciemnego w widmie luminescencyjnym podwójnej kropki
kwantowej. Dokªadnie taki charakter efektu zostaª wykryty w pomiarach przeprowadzonych
przez grup¦ niemieck¡ [64]. Obliczenia [15A] wyprzedziªy tu do±wiadczenie [64]. Niemiecka
praca eksperymentalna [64] zostaªa wysªana do czasopisma okoªo trzy miesi¡ce po zgªosze-
niu pracy autorskiej [15A] do Physical Review. Nast¦pnie dysocjacja ekscytonu na drodze
anticrossingu stanu jasnego z ciemnym, zgodnie z opisanym mechanizmem [15A], zostaªa
równie» potwierdzona do±wiadczalnie przez grup¦ ameryka«sk¡ [65].

Spektakularny sukces bardzo prostego modelu polegaj¡cy na prawidªowym przewidze-
niu jako±ciowego charakteru efektu Starka w podwójnej kropce kwantowej i mechanizmu
dysocjacji ekscytonu wymaga pewnego komentarza. Efekt Starka dla ekscytonu w krop-
kach pojedynczych [66] pozwala na dokªadne okre±lenie szczegóªów potencjaªu uwi¦zienia
samozorganizowanych kropek kwantowych, które ze wzgl¦du na du»¡ czuªo±¢ struktur na
warunki wzrostu, s¡ inne dla ka»dej z grup wytwarzaj¡cych kropki. Mechanizm dysoc-
jacji ekscytonu przez anticrossing ciemnej i jasnej linii luminescencyjnej wykryty przez dwa
niezale»ne o±rodki [64, 65] ±wiadczy o uniwersalnym charakterze zjawiska. Efekt Starka w
kropkach podwójnych jest wielokrotnie silniejszy ni» w kropkach pojedynczych [65]. Dzieje
si¦ tak dlatego, »e indukowany elektryczny moment dipolowy zwi¡zany z drobnymi prze-
suni¦ciami ªadunku elektronów i dziur w ramach jednej kropki jest znacznie mniejszy od
momentu dipolowego wyindukowanego wskutek rozdzielenia elektronu i dziury do ró»nych
kropek. Dlatego efekt Starka w kropkach podwójnych jest w du»ym stopniu niezale»ny od
szczegóªów potencjaªu uwi¦zienia ka»dej z kropek. Dla gªównego tematu rozprawy wa»ny
jest równie» fakt, »e w kropkach podwójnych decyduj¡ce znaczenie dla zachowania w polu
elektrycznym ma oddziaªywanie elektron-dziura, które pole elektryczne musi pokona¢ dla
rozdzielenia ªadunków. Bez oddziaªywania elektron-dziura anitcrossing poziomów jasnego z
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ciemnym nie zachodzi. Co wi¦cej, pod nieobecno±¢ pola elektrycznego to wªa±nie oddziaªy-
wanie prowadzi do pojawienia si¦ stanów ciemnych, z których rekombinacja jest zabroniona
nie przez reguªy wyboru (zª¡ symetri¦) lecz przez rozdzielenie no±ników mi¦dzy kropkami
[14A] (bez oddziaªywania prawdopodobie«stwo znalezienia elektronu i dziury w tej samej
kropce jest zawsze równe 50%). W kropkach pojedynczych natomiast, wpªyw oddziaªywania
na efekt Starka jest niewielki. Drobne przesuni¦cia elektronu i dziury w ramach jednej kropki
energii oddziaªywania nie zmieniaj¡ w sposób znacz¡cy.

4 Triony ekscytonowe w pojedynczych i podwójnych kropkach
kwantowych

Ekscyton (X) b¦d¡cy obiektem ªadunkowo neutralnym mo»e przegrupowa¢ ªadunki elektronu
i dziury tak, »eby zwi¡za¢ dodatkow¡ dziur¦ (powstaje wtedy dodatnio naªadowany trion
oznaczany X+ lub X+

2 ) lub dodatkowy elektron (tworz¡c trion ujemny X−) [67]. No±niki
wi¦kszo±ciowe w kompleksach trójcz¡stkowych s¡ silnie skorelowane. Tylko funkcje próbne
uwzgl¦dniaj¡ce to skorelowanie pozwalaj¡ opisa¢ samo wi¡zanie i stabilno±¢ ukªadu. W
krysztaªach litych dodatkowe no±niki wi¡»¡ si¦ na neutralnym ekscytonie bardzo sªabo, co
utrudnia eksperymentaln¡ detekcj¦ trionów, skutecznie destabilizowanych przez wzbudzenia
termiczne w niskich nawet temperaturach. Wªasno±ci trionów ekscytonowych staªy si¦
dost¦pne dla eksperymentu dzi¦ki nanotechnologii. Energia wi¡zania trionów jest wielokrot-
nie zwi¦kszona w ukªadach ±ci±le dwuwymiarowych [68]. Zwi¦kszenie energii wi¡zania przez
uwi¦zienie umo»liwiªo jednoznaczn¡ identy�kacj¦ linii rekombinacji trionów w dwuwymiaro-
wych studniach kwantowych [69].

Rekombinacja dziury i elektronu zwi¡zanych w trionie daje lini¦ luminescencyjn¡ o en-
ergii hνT = E(T ) − En, gdzie T = X+ lub X−, a En jest energi¡ no±nika, który zostaje po
rekombinacji, to jest elektronu (dla X−) lub dziury (dla X+). W krysztale litym, dwuwymia-
rowych studniach i drutach kwantowych przesuni¦cie (ku czerwieni) linii trionu wzgl¦dem
linii ekscytonu (hνX) w widmie luminescencyjnym ∆ET = hνX − hνT jest równe energii
wi¡zania trionu wzgl¦dem dysocjacji na ekscyton i wolny no±nik. W krysztaªach litych [70]
oraz w ±rodowisku ±ci±le dwuwymiarowym [68] trion dodatni X+ jest silniej zwi¡zany ni»
X− ze wzgl¦du na wi¦ksz¡ mas¦ dziury. Ponadto, we wszystkich ukªadach, w których ruch
no±ników jest swobodny w jednym chocia» kierunku, to jest w krysztaªach litych [70], stud-
niach dwuwymiarowych [69] i w drutach kwantowych [71, 12B] linie rekombinacji trionów
s¡ zawsze przesuni¦te ku czerwieni wzgl¦dem linii ekscytonu. Przesuni¦cie ku �oletowi oz-
naczaªoby ujemn¡ energi¡ wi¡zania, to jest niestabilno±¢ trionu.

Poªo»enie linii trionowych w widmie luminescencyjnym pojedynczej sferycznej kropki
kwantowej zostaªo zbadane w pracy autorskiej [16A]. Rachunki wariacyjne pokazaªy, »e
ju» w granicy sªabego uwi¦zienia (du»ych kropek) nast¦puje zmiana kolejno±ci linii trionu
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ujemnego i dodatniego: linia X− odpowiada mniejszej energii od X+ [16A]. W granicy
silnego uwi¦zienia linia X− w¦druje gª¦boko poni»ej (ku czerwieni) linii X, natomiast X+

przesuwa si¦ powy»ej (ku �oletowi) linii X [16A]. Przesuni¦cie linii X+ powy»ej X−, a
nast¦pnie powy»ej X, jest wynikiem mody�kacji oddziaªywa« kulombowskich przez uwi¦zie-
nie w kropce [16A]. Dziury, jako ci¦»sze, lokalizuj¡ si¦ w sko«czonych potencjaªach silniej od
elektronów. Dlatego w granicy silnego uwi¦zienia destabilizuj¡ce X+ oddziaªywanie dziura-
dziura jest silniejsze od stabilizuj¡cego kompleks oddziaªywania elektron-dziura. Odwrotna
sytuacja zachodzi dla X−, st¡d przeciwne przesuni¦cie linii X− w widmie (ku czerwieni a nie
ku �oletowi). Przesuni¦cie linii X+ ku �oletowi wzgl¦dem X jest mo»liwe tylko w kropkach
kwantowych. Ukªad nie ulega dysocjacji dlatego, »e dodatkowa dziura nie ma mo»liwo±ci
ucieczki w »adnym z kierunków, a przesuni¦cie X+ ku �oletowi (1-10 meV) jest znacznie
mniejsze od gª¦boko±ci kropki (100-300 meV). Poªo»enie linii trionów wzgl¦dem ekscytonu
zostaªo nast¦pnie wyznaczone dla kropek o symetrii cylindrycznej [17A], w tym dla pªaskich
kropek o geometrii kropek samozorganizowanych. Pokazano, »e wnioski dotycz¡ce przesuni¦-
cia linii X+ powy»ej linii ekscytonu uzyskane dla kropek sferycznych obowi¡zuj¡ równie» dla
kropek samozorganizowanych [17A]. Zgodna z przewidywaniami pracy [16A] zmiana kole-
jno±ci linii trionu dodatniego i ujemnego zostaªa zaobserwowana [71] w du»ych naturalnych
kropkach kwantowych powstaªych w drucie kwantowym w obr¦bie defektu polegaj¡cego na
lokalnie zwi¦kszonej szeroko±ci drutu. Przewidziana [16A, 17A] dla silnego uwi¦zienia kole-
jno±¢ linii X−, X, X+ (h̄νX− < h̄νX < h̄νX+) w widmie fotoluminescencyjnym maªych -
samozorganizowanych kropek kwantowych zostaªa zaobserwowana w pracach eksperymen-
talnych (por. np. [65] i [72]). W pracy [17A] rozwa»one zostaªy równie» triony w podwójnych
sprz¦»onych pionowo kropkach kwantowych. Gdy linia X+ dla pojedynczej kropki jest prze-
suni¦ta ku �oletowi wzgl¦dem X, dodanie drugiej kropki kwantowej zezwoli dodatkowej
dziurze na ucieczk¦ od pary elektron-dziura [17A], od której jest efektywnie odpychana ku-
lombowsko. Dokªadnie taka sytuacja (linia X+ powy»ej X dla pojedynczej kropki oraz stan
podstawowy X+ z dziurami rozdzielonymi mi¦dzy kropki w ukªadzie podwójnym) zostaªa
wykryta do±wiadczalnie [65]. Zgodnie z prac¡ [15A] dysocjacja X− przez pole elektryczne
zachodzi w sposób ci¡gªy ze wzrostem energii rekombinacji X− z anomaln¡ dodatni¡ krzy-
wizn¡ linii w funkcji pola gdy jeden z elektronów zostaje usuni¦ty z gª¦bszej z kropek. Przed
i po usuni¦ciu linia X− przesuwa si¦ z polem równolegle do linii X. Przewidywania te zostaªy
precyzyjnie potwierdzone w przeprowadzonym bardzo niedawno do±wiadczeniu [73].

5 Podsumowanie i wnioski
Omówiony zostaª cykl publikacji, których tematem s¡ skorelowane wªasno±ci ukªadów no±-
ników ªadunku uwi¦zionych w kropkach kwantowych.

• Zbadano efekty korelacyjne w pionowej elektrostatycznej kropce kwantowej oraz ich
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wpªyw na okna transportu przez kropk¦. Okazuje si¦, »e zaniedbanie korelacji faworyzuje
stany o wy»szej warto±ci spinu w sekwencji symetrii stanów podstawowych pojawiaj¡cych
si¦ w miar¦ wzrostu pola magnetycznego, co prowadzi do charakterystycznych odst¦pstw
ksztaªtu linii ªadowania kropki w funkcji pola magnetycznego od danych do±wiadczalnych.
Badania wykazaªy, »e zaniedbanie korelacji ma wyra¹nejsze konsekwencje dla du»ych kropek
kwantowych, ze sªabszym potencjaªem uwi¦zienia.

• Badania nad zwi¡zkiem klasycznych i kwantowych molekuª Wignera utworzonych w
zakresie uªamkowego efektu Halla, po rozpadzie kropli maksymalnej g¦sto±ci, doprowadziªy
do nast¦puj¡cych wniosków: 1) W granicy silnego pola magnetycznego energia oddziaªywa-
nia ukªadu elektronów d¡»y do odpowiedniej warto±ci w klasycznej molekule Wignera. 2)
Ukªady kwantowe realizuj¡ w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia klasyczny rozkªad g¦sto±ci
ªadunku gdy jego symetria jest zgodna z symetri¡ potencjaªu uwi¦zienia. Ukªad d¡»y wtedy
do granicy klasycznej w sposób gªadki. 3) W przeciwnym wypadku, gdy klasyczny rozkªad
ªadunku ma ni»sz¡ symetri¦ ni» potencjaª uwi¦zienia (to jest � gdy istnieje kilka ró»nych lecz
równowa»nych rozkªadów ªadunku klasycznego o najni»szej energii potencjalnej), klasyczna
lokalizacja zachodzi tylko w funkcji wzgl¦dnych wspóªrz¦dnych elektron-elektron. Obser-
wowana z zewn¡trz g¦sto±¢ ªadunku jest superpozycj¡ wszystkich równowa»nych klasycznych
rozkªadów ªadunku odtwarzaj¡c¡ symetri¦ potencjaªu zewn¦trznego. Granica klasyczna dla
kwantowo-mechanicznych warto±ci oczekiwanych osi¡gana jest w sposób nieci¡gªy poprzez
szereg transformacji symetrii stanu podstawowego w zewn¦trznym polu magnetycznym. 4)
Przy transformacjach symetrii, to jest w warunkach przybli»onej degeneracji stanu podsta-
wowego, ukªad jest bardzo podatny na sªabe nawet zaburzenia, które ustalaj¡ orientacj¦
molekuªy Wignera w laboratoryjnym ukªadzie odniesienia. Przy sªabym zaburzeniu przez
odlegªy defekt naªadowany pojawianie si¦ molekuªy Wignera w ukªadzie laboratoryjnym
wyst¦puje tylko w w¡skich zakresach pola magnetycznego (przy odpychaniu poziomów ener-
getycznych) i powtarza si¦ cyklicznie w miar¦ wzrostu pola magnetycznego. 5) Poza trans-
formacjami symetrii ukªad reaguje na zewn¦trzne zaburzenie jak ciecz elektronowa.

• Technicznym osi¡gni¦ciem pracy jest opracowanie nowej metody rachunkowej � wielo-
centrowej metody mieszania kon�guracji, która pozwoliªa na zbadanie transformacji stanu
podstawowego i krystalizacji wignerowskiej w kropkach o niskiej symetrii oraz w kropkach
podwójnych.

•Wskazano mo»liwo±ci optymalizacji energii wymiany w podwójnych, dwuelektronowych,
sprz¦»onych bocznie kropkach kwantowych przez asymetri¦ potencjaªu uwi¦zienia, która fa-
woryzuje podwójne obsadzenie gª¦bszej kropki. W silnych polach magnetycznych podwójne
obsadzenie gª¦bszej z kropek nast¦puje przy mniejszej asymetrii dla trypletu (gdy spiny elek-
tronów s¡ równolegªe) ni» dla singletu. Zbadano ewolucj¦ symetrii ukªadu trójelektronowego.
Wskazano warunki, przy których w stanie stacjonarnym realizowany by¢ mo»e klasyczny
rozkªad ªadunku mi¦dzy kropkami, ªami¡cy symetri¦ parzysto±ci. Pokazano, »e mi¦dzykrop-
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kowe korelacje elektron-elektron zachodz¡ równie» po wygaszeniu sprz¦»enia tunelowego.
Przy szerokich barierach korelacje mi¦dzykropkowe znikaj¡ pomimo, »e mi¦dzykropkowe
sprz¦»enie elektrostatyczne jest wci¡» wyra¹ne.

• W sprz¦»onych koncentrycznie ukªadach kropka-pier±cie« i pier±cie«-pier±cie« potenc-
jaª wektorowy pola magnetycznego (A) indukuje transformacje momentu p¦du w ramach
mechanizmu oscylacji Aharonova-Bohma. Pole magnetycznego (B = ∇×A) powoduje na-
tomiast redystrybucj¦ ªadunku, która skutkuje mody�kacjami uªamkowego okresu oscylacji.
W silnym polu rozkªad ªadunku mi¦dzy skªadowymi pier±cieniowych ukªadów hybrydowych
jest determinowany przez minimum klasycznej energii oddziaªywania. Mody�kacje okresu
Aharonova-Bohma mog¡ zosta¢ zwery�kowane w pomiarach transportowych (oscylacje prze-
wodno±ci) lub w pomiarach pojemno±ciowych (odlegªo±ci mi¦dzy wierzchoªkami linii ªadowa-
nia kropki w funkcji pola magnetycznego).

• Przedstawiono pierwsze studium efektów orbitalnych pola magnetycznego zorientowa-
nego w pªaszczy¹nie kropki w zale»no±ci od jej ksztaªtu. Dla realistycznej, pªaskiej geometrii,
wysoka warto±¢ pola prowadzi ostatecznie do specy�cznej formy krystalizacji wignerowskiej,
w której wyspy ªadunku jednoelektronowego rozci¡gni¦te s¡ w kierunku równolegªym do
wektora pola magnetycznego. Separacja ªadunków jednoelektronowych powoduje, podobnie
jak w kropkach podwójnych, degeneracj¦ orbitalnych energii singletu i trypletu zwi¡zan¡
ze znikaj¡cym przekrywaniem funkcji jednoelektronowych. W kropkach sferycznych na-
tomiast, rozdzielenie elektronów pod wpªywem pola magnetycznego nast¦puje we wspóª-
rz¦dnych wewn¦trznych. Jednoelektronowe wyspy ªadunku w ukªadzie laboratoryjnym nie
powstaj¡. Zamiast degeneracji singlet-tryplet obserwowane s¡ oscylacje stanu spinowego
zwi¡zane z transformacjami momentu p¦du (dla kropek ±ci±le sferycznych) lub parzysto±ci
(dla kropek o ksztaªcie zbli»onym do sferycznego).

• W rozlegªych jednowymiarowych kropkach kwantowych krystalizacja wignerowska za-
chodzi z tworzeniem wysp ªadunku jednoelektronowego w ukªadzie laboratoryjnym, zwi¡zana
jest wi¦c z przybli»on¡ degeneracj¡ stanu podstawowego ze wzgl¦du na spin. W ka»dym ze
zdegenerowanych stanów krystalizacji wignerowskiej towarzyszy dalekozasi¦gowe uporz¡d-
kowanie spinu we wspóªrz¦dnych wewn¦trznych ukªadu. Na podstawie studium funkcji
korelacji par wykazano, »e przej±cie fazowe mi¦dzy ciecz¡ elektronow¡ a krysztaªem elek-
tronowym ma charakter ci¡gªy w funkcji dªugo±ci kropki.

• Opisano wi¡zanie pary elektron-dziura w podwójnych samozorganizowanych kropkach
kwantowych oraz jego zrywanie przez zewn¦trzne pole elektryczne. Pokazano, »e wywoªanej
polem elektrycznym dysocjacji ekscytonu towarzyszy anticrossing poziomów energetycznych
stanu ciemnego i jasnego. Taki charakter efektu Starka dla podwójnych kropek zostaª
niedawno potwierdzony eksperymentalnie.

• Zbadano wpªyw uwi¦zienia no±ników w kropce kwantowej na poªo»enie linii luminescen-
cyjnych trionu dodatniego i ujemnego wzgl¦dem linii ekscytonu. Pokazano, »e 1) nawet sªabe
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uwi¦zienie powoduje zmian¦ kolejno±ci linii X− i X+ wzgl¦dem krysztaªu litego 2) w granicy
silnego uwi¦zienia, gdy efekty korelacyjne mi¦dzy no±nikami zostaj¡ stªumione, linia X+

ulega przesuni¦ciu ku �oletowi powy»ej linii X. Przewidziana dla silnego uwi¦zienia kolejno±¢
linii X−, X i X+ zostaªa potwierdzona eksperymentalnie w samozorganizowanych kropkach
kwantowych. W pracy na temat trionów w podwójnych kropkach wskazano, »e przesuni¦cie
ku �oletowi linii X+ wzgl¦dem ekscytonu w pojedynczej kropce odpowiada rozdzielonym
przestrzennie dziurom w ukªadzie kropek podwójnych. Efekt ten zostaª równie» pomy±lnie
zwery�kowany do±wiadczalnie. Precyzyjnie przewidziano zmierzony pó¹niej ksztaªt linii X−

w funkcji pola elektrycznego przy dysocjacji ukªadu przez pole.
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