Laboratorium 12. Pomiar wydajnosci algorytméw mnozenia macierzy, pamiec cache.
Teoria - na podstawie ksigzki: J.W. Demmel Applied Numerical Linear Algebra, MIT, 1996

Czas wykonania programu sekwencyjnego obliczeniowego (bez obstugi urzadzen I/O, przerwan itp.) mozna
oszacowal na podstawie liczby operacji zmiennoprzecinkowych (f), liczby transferéw danych (m) z wolnej
pamieci operacyjnej do szybkiej pamieci podrecznej (ew. rejestrow):
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W przeprowadzonej - uproszczonej - analizie zakladamy:

- staly czas wykonania wszystkich operacji arytmetycznych (taisnm - W przypadku dodawania i mnozenia w
wiekszoSci procesorow jest staty lub ,,por6wnywalny™),

- minimalng liczbe niezbednych operacji arytmetycznych (tzn. nie da sie tu juz nic poprawi¢ — nie moze ich juz
by¢ mniej),

- staly, niezalezny od algorytmu / sposobu napisania programu (pobieranie danych sekwencyjne lub ze skokami)
czas przesylania danych z pamieci gtéwnej do cache (tnem) - 0 tym o poZniej...

- pomijalny czas obstugi petli (modyfikacja licznikéw, poréwnania, skoki warunkowe itp.).

Przy takich zalozeniach mozna wykaza¢, ze czas wykonania programu zalezy od stosunku liczby operacji
zmiennoprzecinkowych do liczby transferéw danych:
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gdzie: g = f/ m jest wskaznikiem wydajnosci, moéwigcym ile operacji arytmetycznych przypada na jeden
dostep do pamieci (ile uzytecznej pracy mozna wykona¢ w stosunku do przenoszenia danych z i do pamieci).

Czysto teoretycznie — im wieksze g, tym program moze sie szybciej wykona¢. W najlepszym przypadku, gdyby
wszystkie dane znajdowaly sie w rejestrach (m = 0 - pamie¢ niepotrzebna), czas wykonania wyniéstby tariwm * f .

Przyklad: dodanie do siebie dwéch duzych (niemieszczacych sie w pamieci cache, lub komputer nie ma cache)
macierzy kwadratowych.

Kazda z macierzy o wymiarach n x n zawiera n’ elementéw i trzeba wykonac tyle samo operacji dodawania.
Trzeba odczyta¢ odpowiadajace sobie pary elementéw w obu macierzach (2n* odczytéw pamieci), doda¢ (n?
operacji arytmetycznych) i ponownie zapisa¢, co daje facznie 3n* dostepéw do pamieci.

Wskaznik wydajnosci wynosi: g= n*/ 3n* = 1/3, czyli na jedno dodawanie przypadajg trzy dostepy do pamieci
operacyjnej.

Jednoczesnie nalezy pamietac ze: tmem >> tainm (Czas cyklu pracy jadra procesora jest wielokrotnie krétszy od
pelnego czasu dostepu do pamieci dynamicznej RAM). Przy$pieszenie taktowania samego procesora nie
przyniesie zatem znaczacego wzrostu wydajnosci obliczen, gdyz ta jest zdominowana przez czestotliwo$¢
magistrali procesor-pamie¢ i czas dostepu do pamieci.



Typowy — naiwny algorytm mnozenia macierzy (Double precision General Matrix Multiply - DGEMM)

wykonujacy dziatanie:
C=C+A B,
wyglada tak:

void dgemm_naive (int n, double* A, double* B, double* C)

int i,j,k;
double cij;

for (i=0; i<n; ++i)
for (j=0; j<n; ++j)

cij = C[i+j*n]; // cij = C[1i][]]
for(k=0; k<n; ++k )

cij += A[i+k*n] * B[k+j*n]; // cij += A[i][k]*B[kI[]j]
C[i+j*n] = cij; // C[1][j] = cij

}

gdzie n jest rozmiarem zadania czyli liczba rzedéw/kolumn - zakladamy, Ze macierze sa kwadratowe.
Zakladamy réwniez, ze przestrzen adresowa komputera jest liniowa, a tablice w programie — jednowymiarowe.
Kolejne elementy macierzy dwuwymiarowych przechowywane sa wierszami (row major order) — jak na
ponizszym schemacie:
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Pobiezna analiza algorytmu:

W petli wewnetrznej (k) obliczany jest iloczyn skalarny (dot product) i-tej kolumny macierzy A i j-tego wiersza
macierzy B. Dwie wewnetrzne petle (j-k) wykonuja mnozenie wektora (i-tej kolumny A) przez macierz B.

Oszacowanie liczby dostepow do (wolnej) pamieci operacyjnej:

W uproszczeniu zakladamy, ze typowy komputer posiada niewielkg szybka, statyczng pamie¢ cache i duza,
wolna, dynamiczng pamie¢ gtéwna — i to liczba dostepéw do tej ostatniej bedzie miata wptyw na wydajnosé
algorytmu.

Ponadto, w tym miejscu interesuje nas tylko czy pewna porcja danych ,zmieSci sie” w cache. Na razie nie
wnikamy w sposéb sterowania tej pamieci oraz pobierania i ulozenia w niej danych (w kolejnych komérkach lub
»porozrzucane” w duzych odstepach) — chociaz wiadomo, ze cache jest tadowany calymi liniami wypelionymi
sasiadujacymi elementami...

Dostep do elementéw macierzy C nie zalezy od indeksu k. Odczyt elementu Cij mozna wykona¢ przed wejSciem
w petle wewnetrzng, a jego zapis — po ukoniczeniu tej petli. W czasie wykonywania petli k, akumulowana
warto$¢ Cij powinna by¢ przechowywana w rejestrze. W sumie wykonuje sie 2n? dostepéw do macierzy C (dwie
operacje: zapis i odczyt, dwie petle (i-j) wykonywane n razy).

Elementy macierzy B sa odczytywane — niestety — n® razy (para petli j-k wykonywana jest n razy w petli
zewnetrznej i).

Jezeli zadanie (n) jest na tyle malte (albo pamie¢ cache na tyle duza), zeby pomiesci¢ wszystkie (niesasiadujace
ze sobg!), raz odczytane elementy i-tej kolumny macierzy A — dostep do niej odbedzie sie n” razy. Jesli rozmiar
zadania jest duzy i nie jesteSmy w stanie utrzymaC w cache calej i-tej kolumny A — trzeba liczy¢ sie z n’
dostepow.



Wskazniki wydajnosci g prezentuja sie nastepujaco:
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q :% = n32+n3n2 ~2 - jedli mozemy przechowywac cala kolumne macierzy A w cache,
f 2n’ . - . .
qg=— :m ~1 - jezeli zadanie jest za duze aby utrzymac calg kolumne A w cache.
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Liczba operacji arytmetycznych f = 2n®: dodawanie (akumulacja) i mnozenie wykonywane sg w kazdej iteracji
(ztozonos$¢ réwniez O(n’)). Ponownie na tym etapie nie interesujg nas szczeglly techniczne: mnozenie i
akumulacja sa podstawowymi operacjami w obliczeniach macierzowych. Wiekszo$¢ obecnie produkowanych
CPU, (GP)GPU i DSP posiada dedykowane jednostki wykonawcze i instrukcje FMA (Fused Multiply Addition)
pozwalajace wykona¢ wykonaé w/w operacje w jednym etapie, ze zminimalizowana liczba zaokraglen i
konwersji typéw danych.

Jedna z modyfikacji klasycznego algorytmu mnozenia macierzy jest algorytm blokowy
(funkcja dgemm_blocked w pliku do ¢wiczen)

Ideq jest podziat duzych macierzy A, B i C o wymiarach n na b. kwadratowych blokéw, ktérych rozmiar (n, -
liczba rzedéw/kolumn) jest podwielokrotnoscia (dla prostoty) rozmiaru calego zadania. Jednoczesnie rozmiar
blokéw musi by¢ tak dobrany, aby trzy takie fragmenty macierzy: As, B, i C, zmiescily sie w pamieci cache.
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Obliczenia - blok po bloku - wykonywane sa takim samym algorytmem jak oméwiony poprzednio (funkcja
block). Catkowita liczba operacji zmiennoprzecinkowych nie ulegta zmianie (2n°). Petna procedura zawarta
zostata w pliku Zrédtowym i (chyba) nie wymaga wiekszego komentarza. Ponadto zostata réwniez dobrze
opisana w rozdziale 5.4 ksigzki:

D. A. Patterson, J. L. Kennedy, Computer Organisation and Design, The Hardware/Software Interface, Fifth
edition, Morgan Kaufmann, 2014.

Oszacowanie liczby dostepéw do pamieci, przy zalozeniu, ze w pamieci cache mieszczq sie trzy bloki As, By i
Cs, a skokami w adresowaniu kolejnych elementéw sie nie przejmujemy:

podobnie jak w algorytmie naiwnym, dostep do bloku C, nie zalezy od k — mamy w jego przypadku n? odczytow
i n* zapiséw (cache ~ pamie¢ gtéwna). Dla A, i By liczby dostepéw wynosza b.*n?. Teoretycznie, wydajno$¢
powinna wiec wprost zaleze¢ od wymiaru bloku n:

f 2n’ n n
T i e 1+b b
m.2n N G Maksymalny wymiar bloku jest jednak ograniczony rozmiarem pamieci

cache, ponadto musza sie w niej jednoczesnie zmiesci¢ trzy takie bloki. Wymagany rozmiar pamieci podrecznej
to:

mem =3 n,” -sizeof (data _type)

a optymalnym rozmiarem bloku wydaje sie* byc¢:

n < mem
* 7\3 sizeof (data _type) ’

np. trzy bloki ztozone z 32 x 32 elementéw typu double zajma 24 kB pamieci cache (typowy wspétczesny CPU
x86-64 ma 32 - 64 kB pamieci danych cache L1).

Tak zdefiniowana — teoretyczna - wydajnos¢ algorytmu blokowego wynosi:



_ mem
d 3 -sizeof (data _type)

*W praktyce — prosze to sprawdzi¢! Poza cache L1, procesor posiada duzo pojemniejsze pamieci podreczne L2
i L3, z drugiej strony oprécz przetwarzanych fragmentdw macierzy, w cache przeladowywac sie beda réwniez
inne dane (w tym systemu operacyjnego i innych programéw).

Rozwijanie petli — loop unrolling (funkcja dgemm_unroll4 w pliku do ¢wiczen)

Ta prosta technika optymalizacji szybkoSci wykonania programu w przypadku algorytmu GDEMM jest
kolejnym wariantem ,,blokowania”.

Stosujac czterokrotne rozwiniecie, w wewnetrznej petli (k) nie jest obliczany jeden element (iloczyn skalarny),
ale cztery. Mnozone s dwupasmowe macierze (dwie kolumny pierwszej, dwa rzedy drugiej) dajace w wyniku
blok 2 x 2.

Wszystkie cztery elementy bloku wynikowego w czasie wykonywania petli (k) sa akumulowane nie w pamieci
RAM, a bezposrednio w (szybkich) rejestrach procesora (%XMM - wchodzacych w sklad rozszerzenia

wektorowego SSE). Nastepnie, po zakonczeniu petli (k) zapisywane sa w odpowiednich miejscach macierzy C.
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Korzyscia czasowa jest dwukrotne uzycie (w petli k, patrz kod zZrédlowy) raz zaladowanych elementéw
macierzy A i macierzy B. Teoretyczna wydajno$¢ algorytmu powinna by¢ (mozna udowodni¢ i sprawdzic¢
doswiadczalnie...) dwukrotnie wieksza od wersji naiwnej.

Dodatkowo; petle i i j sa wykonywane ze skokiem 2 (odpowiadajacym rozmiarowi obliczanego bloku), tym
samym catkowita liczba iteracji spadta czterokrotnie — proporcjonalnie do stopnia rozwiniecia petli. Dzieki temu
procesor ma do wykonania czterokrotnie mniej instrukcji zwiazanych z obstuga petli (poréwnan i skokéw
warunkowych).

Jaki jest z tego zysk czasowy we wspdtczesnych procesorach superskalarnych to juz inna sprawa: instrukcje
»obstugujace” petle moga by¢ wykonywane réwnolegle z arytmetyka zmiennoprzecinkowa, w innych
jednostkach wykonawczych. Dodatkowo, CPU stosuje obecnie makro-fuzje typowych instrukcji sterujacych
petlami for (cmp-jne, dec-jnz), posiada uktad branch prediction oraz wewnetrzny bufor instrukcji z detekcja
krotkich petli (a tutaj takie mamy). Wszystkie instrukcje objete petla moga wiec sie zmiesci¢ w takim buforze —
procesor wtedy nie musi nawet pobiera¢ instrukcji z pamieci cache.

Wszystkie opisane tu algorytmy wykonuja 2n® operacji zmiennoprzecinkowych i maja jednakowa ztozono$¢
o).

Zadanie 1. Pomiar wydajnosci algorytméw mnozenia macierzy.



1. Sprawdzi¢ parametry procesora na stanowisku gdzie beda przeprowadzane testy. Nie tylko jego typ
(doktadnie-pelny numer!) i czestotliwo$¢ taktowania, ale réwniez rozmiary i organizacje pamieci cache L1-L3.

Linux:

lscpu
cat /proc/cpuinfo

Windows: np. program CPU-Z

2. Zmierzy¢ czas (CPU uzytkownika) oraz osiagana liczbe operacji zmiennoprzecinkowych podwojnej precyzji
na sekunde (FLOPS — FLoating Operations Per Second, w praktyce Mega/Giga FLOPS) dla algorytméw:

- naiwnego (dgemm_naive)

- blokowego (dgemm_blocked)

- z rozwinieciem petli (dgemm_unroll4)

dla rozmiaréw macierzy o rozmiarze (n) 128, 256, 512, 1024 (ew. 2048).

W przypadku algorytmu blokowego dla kazdego rozmiaru macierzy sprawdzi¢ podziat na bloki o rozmiarach:

n, = 4, 8, 16, 32, 64, 128 (dla uproszczenia zakladamy n mod n, = 0).

Prosze pamietaé, ze praca przebiega w systemie wielozadaniowym. Czas i dla kazdego przypadku nalezy
zmierzy¢ kilkukrotnie i wyznaczy¢ Srednia. Wyniki znaczgco odbiegajace od $redniej — odrzuci¢ (np. wystapito
wywlaszczenie procesu, obshuga przerwan itp.).

Program mat_mat.c zawiera trzy w/w funkcje i przyklad uzycia-pomiaru. Mozna go dowolnie przebudowa¢ w
celu ulatwienia sobie zadania i automatyzacji pomiarow.

Program, jak i biblioteke do pomiaru czasu kompilowac z wlaczona optymalizacja —O3

Wyniki przedstawi¢ na wykresach typu: GFLOPS vs rozmiar zadania (n) - w sposob umozliwiajacy tatwe
poréwnanie wydajnosci réznych algorytméw dla réznej wielkoSci zadan. W podobny sposéb przedstawié
wydajnos¢ algorytmu blokowego dla réznej wielko$ci zadan i fragmentacji.

Sprébowac oszacowaé optymalny rozmiar bloku dla uzytego procesora (rozmiaru cache).

Zadanie 2. Usuniecie ,,skok6w” w przestrzeni adresowej podczas odczytu kolejnych elementéw macierzy.
Problem do tej pory pomijany (tzn. w tej instrukcji - na wyktadzie zostal oméwiony):

przedstawione algorytmy w wewnetrznych petlach (k) mnoza elementy kolumn(y) macierzy A z
odpowiadajacymi elementami wiersza/wierszy macierzy B. W zaleznoSci od sposobu mapowania
dwuwymiarowej macierzy w jednowymiarowej, liniowej przestrzeni adresowej, dostep do kolejnych elementow
jednej macierzy bedzie odbywat sie w sposéb sekwencyjny: element po elemencie, a do drugiej ze ,,skokiem”
réwnym rozmiarowi macierzy.

Przypomnienie: podczas tadowania z pamieci jednego elementu pobierany jest do pamieci podrecznej caty blok
danych (lacznie z ,sasiedztwem”) o dlugosci linii cache — 64 bajty, co przy wyréwnaniu danych do granicy
dhugosci linii, umozliwia jednoczesne pobranie osmiu kolejnych liczb typu double lub szesnastu typu float.

Poniewaz przyjeto (tj. w jezyku C/C++ i w programie) ulozenie elementéw wierszami (row major order),
kolejne elementy macierzy B beda pobierane z sasiadujacych ze soba lokalizacji w pamieci (w zaleznosci od
typu danych: co 4 lub 8 bajtéw). Po jednorazowym zatadowaniu jednej linii cache uzyte do obliczeni zostana



wszystkie przechowywane w niej liczby (tj. wykonujac jeden ,,wolny” dostep do pamieci RAM pobieramy do
cache, w zaleznosci od typu, osiem lub szesnascie kolejnych elementéw macierzy, ktére to juz moga by¢
dostarczone do CPU duzo szybciej).

Inaczej sprawa wyglada z dostepem do macierzy A, gdzie kolejne elementy sa pobierane spod adresow
rézniacych sie o: k * n * (4 lub 8) bajtéw. Odstep ten, w praktycznych zastosowaniach, moze wielokrotnie
przekracza¢ dlugo$¢ linii cache. W takim przypadku mimo jednoczesnego pobrania do szybkiej pamieci
podrecznej kilku sasiednich liczb, wykorzystana do obliczen zostanie tylko jedna. Kolejne elementy macierzy A
beda za kazdym razem pobierane z wolnej pamieci operacyjnej, a pamie¢ cache bedzie niepotrzebnie zbyt czesto
przetadowywana nowa, w wiekszo$ci niewykorzystana w odpowiednim czasie zawartoscia.

Zadanie wlasciwe:

Usuna¢ ,,skoki” w przestrzeni adresowej, wystepujace przy odczycie kolejnych elementéw macierzy A w
omoéwionych poprzednio wersjach algorytméw mnozenia macierzy. Np. przetransponowa¢ macierz*: zmienic¢
sposob przechowywania elementéw z row major order na column major order, odpowiednio modyfikujac jej
adresowanie w miejscu odczytu.

0 1 2 3 0 4 8 12
4 5 6 7 1 5 9 13
8 9 10 11 2 6 10 14
12 13 14 15 3 7 11 15
row major order column major order

Po modyfikacji i sprawdzeniu peprawnosci wynikéw powtdrzy¢ testy wydajnosci jak w zadaniu 2. Poréwnac
wyniki pomiaréw z osiagami analogicznych wersji algorytmu sprzed modyfikacji.

* alternatywnie, w tym konkretnym przypadku: zadaniu czysto testowym, mozna od razu w odpowiedni sposéb
wypehi¢ macierz warto$ciami poczatkowymi.

Zadanie 3. Szesnastokrotne rozwiniecie petli.
Procesor ma szesnascie rejestrow wektorowych — %XMMO ... %XMM15.

Wzorujac sie na funkcji dgemm_unroll4 rozwina¢ petle 16 razy — czyli tak, aby w kazdej iteracji wewnetrznej
petli (k) mnozone byly 4 kolumny i 4 wiersze, a wynikiem by# blok 4 x 4.

Sprawdzi¢ poprawnos$¢ wyniku, czas obliczenn oraz wydajno$¢ modyfikacji w poréwnaniu z metoda naiwna,
dgemm_unroll4 i algorytmem blokowym o rozmiarze 4.

Usuna¢ ,skoki” w przestrzeni adresowej, wystepujace przy odczycie kolejnych elementéw macierzy A.
Sprawdzi¢ wptyw modyfikacji na czas obliczen i wydajno$¢ algorytmu.

Zadanie 4 - dla chetnych.

Przeanalizowa¢ wygenerowany kod w asemblerze funkcji z rozwinieciem 16x z zadania 3. (gcc -S
mat_mat.c -03). W jaki sposéb kompilator sobie poradzil z przechowywaniem szesnastu elementéw? Czy
liczba rejestréow %XMM jest wystarczajaca, czy wartosci byly jednak zapisywane do pamieci (odkladane na
stos)?

Poréwnac czas obliczen i kod asemblera funkcji dgemm_blocked, np. liczbe dostepéw do pamieci dla réznych
poziom6w automatycznej optymalizacji np. —O0 i —O3. ,,Co sie stato” z funkcja block?



